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1 Systeme identischer Teilchen

1.1 Einleitung

Klassische identische Teilchen (z.B. Billard-Kugeln):

e konnen individuell verfolgt werden (Bahnkurve!)

e man kann sogar Nummern aufzeichnen, ohne physikalische Eigenschaften signifikant zu

verdndern

Quantenmechanische identische Teilchen (z.B. Elektronen):

e konnen nicht individuell verfolgt werden (falls Wellenfunktionen sich iiberlappen)

e konnen nicht markiert werden

e Identische Quantenmechanische Teilchen sind vollstdndig voneinander ununterscheidbar.

Zunéchst betrachten wir ein System aus /N unterscheidbaren Teilchen. Ein vollstdndiger Satz

vertauschbarer Observablen fiir ein IN-Teilchen-System ist dann:

FU, g0 7 g2 N gV)

*

Der gemeinsame Eigenvektor (EV) wird geschrieben als

|7z sz g2 ) gN)y

z ° z

wobei die Eigenwertgleichungen
XM |z1 5 72) g
3, Mz0 s

z

Doy =8Wghs )

und die Wellenfunktion in (Orts-Spin-Darstellung) erfiillt sind.

() = (zl)

2y =z2W)z0 s 2 52

)

P(EVSW, g gy — (7D g F N GIN) )

Dabei sind 20, ..., ) kontinuierlich und Sgl), ce S’EN) diskret mit S,gi) = hm,; (z.B. :I:ij)

(1.1)

(1.2)
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KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

Bemerkung: statt Sgl), e 7S£N) kénnen auch die Quantenzahlen mg,...my verwendet wer-
den [m; = —s;,—s; + 1,...,s; mit s; als Spin des i-ten Teilchens, genauer der Betrag des Spins
V/8i(s; + 1)h, ist]
Der Ausdruck

v 37 L ddy) (1.7)

(1)

beschreibt die Wahrscheinlichkeit dafiir, Teilchen 1 mit Spinkomponente S;~ am Ort Z(!) im

Volumenelement d3z(1), Teilchen 2 mit Spinkomponente 5’9) am Ort 7@ im Volumenelement

d*#? ... und Teilchen N mit Spinkomponente SgN) am Ort Z®) im Volumenelement d3z()
anzutreffen.
Dabei werden :E(l)Sgl), ey f(N)SéN) simultan gemessen.

Zu einer Normierung gelangt man durch die Forderung

3 /de<1>...fww@uxsgn,...),2 1 (1.8)
s, st
Den Raum aller Funktionen von 5:’(1)5’9), G )SgN), die nach 1.8 normierbar sind, bezeichnet

man als Hilbertraum

Wir fithren nun noch einige Abkiirzungen ein und wollen zukiinftig schreiben

EV: |Z0sM  #ZMgNy — |12, N) (1.9)
Wellenfunktion ¥(1,2,...,N)=(12... N|¢) (1.10)

Jetzt wollen wir den Fall identischer Teilchen betrachten. Dies bedeutet,

e alle physikalischen Eigenschaften miissen unabhéngig von der Nummerierungsreihenfolge
1,2,..., N sein!

— Jede ,physikalische“ Observable des Systems muss eine symmetrische Funktion der
Grundobservablen der Teilchen sein: A(1,2,..., N) symmetrisch in 1,2,... N
,symmetrischer Operator®

Beispiel: Hamilton-Operator eines Systems von N freien Teilchen der Masse m:

N 00 R i) KN i)
2m 2m 2m

(1.11)
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KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

1.2 Permutationen und Symmetrie

1.2.1 Permutationen

Fiir den Permutations-Operator P;; in (Orts-Spin-Darstellung) gilt
Piiv(1,2,. iy gy s N) = 20(1,2,. 0,5y ydy .o, N) (1.12)

mit Py;: Vertauschungsoperator (Vertauschung zweier Teilchen)

allgemein:

Pabe.. i ersetzt das a-te Argument durch das b-te, das b-te durch das c-te,..., das k-te durch
das a-te

Jeder Permutationsoperator kann aus den Vertauschungsoperatoren P;; zusammengesetzt wer-
den.

Beispiel:

Pias(1,2,3) = (2,3, 1) = P12yo(3,2, 1) = P12P13(1,2, 3) (1.13)
also: 15123 = 15121513 (7’é ?13?12) (114)

Jeder Permutations-Operator kann aus den Vertauschungsoperatoren f’ij zusammengesetzt wer-
den.

Sei nun A(1,2,...,N) ein (nicht notwendigerweise symmetrischer) Operator, so ist

(coydyeyi o )O( gy iyn) (1.15)
(coslyensi PGy gy ) (1.16)

N

PiA(. iy gy (e iy Gy, N) =

o

Da dies fiir beliebige 1 gilt finden wir also
PiA(. iy gy ) =AC Gy )Py (1.17)
Fiir beliebige Operatoren (bspw. einen beliebigen Permitationsoperator) gilt:
PA = AP (1.18)
Somit gilt fiir symmetrische Operatoren die Beziehung
[P,A]=0 (1.19)

Sei nun H(1,2,...,N) der (symmetrische) Hamilton-Operator des Systems und |¢) ein Eigen-
vektor (EV) zum Eigenwert (EW) E:

Hj) = E|y) 1.20)
— HP[y) = PH[¢) = EPJ)) (1.21)
~—~— ~—~—

Mitschrift Quantenmechanik 2 6



KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

und somit ist auch P[t) ein EV von H zum EW E!
Falls P|t) nicht parallel zu [¢) (gleicher Zustand) liegt also ,,Austauschentartung® vor.

Betrachten wir ein System aus zwei Teilchen: Es existiert nur ein Permutationsoperator Pia
und es ist [P12, H = 0, d.h. man kann nach einem gemeinsamen EV zu fragen. Dann lautet die
Eigenwertgleichung

Hi(1,2) = Ey(1,2) (1.22)

wobei P1o1(1,2) = 4(2,1) auch EF von H zum EW E ist. Eine Linearkombination

¥s(1,2) = 9(1,2) +4(2,1) (1.23)
ist dann auch EF von H zum EW E. Es gilt
Piath(1,2) = s (1,2) = s (2,1) (1.24)
und somit ist ©g auch EF von 1512 zum EW 1. Analog fithrt man mit
¥a(1,2) = 9(1,2) = 9(2,1) (1.25)
eine antisymmetrische EF von H zum EW F ein und es ist
P1ova(1,2) = —a(1,2) (1.26)

also EF von f’lg zum EW -1.

Bemerkung: f’ij kann nur Eigenwerte £ 1 haben.

Experimenteller Befund: Die Wellenfunktion eines Systems zweier identischer Teilchen ist
grundsitzlich EF von Pjy. Der EW (+ 1) hiingt nur von der Teilchenart ab. Fiir Systeme aus N
identischen Teilchen gilt: Die Wellenfunktion ist grundsétzlich EF von allen Operatoren 15”- mit
einheitlichem EW (£ 1), der nur von der Teilchenart abhéngt.

Also

Pijly) = £ [9) (1.27)
— Py;[¢)und|y)sind der gleiche Zustand! (1.28)
D.h. die Austauschentartung ist aufgehoben!

Bemerkung:

1. Ist P ein beliebiger Permutationsoperator, so sind P|y) und |[¢)) ebenfalls der gleiche Zu-
stand (da ja P durch Vertauschungsoperatoren darstellbar ist)

2. Einschrinkung des Hilbertraums:

(VP;;) mit EW 1 betrachtet man #(*)
...indem nur vollstdndig symmetrische Wellenfunktionen zugelassen sind.

(Vpij) mit EW — 1 betrachet man H(®)
...indem nur vollstdndig antisymmetrische Wellenfunktionen zugelassen sind.

Mitschrift Quantenmechanik 2 7



KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

1.3 Bosonen und Fermionen

EW +1, d.h. vollstdndig symmetrische Wellenfunktionen:
Vi, j Pijlv) = |) fiir ‘"Bosonen* d.h|y) e HE) (1.29)
EW —1, d.h. vollstdndig antisymmetrische Wellenfunktionen:
Vi,j:  Pylg)=—|¢)  fir “"Fermionen*  d.h.|Jy) € HA (1.30)

Bemerkung: Die zeitliche Entwicklung erfiillt diese Eigenschaft!

Schrodinger-Bild zhi|¢> = H|y), H symmetrischer Operator (1.31)
d - P
= ih - Pirl) = P j4[) (1.32)
. d
= ih (Paulo) 7 1)) = 1 (Pyule) 7 [0)) (1.33)

Zusammen zum Spin:
Fiir den Spin gilt:

—

S? = h2s(s +1) (1.34)

Somit ergibt sich:
bei Bosonen: s =0,1,2,... (ganzzahlig)

Beispiele: m-Mesonen (s = 0), Photonen (s = 1) oder a-Teilchen (s = 0)

135

5, 5, 5, e (halbzahhg)

bei Fermionen: s =

1
Beispiele: Elektronen, Protonen, Neutronen, Neutrinos (s = 5)

Theoretische Erklarung: relativistische QuantenFeldTheorie (QFT), nach Pauli 1940)

Konsequenz aus Antisymmetrie der Wellenfunktion fiir Fermionen-Systeme:

$(2,1,3,...) = —(1,2,3,...) (1.35)

Folglich
verschwindet v, falls ,1¢ = ,2¢ (d.h. 71 = 7@, s = §?))

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, zwei Teilchen mit denselben (Orts- und Spin-)Koordinaten an-
zutreffen, verschwindet (Volumenelement!) bei Orts- und Spin-Messung.

Allgemein:

Zwei identische Fermionen koénnen nicht denselben (Ein-Teilchen-)Zustand ,besetzen‘.
,Pauli-Prinzip“

Mitschrift Quantenmechanik 2 8



KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

1.4 ldentische zusammengesetzte Teilchen

1.4.1 Vorbetrachtungen: Addition von Drehimpulsen

Wiederholung: Vertauschungsrelationen fiir Drehimpulsoperatoren jx, jy, Jy:

jj,jk] = iﬁejkljl Jyk,l:(1,2,3 oder z,v, 2) (1.36)
[Tz, J,] = ik, und zyklische Vertauschung (1.37)

Fiir das Quadrat des Drehimpulsoperators ergibt sich:

J;]=0 (1.38)
Man kann also den Betrag des Drehimpulses und eine seiner Komponenten (z.B. J,) gleichzeitig
genau messerl.

Gemeinsame EV von J und J,: [jm)

2| jm) = K25(j + 1)|jm) (1.39)
J,lim) = hm|jm) (1.40)

Der Betrag des Drehimpulses ist hjv/j + 1, der der z-Komponente ist Am

3
5
mogliche Werte von m: —j, —j+1,—j+2,...,5—1,j

1
mogliche Werte von j: 0, 2 1,

(fiir festes j gibt es insgesamt 2j + 1 mdogliche m-Werte)
Bemerkung:
Je=1J,+73, (1.41)
= Jilim) =/ +1) - mm £ 1)|jm 1) (1.42)

Nun wollen wir zwei Drehimpulse JU) ynd J@) (z.B. Bahndrehimpuls und Spin oder zwei Bahn-
drehimpulse oder zwei Spins) betrachten:

Voraussetzung:
AP =0 vk, (1.43)
. ) (3@) 50 5@ i
Als gemeinsame EV von (J( )) , (J( )) ,Jz7,J2 benennen wir |j1jomi, me):
jgl)]j1j2m1m2> = hm1|j1j2m1m2> Uusw. (14:4)

Bemerkung: Das Tensorprodukt ist dabei

|J1j2mama) = |j1ma)|jama) (1.45)

Mitschrift Quantenmechanik 2 9



KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

Gesucht sind nun EW und EV von J? und J, fiir den Gesamt-Drehimpuls-Operator

J=JW 4@ fiir feste Werte von j1, jo. (1.46)

2, 2 2, 2
Mit anderen Worten: Wir suchen nach gemeinsamen EV von (J (1)) , (J (2)) ,J2,

Bemerkung:

1. Aus den Vertauschungsregeln fiir J 51) und J 1(2) folgt, dass J=7JU 4 J@ ein Drehimpuls-
Operator ist, d.h. ebenfalls die Vertauschungsregeln erfiillt.

=

= [J2,

A~

=0 (1.47)

>

A(1) A R 20 2 200\ 2 A 2 A
2. Aus [J,(Cl),JZ(Q)] = 0 folgt, dass (J(1)> und (J(2)> auch mit J; und somit mit J? und J,
vertauschbar sind.

~
=

0200120 [23@]£0, (1.48)

dh. 7Y und J8? konnen i.A. nicht gleichzeitig mit |J| gemessen werden (nur J, = JM 4
79

200N\ 2 /200N 2 D s
Wir bezeichnen die gemeinsamen EV von (J(l)) , (J(Q)) ,J2,J, mit |j1j2jm), also

2, 2
(39 jrgagm) = B2j1ja + 1)l jasm) (1.49)

2, 2
(32) lirdagm) = W2ja(a + Dljrjosm) (1.50)
Pljrgagm) = W5(j + )ljrgajm) (1.51)
J.|j1jagm) = hml|jijagm) (1.52)

Die Gesamtheit dieser Vektoren {|jijamimse)} wie auch die {|jijejm)} fullen eine Basis (ein
VONS). Und es ist nun das Ziel, letzteres als Linearkombination der ersten Eigenvektoren dar-
zustellen.

Bemerkung: Gegebenenfalls hat man noch weitere Quantenzahlen hinzuzunehmen, die wir hier
200N 2 /2002 S s N N N
als fixiert betrachten. [Ergdnzung von (J(l)) , <J(2)> ,J2,J. baw. (J(1)> , <J(2)) ,ng), Jg2) zu

einem vollstédndigen Satz vertauschbarer Observablen!|

Entwicklung der |jij2jm) nach den |jijomims):

ijadm) = > At dayma,ma) - (Gldymameljigaim) (1.53)

J1:J5,ma,me Clebsch—Gordan—Koef fizienten

Mitschrift Quantenmechanik 2 10



KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

e Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind nur dann von Null verschieden, wenn ji = j1,55 =

Jo und m = m1 + mao.

Beweis: Dazu wenden wir den Operator nach links bzw. nach rechts an.

1.

2, 2
Ghamamal (30 jvjam) = K251 + 1)t jsmameljijam)
= 12j1(51 + 1) {jLizmama|jijam)
= G +1) =411+ 1) umstellen und ausklammern
(1—=d)(i+7+1)=0
———
>0, daji,j; >0

= =7 analog  jo = jj
2. Wir nutzen 1.58 und haben

(rjomimalJz|j1jajm) = im{jijamima|jijogm)
= h(m1 + ma)(j1jemima|jijaim)

= m = mi+ mso

Also:

[1j2gm) = > [f1jamama) (rjamimaljijajm)  plausibel!

mi,ma(mi+ma=m)

(1.59)
(1.60)
(1.61)

(1.62)

Fiir fixierte ji,j2 gibt es (251 + 1)(2j2 + 1) verschiedene my, mo-Paare, also (271 + 1)(2j2 + 1)

verschiedene Zustande |j1j2mima).

Also wird es auch (251 +1)(2j2+1) verschiedene Zustdnde zur anderen Sorte |j1j2jm) und somit

(271 + 1)(2j2 + 1) verschiedene Paare j, m geben.

Bestimmung der mdoglichen j-Werte
Fiir jedes j gibt es 25 +1 m-Werte: m = —j,—3+1,...,+j —1,+J

Mitschrift Quantenmechanik 2
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KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

mi mo m j
J1 J2 Ji1+Jj2 J1+J2
J1 Jo—1 o S
. . J1t+Jj2—1 JitJe, j1+j—1
J1—1 J2
J1 J2 —2
J1—1 Jjo—1 Jit+Je—2| ji+Jjo, j1+Jje—1, j1+jo2—2
J1—2 J2
J J2 — 272
Jji—1 jo—(252—1 . . . o . . .
. (, ) J1—J2 JitJd2, itj2—1, ..., J1—Jo
J1— 272 J2
—J1 —J2 —(j1+ j2) J1+ Jj2
Beschreibung:

1. grofstmoglicher m-Wert: j; + jo — groktmoglicher j-Wert: (71 + j2)
Zu diesem m-Wert gehort ein Vektor (Zustand) der Art [jij2im) (§ = j1 + j2;m = j) und
ein Zustand der Art |jijamime) (m1 = j1;ma = j2)

2. néchstmoglicher m-Wert: j; + jo — 1
Es gibt zwei Zustande der Art |j1j2mi1ma) — Es muss auch zwei Zustédnde der Art |j1j27m)
geben: j=j1+jo,m=j—-1j=5+j2—-1lm=j

3.m=j1+7j2—2
drei Zusténde der Sorte |j1jomimg) — drei Zustinde der Art |j;725m)
J=n+tpm=j=-2j=n+p-1lm=7-Lj=h+p-2,m=]

m=j—jol > j=n+jni=h+ij—1....0=|5—jl

bei weiterer Verkleinerung von m ,geht alles von alleine auf “ mit den bereits verfligbaren
7-Werten.

bis: m = —(j1 + j2)(m1 = —j1,ma = —J2)

ein Zustand der Art [j1jomime) — ein Zustand der Art |j1j2im)(j = j1 + Jo, m = —J)

Ergebnis: j = j1 + j2,j1 +j2 — 1,...,[j1 — j2|

Mitschrift Quantenmechanik 2 12



KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

Bemerkung: Vektormodell

Probe: Zahl der Zustinde |1 jajm): 31072 (2 +1) = (21 + 1)(2/2 +1) v

Die Bestimmung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten erfolgt in der Ubung.

1.4.2 Symmetrieeigenschaften der Wellenfunktionen fiir zuammengesetzte
identische Teilchen

Beispiel: zwei Wasserstoffatome

Wellenfunktion: (T, S, AP, SP, 22, 852, P2 SP?) (1.63)
abkiirzende Schreibweise: (e, p1;e2,p2) (1.64)

e 1) muss Vorzeichen wechseln bei Vertauschung von e; und ez sowie bei Vertauschung von
p1 und po (jeweils identische Fermionen).

— ez, p2;se1,p1) = —(er, p2;s ez, p1) = Y(er, p1; ez, p2) (1.65)

e Also: ¥ symmetrisch bei Vertauschung der Wasserstoffatome! Sie verhalten sich also wie
Bosonen.

Allgemeine Regel:

e Zusammengesetzte Teilchen bestehend aus einer geraden Zahl von Fermionen und einer
beliebigen Zahl von Bosonen verhalten sich wie Bosonen.

e Zusammengesetzte Teilchen bestehend aus einer ungeraden Zahl von Fermionen und einer
beliebigen Zahl von Bosonen verhalten sich wie Fermionen.

Bemerkung: Zusammengesetzte Teilchen mit starker innerer Bindung kénnen bei nicht zu star-
ken Wechselwirkungen, solange der innere Zustand unverdndert bleibt, als einfache Teilchen mit
einem entsprechenden Spin aufgefasst werden.

Somit stellt sich die Frage nach einem Gesamtspin.

Addition von drei und mehr Drehimpulsen: Wie iiblich, versuchen wir hier das Problem
auf einen einfacheren Sachverhalt, ndmlich zwei Drehimpulse, zuriickzufiihren.

J=J0 4+ J@ 4+ 56 (1.66)
Folglich fithren wir auf die Addition zweier Drehimpulse zuriick. Hierfiir haben wir mehrere
Moglichkeiten:
1. Moglichkeit

CCE N (CO I (I QR ((EY N () (1.67)

~ ~

Man erhilt so die gemeinsamen EV von (J1)2, (3(2))2, (3(3))2, (3(12))2, J2, fzg

Mitschrift Quantenmechanik 2 13



KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

2. Moglichkeit

NEEEI (CORR (O QI (CEYN () (1.68)

3. Moglichkeit
FCOR CR (© R g (COR (G (1.69)
|
— drei verschiedene Basissysteme |bei n Drehimpulsen: % Basissysteme (n > 2)|
Mégliche j-Werte:
Jmaz =J1+J2+ "+ Jn (170)

weitere Werte Jmaz — L, Jmaz — 24+« Jmaz — N (1.71)

— Der Gesamtspin eines Systems aus n Fermionen und m Bosonen ist ganzzahlig fiir n gerade
und halbzahlig fiir n ungerade.

1.5 Das Wasserstoffmolekiil

Eigentlich: Vierteilchenproblem
Niherung: vernachlissigen Bewegung der beiden Kerne — Zweiteilchenproblem (zwei Elektro-
nen)

Hamiltonoperator (Orts-Spin-Darstellung):

. h? 2 1 1 1 1 1 1
H:——(A“MN”)— c <+++——) (1.72)
2myg dmeg \"14  TIB  T2A T2B  T12 TAB

T1A = ‘i"(l) - fA‘ ; USW. (1.73)

Betrachten r4p als Parameter. Gesucht: Stationére Losungen: ﬂw = FEv
H wirkt nicht auf Spinkoordinaten:
— Ansatz:

o= 10,5 (s0.57) o
Wir Konnen gemeinsame BV von 1, 5% und 8. suchen.
S S =1 gehd =—1,0,1
EV von S? und S,: |sm) : s1 =s3 = % {zu i gehoren m U,

zu s =0 gehdéren m =0

Bezeichen die gemeinsamen EV von S;m

und 8, it {11, 140, [1), 1149, 1: &, J: =L,

1

- L= 1,0) = 7 (It + 1) (1.75)
1

1, -1) = 1) 10,0) = 7 () = 1¥1) (1.76)
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— Spin-Wellenfunktionen:

Xs,m = (m1ma|s152) (1.77)
X1,1(m1,m2) = xt(m1)xs(mz) (1.78)
1
X1,0(m1,ma) = 7 [xt(ma)xy (m2) + xy (ma)xr (m2)] (1.79)
X1,-1(m1, ma) = xy(ma)x,(ma) (1.80)
1
X0,0(m1,ma) = 7 [xt (ma)xy (ma) — xy (ma)xr(m2)] (1.81)
(1.82)
1 fiir m; = +3 0 fiir m; =+
mit x4(m;) = 2 m;) = 2 1.83
xi(mi) {O fiir mi:—% xu(mi) {1 fiir mi:—% ( )
¥ muss antisymmetrisch bei Vertauschung von 2 und #? und Sél) und S§2) sein.
Somit ergeben sich zwei Moglichkeiten:
1. Kombination von xo0 mit einer symmetrischen Funktion ¢:
(@), 7)) = (@), 70) (1.84)
2. Kombination von X1, (m = —1,0,,1) mit einer antisymmetrischen Funktion ¢:
(D, 22)) = —p(z®, 7)) (1.85)

Also: Kombination symmetrischer Spinwellenfunktion mit antisymmetrischen Ortswellenfunk-
tionen und umgekehrt.

jetzt: Naherungsrechnung fiir Hy-Molekiil (Heitler & London 1927) Fiir groke Abstinde
rap wird der Grundzustand des Molekiils ndherungsweise wie folgt zu charakterisieren sein:
Ein Elektron bei Kern A (Grundzustand des Wasserstoffatoms) und ein Elektron bei Kern B
(ebenfalls Grundzustand).

ox (Z7)..Ortswellenfunktion fiir Elektron i beim Kern K, (i = 1,2; K = A, B) (1.86)

h? g o2
2 A =(1)y _ (1)
< 27”0A 47T€Q7”1A> SOA(J; ) EOQOA(‘T ) (187)

—~

Produkte @ 4(ZM)op(#?)) sowie p4(#?)pp (1) sind Niherungslosungen der Schrédingerglei-
chung fiir das Wasserstoffmolekiil.

- Yy = @1 X005, P+ = @A(f(l))wB(f(Q)) + @B(f(l))SOA(f@)) (1.88)

b= x00 o= ea@epE®) - ep@)eaE®)  (189)

— Néherungsformel fiir Energie des Ho-Molekiils im Grundzustand [der kleiner der beiden Wer-
tel]:

B, — {WelHlvs) (1.90)

(Vx|thx)

Mitschrift Quantenmechanik 2 15



KAPITEL 1. SYSTEME IDENTISCHER TEILCHEN

(In einem Eigenzustand ist der Erwartungswert gleich dem Eigenwert. |¢)+) ist aber nur nihe-

rungsweise Eigenzsutand von H. Genauere Begriindung: vgl. Kap. 4.2.1)

|rap so bestimmen, dass Energie minimal wird!|

P2 (2D) reell, / BE® 2. (29) = 1, Symmetrie iiber my, my ergibt Faktor 1 (1.91)
(Wrltps) = / 37V 37 2 (721, 7)), (1.92)
=2£2 / 7 (7)) / 7 (1) pp(T?) (1.93)
=2(1+8%, S= / d3% o4 (Z)¢p(#) Uberlappungsintegral (1.94)
N e? 1 1
Hos = 2Eopx + ( + > P+
TEO \T12 TAB
- (s @)pa@®) + —pa@)on(®) (195
dmeg | 114 B '
1 N . 1 . o
bl paE)on(E®) £ - pn(E)ea@®))
T2A T2B
. 2
S el = (2B 5 ) (el +2(C 4 4), (1.96)
TEQTAB
2
mit: O = / B3 @3 #2) 2 (#0)% (&) (1.97)
4megrio
2
- 2/ Bz __° % (#1)), Coulomb-Integrale (1.98)
471’607"13
2
A= [ @507 S (7 D)on(E)pn(aV)pa() (199
471‘607"12
2
— 25/ Bz —° oa(@Npp(#Y), Austausch-Integrale (1.100)
dmegr1A
Bemerkung: In A und C kann man 1 <+ 2 und/oder A <+ B vertauschen.
Also:
e? C+A
Be=2Bo+ o —+ 110 (1.101)
Bemerkenswert: Energiniveaus spinabhéngig! (E, fir s =0, E_ fiir s = 1)
2 . C+A ~ 2 ~
grobe Nidherung: 775 ~C+ A, C= —m — BEy~2FE + A
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_02f

2 3 4 5 6 7

Abb. 1.1: Die Energic des bindenden Zustands der geraden Wellenfunktion (blau), sowie die Energie des micht
bindenden Zustands als Funktion des Abstands

D.h. die Austauschintegrale liefern den wesentlichen Beitrag zur Bindungsnergie. Genaue Aus-
wertung von 1.101: siehe Abbildung 1.1.

Ergebnis: Im Zustand |14 ) (antiparallele Elektronenspins) ist die Energie (fiir nicht zu kleine
rap) niedriger als 2Ey. — Erkldrung fiir die chemische Bindung! (,homdopolare Bindung")
Minimum der Funktion E, — 2E; = —3.14€eV liegt bei 745 = 0.869 A (1A =10""%m,ry =
0.528 A).

Der experimentelle Wert betrigt: 0.74, —4.74 eV

1.6 Systeme identischer Teilchen ohne Wechselwirkung

N nicht wechselwirkende Teilchen im Potential V (Z).

Hamilton-Operator eines Teilchens:

- (p1)? (1)
h(l) = 1.102
1= L vE) (1.102)
EF von h(1): ¢o(1), ¢1(1), p2(1),... mit Energie-EW: €, €1,€2,..., € <e1 <ea...

Bemerkung: Bei der Entartung (liegt aufer bei Spin-0-Teilchen immer vor) fallen e;-Werte
Zusaminen.
Durchnummerierung der linear unabhéngigen EF (nicht Energiniveaus).

H=h(1)+h2)+---+h({N), h@)= (b)? + V(E) (1.103)

2m

mit den Eigenfunktionen (EF) oo (i), ¢1(7), ¢2(7), ... und den Eigenwerten (EW) €g,e1,e2,. ..
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stationdre Zustinde:

He(1,2,...,N) = E¢(1,2,...,N) (1.104)
Losung ist z.B.
©(1,2,...,N) = ¢a(1)pp(2) - - n(N) (1.105)
wobei der Index a,...,n auch den Spin-Zustand charakterisiert.

D.h. erstes Teilchen im Zustand a mit Energie ¢,, zweites Teilchen im Zustand b mit Energie ¢,
usw.

Die Losung aus Gleichung 1.105 hat jedoch nicht die erforderlichen Symmetrieeigenschaften.
Deshalb gilt fiir:

N identische Bosonen:

0s(1,2,...,N)= > Poapp(2) - pn(N) (1.106)
Perm.
= @a(1)@6(2) - on(N) + a(2)pp(1) - - on(N) + -+ + ©a(3)on(5) - - @n(8) + - -
(1.107)
(Summe tiber alle N! Permutationen der Argumente 1,..., N)

e Jeder Summand ist EF zum EW E =¢, + ¢, + - - - + €5, also auch die Summe
e g vollstindig symmetrisch!

Bemerkung: ¢, noch nicht normiert: (ps|ps) = N!T[; N;!, wobei N; die Zahl der Teilchen
im Ein-Teilchen-Zustand |¢;) ist. (In ¢4 (1)pp(2) - - - @ (V) kénnen einige ¢; gleich sein,
z.B. o = pp. N; gibt an, wie oft p; vorkommt!). Es gilt aber die Voraussetzung, dass die
Ein-Teilchen-Wellenfunktionen ¢; normiert sein sollen.

N identische Fermionen:

pa(1,2,..,N) = > (=1 PPy p(2) -+ on(IV) (1.108)
Perm.
= Qpa(l)‘pb(2) e SOn(N) - Soa(2>90b(1> T Spn(N) +--- (1'109)
§(P): Zahl der Vertauschungen aus denen die Permutationen zusammengesetzt.
(_1)j(f>) _ +1, fiir , gerade” Permutétio?en (1.110)
-1, fiir ,ungerade* Permitationen

e ¢4 vollstindig antisymmetrisch!

Bemerkung: ¢4 noch nicht normiert: (pa|@a) = N!. Man kann @4 auch so schreiben:

wa(1)  $a(2)

ep(1)  @u(2)
@a(l) (Pa(2) "'Spa(N)

va(l,2,...,N) = (Pb:(l) <Pb:(2) B .(p:b(N) ,Slater - Determinante® (1.112)

oa(D) Pu(2) - u(N)

N =2:

] — a(Den(2) — pa(en(1) (L111)

Pauli-Prinzip: Jeder Ein-Teilchen-Zustand darf nur von maximal einem Teilchen besetzt sein!
Sonst: z.B. a = b = p4 = 0 (zwei gleiche Zeilen in der Slater-Determinante!)
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Bemerkung:
1. Diese Zustdnde |¢pg) bzw. |p4) bilen eine Basis \ /
im Hilbertraum H(%) bzw. #4) (verwendbar auch \ 7 €
fiir Systeme mit WW!) N 7
2. Konsequenzen fiir Quantenstatistik: Fermi-Dirac/Bose- \ /

Einstein \ /60
3. Grundzustandsenergie: sei £y < (1) < €(g) <

..., d.h. keine Entartung abgesehen vom Spin-
Effekt, siehe Abbildung 1.2. Hier: Durchnumme-  App. 1.2: Darstellung der Energieniveaus
rierung der Energieniveaus, nicht der EF.

Zu jedem Energieniveau £(;) gehdren z.B. fiir Spin—%—
Teilchen zwei linear unabhéngige EF:

<(0) < €@
©0, P1 ©2,¢3 P4, 5 (1.113)
(80 =£&1 = 8(0) (82 = &€3 = 8(1) (64 = &5 = 6(2)

N Bosonen: Ey = N¢(g)
e Bose-Einstein-Kondenstation

— Superfluiditit von fliissigem He*! (Bosonen: 2n,2p, 2¢)
—_———

6 Fermionen
N Fermionen: z.B. Spin—%—Teilchen
zwei Teilchen mit Energie €

zwel Teilchen mit Energie €(q)

ein/zwei Teilchen mit Energie €(n-1) / g(n-2) N ungerade /N gerade
2 2
e Fermi-Energie
also:

2(g0) ey +- +8(¥)) + &

By = ) (1.114)

2(e) + ey + - -I—S(%))

Bemerkung: Unterschied gerade/ungerade wichtig in Kernphysik!
d.h. zusétzlicher Beitrag zur Nullpunktsenergie aufgrund des Pauli-Prinzips (Ep > Ne() fiir
N > 2)

1.7 Wann kann auf die (Anti-)Symmetrisierung verzichtet
werden?

Beispiel: Wir betrachten das Wasserstoffatom, welches nur ein Elektron besitzt.
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Frage: Hétten wir nicht beriicksichtigen miissen, dass es viele weitere Elektronen auf der Welt

gibt und wir somit eine vollstindig antisymmetrische Gesamtwellenfunktion fiir alle Elektronen

bilden miissen?

Antwort: Solange sich die Wellenfunktionen nicht iiberlappen, kann man auf die (Anti-)Symmetrisierung
verzichten. (d.h. fiir H-Atom: man kann die anderen Elektronen auf der Welt ignorieren.)

Erliuterung:
geg. sei ein Elektron (z.B. ein H-Atom) in Jena. Normierte Wellenfunktion: ¢ ;(Z)
betrachten ein zweites Elektron in Paris: pp(Z)

[Der Einfachheit halber setzen wir voraus, dass fiir beide Elektronen S, = —|—% gilt.|

Voraussetzung;:
ps(@)pp(T) =0 V& (1.115)

d.h. die Wellenfunktionen {iberlappen nicht.

Normierte Gesamtwellenfunktion (antisymmetrisch):

L) = Lo B, B »
P(#1), &%) = 7 |s(@)pp(@) - s (@)pp(@ )] (1.116)
Y@, s 53, 52) = (@M, 2®)) - X (L.117)
#,_/ ~—~
antisymm. symm.

Als Beweis berechnen wir die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Beobachtung eines Elektrons am
Ort -

P() = [ #a@p@ )P + [ eaipa. o
W., Elektron 1 anzusteffen W., Elektron 2 anzusteffen
(unabhéngig davon, wo Elektron 2 ist) (unabhéngig davon, wo Elektron 1 ist)
(1.118)
lo(zM), #) |2 symmetrisch in Z(), #() = beide Summanden in P(&) sind gleich.
1
@ Z) P =2 |les @) Plop@)P + o (@) Plop@D)
—e5 (@) (@D) s (7)) pp (FV) (1.119)

—pa(@V)pp(F)p3(F) ()|

= P@ = les@F @ - 2R |5(@er@) [ @F o)) 1)
Der ,Interferenzterm* verschwindet wegen Gleichung 1.115!

= P@ =les@) + lep@)? (1.121)
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In Jena gilt dann P(%) = |¢(Z)|?, d.h. dasselbe Ergebnis wie ohne Beriicksichtigung des Pariser

Elektrons! Dies gilt fiir alle physikalischen Effekte.

Allgemeine Regel: Symmetrisierung (Bosonen) bzw. Antisymmetrisierung (Fermionen) nur
fiir die relevanten Teilchen nétig (fiir die eine Uberlappung der Wellenfunktion auftreten kann).

Bemerkung: Klassischer Grenzfall: scharf lokalisierte Wellenfunktionen der Teilchen — Sym-
metrisierung / Antisymmetrisierung ohne Effekt!
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2 Zweite Quantisierung

2.1 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Zur Erinnerung: Operatoren 4 und &' beim harmonischen Oszillator!
(Vernichten, bzw. Erzeugen ein Schwingungsquantum)

jetzt: Systeme identischer Teilchen

e Einfiihrung von Operatoren, die Teilchen aus dem System entfernen, bzw. dem System
hinzufiigen.

Ausgangspunkt:

e ein VONS fiir die Zusténde eines System: {|p;)}io,
(z.B.: Zustande in einem beliebig gewéhlten dukeren Feld, vgl. Kap. 1.6.)

e zugehorige Wellenfunktionen: ¢;(§)
neue Bezeichnung: ¢ steht fiir Z,S, (Orts- und Spin-Koordinaten)

System von Bosonen:
e Bezeichnen mit |n) einen Zustand, in dem alle n Teilchen im ,Grundzustand“ ¢ ,sitzen®.
e Mogliche Werte: n =10,1,2,...
e |0) : Zustand ohne Teilchen (,Vakuum®) - nicht mit Nullvektor |0,) verwechseln.

o (nlm) = dum

doln) = v/nln — 1), n=1,2,3,..., 4&p: Vernichtungsoperator (2.1)
ég\m =vn+1n+1), n=0,1,2,..., ég : Erzeugungsoperator (2.2)
80(0) = 10y)

Eigenschaften: [éo,éq =1, denn: (d0a) —alao)|n) = (n +1—n)n) = |n)

(nla = v/n(n —1| (2.5)
(nag = vn+ 1(n+1]| (2.6)

Also bei Wirkung nach links (auf Bra-Vektoren):
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. éJ{) als Vernichtungsoperator
e 4p als Erzeugungsoperator
Test:

Vi(n—1]

=

(nl agln — 1) (2.7)
Viln)

Ng = égéo Teilchenzahloperator: No|n) = é&éolm = nn)

System von Fermionen: nur zwei Zustidnde |n): |1) und |0)

80l0) = [0,), do[1) = 0) (2.8)
890) = [1),  ag[1) = |0v) (2.9)

§)-0-C)
PR

Matrix Darstellung bzgl. |0), |1)-Basis: |0) =

Eigenschaften: {ég, ég} =1, {A B} — AB + BA, LSAntikommutator denn
(8oa + aao)|1) = (0+1)[1) = 1) 2.11)
(80af + 40)|0) = (1+0)[0) = |0) (2.12)
a2 =0 (aT)Q =0
0= Y% \%) =
No = égéo ist wieder Teilchenzahloperator (2.13)
A n
Noln) =nln), (n=0,1), |n) = (a})" o) (2.14)

Zusammenfassung;:
Bosonen: [éo,éﬂ =1, [a0,40] = [ag,ag] =0
}

Fermionen: {éo,ég} =1, {ap,a0} = ég,é%} =0

jetzt: zwei beliebige Zustinde ¢, ©1
Bosonen: |ng,n;) Zustand mit ng Teilchen im Zustand g und n; Teilchen im Zustand ;.
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é0|no,n1> = n0|no — 1,n1> (no Z 1) (2.15)
ab|no, n1) = Vno + 1|no + 1,n1) (2.16)
é1|n0,n1> = \/n1|n0,n1 — 1> (’I’Ll Z 1) (217)
al|ng,m1) = Vi1 + 1|ng,n1 + 1) (2.18)
(2.19)
Aufserdem
80[0, n1) = |0y) 2.20)
al\no,O) = ‘OU> 2.21)
Kommutatorregeln:
[ao,ag} — 1, [al,aﬂ —1, [f0,41] =0, [ag,aﬂ -0, [ao,aﬂ — 0, [ag,a}] —0 (2.22)
Mit NO = égég, Nl = éJ{él erhalten wir:
No|no, n1) = nolno, n1) 2.23)
N1|TLO,TL1> = n1|n0,n1> 224)
Gesamtteilchenzahloperator N = No + Nl = égéo + é{él
N|ng, n1) = (ng + n1) |no, n1) (2.25)
——
N
Gesamtzustand:
()" )"
[ng,n1) = 0, 0) (2.26)
Tll! 77,0!
Fermionen: 4 Zusténde |ng,n1): [0,0), [1,0), |0,1), |1,1)
a110,0) =10,1), a;|1,0) =11,1), aj|0,1) =4a;|1,1) = |0y) (2.27)
41[0,0) = 41]1,0) = |0,), a1]0,1) =0,0), &4]1,1) =|1,0) (2.28)
85]0,0) = |1,0), &}[1,0) =10,), aber: &5|0,1) = —|1,1), af|1,1) =]0,) (2.29)
a0l0,0) =10,), 4&9/1,0) =10,0), 4&0l0,1) =0,), aber: &y|1,1) = —|0,1) (2.30)
Bemerkung: ém(), 1) =—]1,1) = (0,1|a0 = —(1,1| — (0,1 40| 1,1) = —1
Die Vorzeichen sichern die Antisymmetrie des Zustandes |1,1):
R st 51
11,1) 25 11,0) =% 10,1) —% —|1,1) (2.31)
{a AT}:{A AT}:i 2.32
0, & ai, ap (2.32)
R SRS Y IPC B S B
{80, 80} = {a1, a1} = 4,4 ap,ay =0 (2.33)
(80,41} = {ag,a{ - {ao,a}} - ag,al} —0 (2.34)
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MM A -
|ng,m1) = (al) (ao) |0,0) Reihenfolge beachten! (2.35)
NQ = aoéo, Nl = é{él
No|no, n1) = nglno, n1), Ni|ng,n1) = n1|ng, n1), (2.36)
N = N() + Nl = égéo + ﬁ:{él (2.37)
N|ng,n1) = (ng + n1)|no + n1) (2.38)

Verallgemeinerung |ng,nq,no,...)
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren éj, a;:

Bosonen:
[a- af} =01, [ana,]=0 [af af| =0 (2.39)
(3 i (] 1y L) b 7 J ‘
()" ()" ()"
|nog,mi,na,...) = ... |0), |0) =0,0,...), Vakuum (2.40)
19! 7! o)
Fermionen:
{aaj} =01, {445} =0, {aTa;r} =0 (2.41)
|n0, niy,ng,.. ) =... (ég)nQ (él)nl (éo)no ‘0> (2.42)

Die Kommutatorrelationen sichern die Symmetrie der Bosonenzustinde, die Antikommutator-
relationen sichern die Antisymmetrie der Fermionenzustinde:

é;“; = :l:A;éZT, (+ fiir Bosonen, - fiir Fermionen) (2.43)

2
Pauli-Prinzip: (éT) =0 (Fermionen!)

)

In beiden Féillen:

Ni=ala;, Nil...,ng...)=mni..,ni,...) 2.44)
N: é;[éo, N]no,nl, > —N]no,nl,n >, N:ng+n1+... (2 45)
i
[Nl,Nj} =0 (2.46)
Bemerkung:

e Die Zusténde |ng, nq, . ..) mit fixiertem N spannen den Hilbertraum Hy des N-Teilchensystems
auf: [VONS: (ng,n),...|no,ni,...) =,

no,no(sn’l,ru . ]

e  Besetzungszahldarstellung®: ¢(ng,n1,...) = (ng,ni, ... 1)

e Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren wirken im Hilbertraum (,Fockraum®)

H=Ho®HI1OH2D - - DHND -+ = Z ®Hy (direkte Summe) (2.47)
N=0
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e Zustdnde mit unterschiedlichem N sind orthogonal zueinander
e 7y Eigenraum zu N
e H eindimensional (aufgrund von Vektor |0))

Einfiihrung der y-Operatoren
= wi(©)a

pr(e) = Z gpj(g)aj Feldoperatoren ¢ als Parameter (2.48)

Bemerkung

e formale Analogie zur Entwicklung einer beliebigen Wellenfunktion (&) nach dem VONS
{i(€)}:

= Zami(ﬁ) — wZweite Quantisierung* (2.49)

Was bewirkt (£)?
D.h.: Die Uberlagerung von Zustéinden mit einem Teilchen (in Ein-Teilchen-Zustinden @q, ©1, 2, . .. ).

Also: (&) erzeugt ein Teilchen im Zustand cpg(fl)ltpo) + (p} (&1)|e1) +
Dies ist gerade die Entwicklung des Zustands |€;) (gemeinsamer EV von X und S, zu EW
fl,hml):

&1) = Z i) (wilé1) = Z l0i) (Eales)T = Z@I(fi)\%% ©i(§) = (Elei) (2.51)

Also: Teilchen mit Spinkomponente im; am (scharfem) Ort 2.
Bemerkung:

é‘fl Z P fl ‘Pz - 5(5 - §1) = 5(5 - f1)5mm1 (2'52)
Vollstandlgkeltsrelatlon des Funktionensystems {p;(£)}
Kurzsprechweise: &T(fl) erzeugt ein Teilchen am Ort Zp mit Spinkomponente fim;.

° %T(f) und 1[1(5) sind die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beziiglich der Basis
{16)}

(anstelle von {|p;)}; Gleichung 2.48 sind die Transformationsformeln) - (uneigentliche
EVY)

Vertauschungsrelation: (folgen aus den Vertauschungsrelationen fiir 4; und éj) — UA 8

DEY(E) £p(ENh(€) =0  + fiir Fermionen (2.53)
SHOPNE) £ 4T (€)PT(€) =0 — fiir Bosonen (2.54)
(DT £ (E)h(e) =8¢ - €)1 (2.55)
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Bezeichnen den Zustand 7 (£1)|0) mit |&;).

Verallgemeinerung:

€1 Earn &) = jﬂ*(sm D E)d (E0)]0) (2.56)

e ist n-Teilchen-Zustand mit einem Teilchen bei & (d.h. Z1, himy), einem bei &, usw.

e hat die richtigen Symmetrieeigenschaften! z.b.

‘52)617537~--7§n> :i‘§17§27€37"‘7€n> (257)
2

mit + fiir Bosonen, - fiir Fermionen wegen

D&Y (&) = £)1(£)01(&) (2.59)
PHE)E1, &or o &) =V F 1[€1, 6o, .., 60, E) (2.60)

e Hinzufiigen eines Teilchens mit Hilfe eines Erzeugungsoperators ergibt automatisch einen
richtigen (anti-)symmetrisierten Zustand!

Was ergibt 1&(5”517527 o En)?

Mit + fiir Bosonen und - fiir Fermionen

DOIEr- . 60) = Z= B (€0) D (EI0 (261)
— = [ = 6 T £ 0 (€HO] B (60 -+ 1 (E010) (2.62)
mit (€)[0) = [0,) (263

= (% - [0(€ = &)|€1, -+, Enm1) £ 0(€ — En1)[€n, .o, Enmay n) +

(2.64)
()" 106 = &1)I€2, -+, 6n)]

Also: §(€)[¢r,... &) = [0y) filr §# &5 i=1,2,....n
sonst: zB. £ =&, Y(&)|&1, - &n) x |€1,...,&n—1) (Entfernung des Teilchens bei &,)

Wie sind die Zustidnde |1, ...,&,) normiert?
- - - 1
(€1, -5 &nl = (O] (&1)P(E2) - ~¢(£n)ﬁ (2.65)
Onn (P)1 / /
€ Gl &) = T D E PP A )08 — &) (266)
© Perm.
+ fiir Bosonen, — fiir Fermionen
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Beispiel:
(Eiehler) = (0] H(EDH(E) §F (€)1 (€1)0),  Fermionen (267)
= SO1H(E) [5(6 - @)1 - P(@)de)] #e) o) (268)
= 2 [0(E] — £)3(6 — &) — 3(&h — £)3(¢&} — &) (2.69)
Entwicklung eines n-Teilchen-Zustandes nach der Basis {|¢1,...,6,)}
) = / gy ... dgalér, - ) (Er o Enlt), / = > / &’ (2.70)
in—/dgl... déalér, ..., &) (€. &,  Einheitsoperator in H) 7 (2.71)

Wellenfunktion: (&1, ...,&,) = (&1, ... &nlt))
Normierung:

W0 = [ 1. dgadsh o A Gl E0(E 6V (€ ) (2T
= [dg a6 )P L (2.73)

Also: ) ist auf 1 normiert, wenn die Wellenfunktion ¥ (&1, ...,&,) auf 1 normiert ist. (Deshalb

der Faktor \/% in der Definition von [£1,...,&,)!)

Einheitsoperator im Hilbertraum H = >">° ®H,,:

1= i 1, = [0)(0| + i 1, (2.74)
n=0 n=1

2.2 Observablen im Formalismus der zweiten Quantisierung

Sei B = b(1)4+b(2)+---+b(N) = 3, b(i) (N beliebig!, einfachste Struktur eines symmetrischen
Operators fiir ein N-Teilchen-System)

Dann ist B = | deyt (€)be(€) der Ausdruck des Operators B im Formalismus der zweiten
Quantisierung. Der ein-Teilchen-Operator b ist hierbei in Orts-Spin-Darstellung (wirkend auf
Teilchenkoordinate & [nicht nur &|) zu verstehen.

Bemerkung: formale Analogie zum Ein-Teilchen-Erwartungswert

(b) = / agy* ()b (€) (2.75)
Z*—:iﬂ* } - (b) » B (2.76)

Mitschrift Quantenmechanik 2 28



KAPITEL 2. ZWEITE QUANTISIERUNG

Beweis: Wir berechnen (11|B|is) fiir zwei beliebige n-Teilchen-Zustinde.

Orts-Spin-Darstellung (11, 12 vollstdndig symmetrisch):

(1 [Blipa) = / dgy -+ A& (6, 6n) [ZB(i)] (. )

=n/ A6y - dEutbi(Ens o En)b () (Ers . En)

Andererseits:

(1 [Blihn) = / A& @ldt©) Laablos D))

~—
(n — 1)-Teilchen-Zustand (n — 1)-Teilchen-Zustand
Lo 19(6) = / A€ dén €1, 1) (€1 s e [(E)
Vn(€i,enbn—1,€]
Wf)in_l=/dsa--f;_lw(gﬂsg,...,s;_1><sa,...,s;_n
V€L €l 1 5E)

S (uBli) = n/ AEdes - dbuy A€} AE, (e, €0 1. E)
<§ia ... 76’:171“5’517 cee >§n—1><£17 ce. 7§n—1,§|¢2>

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)

Mit der Normierungsgleichung (Gleichung 2.66) fiir (¢/,...,&. 1|€1,...,&u_1) [Man beachte: b

wirkt auf rechts stehende Funktion £] folgt:

WalBlo) =n [ dgder - d6uawi (e o Obtal o i€ (289)
Mit der Umbenennung & — &, folgt die Behauptung. w.z.b.w.
Beispiel 1: Operator der Teilchenzahldichte
o(T) = Z §(F—%;)  eigentlich: 6(Z1 — X;) (2.85)
5 @) = [ 4l €@ - D) (256
_ Z / BEGT (&, hm)o(Fo — F)D(, hm) (2.87)
- _Z O (&0, hm)b(Zo, hm) (2.88)
also:
oE) = 3 O (2:89)
Bemerkung:
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1. formale Analogie m Y.; _ 4*(§)y(§) [Wahrscheinlichkeitsdichte, das Teilchen (mit be-

liebiger Spinkomponente) anzutreffen|

2. Pt (& )1[1({ ) ist Operator der Teilchenzahldichte fiir Teilchen mit fixierter Spinkomponente.

3.

(ng,n1,na, .. |bT(E)D(E)ng,n1,ng, . ..) = Zni]%(ﬁ)]Q siehe UA 10
=0

Daraus folgt der Operator der Gesamtteilchenzahl:

N:/d?’:z@(:z): 3 /di”ﬁﬂ(&)fﬁ(&)
S N- / dgg (£)0(€)
Test:

GRS G GE PG

5 8= [ e =Y aa [ ds©e©
4,J

i\j -
dij
N = Z é}éi v, vgl Kapitel 2.1
Beispiel 2: Operator der kinetischen Energie
t-y B i Lo (i) e ve2 2l
—~ 2m 2m i oz’ Oy’ 0z
S T [agitoaie
2m
alternativ iiber partielle Integration:
- 2 [ aevitevie
2m

e Sei B=3",b(i). Dann ist
B [ dagdl (©bi(e

S R2)
e Sei B® = zi,j(i>j (
Orts-Spin-Darstellung: b (i, j) wirkt auf &;, &l

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

)5(2)(2',]') [ D@ (4, ) = b®)(4,4); bezieht sich auch ein Teilchenpaar; in

Dann ist B = 1 [ d¢ [ de/spt(€)dt(€)DPh(¢)db(¢) P in Orts-Spin-Darstellung (wir-

kend auf £ und ¢’)!
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Lachse Vorstellung der Wirkungsweise von B:

Der Operator 1/3(5) entnimmt dem System ein Teilchen, worauthin der b-Operator auf genau
dieses Teilchen wirkt. Anschliefend wird das Teilchen dem System durch den Operator ¥ dem

System wieder hinzugefiigt. Analog fiir den B-Operator.

Beispiel: Operator der potentiellen Energie

Sei:
V= > V& -%)2 in Ortsdarstellung: V (|7;.7;]) (2.100)
1,751>]
(Teilchen mit paarweiser Wechselwirkung, kein dufseres Potential)
1 o I
V= [ d6agdl @iV (- # i) (2101)
Bemerkung: V(|Z — 7’|) kann auch vorgezogen werden:
.1 B . . .
V=3 [ aeaeviz- 2piOdE)he)e (2.102)
Daraus folgt der Hamilton-Operator:
P . . 1 . . i
=g [ 4evil©)- Vi + 5 [ acagdl i€V (z-ZDiE©dO @109
2.3 Zeitliche Entwicklung
Heisenberg-Bild:
dA o
— =[AH 2.104
ih— = [AH] (2.104)
fiir Operatoren A, die nicht explizit zeitabhéingig sind! )
Diese kann man nun anwenden auf (§) = ¢(Z, S) |eigentlich: ¢ (&, t)]
Bemerkung:
e lagsen vorldufig Argument weg
e Verwenden fiir Zeitableitung das Symbol % =0y
= ihdb(8) = [0(9), ] (2.105)
Verwenden H von vorhin (H = T + V) ergibt:
. . K2 N . . A
90, T =~ [ g [HOBF €A - F1E)AY(ENE) (2.106)
S A h? R P NN ] o 0? 0? 92
mit T = _2m/ dg' T (€N AY(E) und A = 572 + By + 572 (2.107)
Mitschrift Quantenmechanik 2 31



KAPITEL 2. ZWEITE QUANTISIERUNG

Nun gilt (mit + fiir Bosonen und — fiir Fermionen):
YEWE) =+D(OPE) = ABE)D(E) = FP(EAD(E) (2.108)

2 2
(€. 11 = 1 [ agb(e)it(€)aE) = I ENHOADEN = — o Ad(e) (2109

2m
PEODPIE) FONENP(E) =66 —€NT  (2.110)

[(E), V] = = / ae’ de"V (| — Z)[D () €V (€YD (EDE) — D€V (€ (E"b(E)E)]
(2.111)

Umformung des Ausdrucks in den eckigen Klammern:
Fiir den ersten Klammerterm ergibt sich bei zweimaligem Vertauschen mit ¢(§) und Anwenden
des Kommutators hier

DHENVDT(E)D(ED(E)D(€) = DT (E)T (€)1 ()p(€)(€) (2.112)
= F6(& — ENPTEND(E)p(E) £t (f>¢<£>@*(5")¢(5”)¢E5'> |
2.113

Fiir den zweiten Klammerterm ergibt sich durch Anwenden der Vertauschungsrelation hier

DEVNENVPT(ED(ED(E) = 6(6 = ENPHEND(E () £ W(5’)@5(5)1/3T(5”)@(5")@@(?) )
2.114

Dies konnen wir nun in [¢)(¢), V] einsetzen, wobei sich zwei Terme gegenseitig aufheben.
§ = ENPIEND(END(E) % 8(¢ — €T (ENd(E") ) (2.115)
§ = ENPHEND(ENDE) +8(¢ = €N (END(E") (2.116)

Die Summanden ergeben sich durch Vertauschung von £ <« £”. Durch Umbenennen der Inte-
grationsvariablen im ersten Term kénnen wir nun folgt:

S .V = / eV (17 — 7)€V E ) E) (2.117)

=[] =6
=4

2 n ~ ~
> a0 Fadcos [ [agiiewiz-anie)|den (s

Bemerkung:

1. formale Analogie zur (1-Teilchen)-Schrédingergleichung!
Aber: ¥(,t) ist Operator! [Heisenberg-Bild!]

2. eckige Klammern: Operator der potentiellen Energie eines Teilchens am Ort & ( mit Spin-
komponente S,) auggrund der Wechselwirkung mit den anderen Teilchen

3. Fiir zusitzliches dufleres Potential
V= > v(x/ X — %) >+ZVa(5§~) (2.119)
1,J31>7 %

kommt zur eckigen Klammer noch der Termin V,(Z) additiv dazu. Insbesondere ergibt sich
fiir wechselwirkungsfreie Teilchen im dufseren Potential lediglich der Anteil V;(Z), wodurch
eine noch stirkere Ahnlichkeit zur Schrodingergleichung ersichtlich wird.
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4. Zweite Quantisierung”
Man startet mit einer klassischen Wellengleichung, hier:

ihopp(Z,t) = —himp(f, t) + U Bzv(|z - @ )| v(Et)  fallss=0

2m
(2.120)

Wir interpretieren |t(%,t)|? als Massendichte und die eckige Klammer als Selbstwechsel-
wirkungssystem.

Denn: ¢ — 1[1 beschreibt den Ubergang von der klassischen Feldfunktion — Feldoperator;
auch ,Feldquantisierung®

e Dies ist ein zweiter Weg zur (selben) Quantenmechanik

e Funktioniert auch als Rezept zur Quantisierung anderer klassischer Feldtheorien!
(QFT z.B. in der QED)
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3 Wechselwirkung von Strahlung mit
Materie

3.1 Quantisierung des isolierten Strahlungsfeldes

3.1.1 klassisches elektromagnetisches Feld im Vakuum

wird beschrieben durch die Maxwellgleichungen:

rot E=—B divB=0 (3.1)
rot =D divD =0 3.2
ﬁ = EoE, é = /J[)ﬁ (3 3)

— —

B=rotA, E=—A, mit: divA =0 (Coulomb-Eichung, Strahlungsfeld-Eichung) (3.4)

[allg.: B = rot A, E = —grad® — A, Eichung mit Hilfe von A’ = A + grady, & = & — x
Damit ist fiir p = 0, j = 0 erreichbar: divA = 0 und ¢ = 0]
0? 0? 0? 1 0?

H —_— —_— S —
<8:L'2 * 0y? Tor T 2o
e betrachten einen (beliebig groken) Wiirfel (Kantenlinge L, d.h. V = L3), periodische
Randbedingungen
— allgemeine Losung innerhalb des Wiirfels:

S 1
>A:0, &= (3.5)
Ho€o

. hoo\M? .
A= Zﬂ: <2V€0wu) €u {au exp [z(kuf — wut)} + c.c.} ,  wy komplex (dimensionslos)
(3.6)

— Uberlagerung ebener monochromatischer Wellen
mit: Wellenzahlvektor k,, Kreisfrequenz w,, Polarisationseinheitsvektor €},

— Dispersionsrelation: w, = c|k,|

— Transversalitdtsrelation: k€, =0

—

Bemerkung: A(%,0); A(Z,0) « {a,} (Fourierentwicklung)
Transversalititsbedingung folgt aus divA = 0 (ebenso: aus divE = 0)
E und B transversal fiir ebene monochromatische Wellen.

e Zu jedem Wellenzahlvektor EM gibt es zwei Moden (p1 und po) mit Vektoren €, und €,,,
die senkrecht zueinander stehen (Em = EM).

Modenindex p charakterisiert Wellenzahlvektor EM und Polarisationszustand €,
uw=123...
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- 2
ky = %(Zm,ly,lz), (I, 1y, I, beliebige ganze Zahlen)

Gesamtenergie:
1/ = S o
E:/ 7<E-D+H-B)d3f
Wiirfel 2

N 2
oo [ (%4Y) L L [ 82 (ot A)
— F = 2/da: 8t> + dx(rotA)

= E =) hwya,|?
I

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

Bemerkung: Vorteil der Modenzerlegung: Felder werden durch abzdhlbare Menge von Zahlen-
werten (a,) charakterisiert (im Gegensatz zur nicht abziahlbaren Menge der 5(%), E(Z)—Werte.)

jetzt: Quantisierung

a,(t) = a,e i wnt (3.11)
a,(t) = —iwya,e @t (3.12)
(3.13)
klassischer harmonischer Oszillator: H = % (P2 + wQQQ) , P= pm, Q=+ymx
w P * hw * *
= %(Q+lw) — H = hwa*a 7(aa +a*a) (3.14)
OH OH
Q_87P_P’ P _—%_— 2@7 a = —iwa (3'15)
Quantisierung;:
a,(t) = a,(t) bzw. a, — 8y (3.16)
a,,(t) : Operatoren im Heisenberg-Bild, a,,(0) = a,: Operator im Schrédingerbild.
Hamilton-Operator: H = o I:I#
IA{/L . ,Ubersetzung® des klassischen Ausdrucks:  hwy|a,|? = MT“ (a”a; + a;au)
A fw, T, . R .
i, = S [au0aL0) + akHau)| (3.17)
Bemerkung: &), (0)a,(t) = ala,,  a,(t)a)(t) = 4,4},
Vertauschungsrelationen:
a,(t), 4, (1) =0 (3.18)
al, (), 41, (t)} =0 (3.19)
[élt(t)v éL/ (t)} = 5/1#’1 (3.20)
(3.21)
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(folgen durch ,,Ubersetzung® der klassischen Poisson-Kammer-Relationen! Poisson-Klammer —
- Kommutator)

also: Bosonen - Erzeugungs-/Vernichtungsoperatoren

— andere Form von ﬂ# : I:I# = hw,, (é}:é# + %i)

Test:
m%éu(t) (8,0, 11] = [a,(0), 1] = oy (8,031, (0) — 8], DALMAL(D)  (3.22)
= hwpau(t) (3.23)
- %éu(t) = Wit (3.24)

3.1.2 Operator des Vektorpotentials:

X h 1/2 ik, 7
A(Z,t) = Z <2V50wu> €y {é“(t) expiFnd —i—H.A.} , Operator im Heisenberg-Bild! (3.25)

also: A(Z,t) — A(Z,t) durch Ersetzung a,(t) — a,(t) (vgl. Kap. 2!)

O A7) = 0 (3.26)

— Operatoren der elektrischen Feldstirke und der magnetischen Induktion:

Sy ORI N~ (o NP
E(Z,t) = — = IZL <2V60> € {1amu(t)e nt 4 H.A.} (3.27)

S s 1 hwo N2 [ Ey o\ (.. i
B(Z,t) = rot A(Z,t) = - Z <2V~:0> (WTM X e“> {1aﬂ(t)e Fud 4 H.A.} (3.28)
I

Bemerkung: Die Maxwell-Gleichungen gelten unverdndert fiir die Feldoperatoren (im Heisenberg-
Bild).

gemeinsame EV der Operatoren:

om n
(@) @)@

N, =ala,: [n1,mo, ..o Ny o) = u
K s a \/n“! \/TLQ! TLl!
Nulng, .o osnp, ..y =nglng,..o,np, .. ) (3.30)
e Diese Zustinde sind gleichzeitig EV von ﬂu : ICIu|n1, sy = Eyng, oo ng, )

I:IM = hw,, (NM + %i) (und damit von ﬂ!), mit F, = hw, (nu + %)
E,: Beitrag der pu-ten Mode zur Gesamtenergie

Sprechweise: n,, ist die Zahl der Photonen (,Quanten”) in der p-ten Mode (Energie jedes Photons:
Twwy,).
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e So kommt der Teilchenaspekt ins Spiel!

Bemerkung: Anteil der p-ten Mode am Gesamtimpuls des Strahlungsfeldes: p,, = hlgu (nﬂ + %)
(Impuls jedes Photons: L@)

Bslnts sy ) = Palna, ooy ) (3.31)
Insgesamt:
> k=0 (3.32)
m
S Pe=Y D= nuhk, (3.33)
1 1
Nu|n1, My - ) =N N, Ny, ) (3.34)
. - 1. 1
H#:m“(NM+§1)—>Huln1, My ) = Eylng, om0 E, = hw, <nu—|—2)
(3.35)
H=> H,: E=)_ E, divergiert (3.36)
1 1
deshalb:
.\ A 1 A
i, = M, — 5w, = hwdla, — E = nyhw, (Ohne Nullpunktsenergie!)
—_———
Ohne Einfluss auf die Bewegungsgleichung !
(3.37)
e beliebig viele Photonen in jeder Mode (Bosonen!)
. éL, a,: Photonen-Erzeugungs-/Vernichtungsoperatoren
e |0) =10,0,...) ,Photonen-Vakuum®
Vakuum-Fluktuationen:
zwar gilt:
0|E(, t)‘ 0) =0 (3.38)
aber:
(0|E(@,t) E(«, t)‘ 0)£0, divergiert fiir 7 = &' (3.39)
e Die Zusténde |n1,ng,...) bilden eine Basis im Hilbertraum des Strahlungsfeldes.
Bemerkung:
(ny,...|E(Z, t)‘ ni,...) =0 ausgesprochen nichtklassische Zustiinde (3.40)

spezielle Linearkombination: Glauber-Zustinde (Roy Glauber, Nobelpreis 2005)
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3.2 Wechselwirkung des quantisierten Strahlungsfeldes mit
Ladungstragern

I:I:I:IA+I:I5+I:IW (3.41)

e H,: Hamiltonoperator des freien atomaren Systems
e Hg: Hamiltonoperator des freien Strahlungsfeldes (vgl. Kap.3.1)

o Hyy: Wechselwirkungsoperator

Betrachten zunéchst ein atomares System mit einem Elektron (Ladung ¢ = —e)
Hg = Z hw“é/té# (ohne Nullpunktsenergie) (3.42)
o
Bestimmung des Wechselwirkungsoperators: Strahlungsfeld-Eichung: (div/f =0, =0)
fae D vE): fash L5 gd@) s v 3.43
A= VE My = [F-dd®)] VR (3.43)

(folgt aus QM I, wenn man A Aund 7 — = ersetzt.)

2 q ¥ 47 ¥2,5
— Hy = —EA(X)p—I— %AQ(X) (3.44)
——
H; Ho

[N 1/2 R
mit A(X) =3, ( i ) €y {éue‘k“" + H.A.} (Schrodingerbild)

2Veowy

=

Bemerkung: pﬁ; = Kfi wegen Eugu =0

>0
ol

e oft kann man Hs vernachlissigen: H, =~ H; = —

3le

Hamilton-Operator des ,freien System®: Hp = Hy + Hg

Eigenwertproblem fiir Hy:

Hp|E) = E|E), mit: E=E4+ Eg (3.45)
|E) = |E4)|Es) (Tensorprodukt) (3.46)
[(LalEA) = EalEa), s|Es) = Es|Es)] (3.47)

e spiter (Kap. 4.6): werden Matrixelemente bendtigt (E’

ﬂl‘ E) benbtigt, mit [E4 — F',| =
hw (atomare Ubergangsfrequenz)

o |E)=I|Ea)ni,....,npu,...)

o |[E') =|Eg)|ni,...,ny+t1,...)
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e Dies entspricht der Emission/Absorption eines Photons durch das atomare System

e w, ~ w (,Resonanzbedingung®)

A 1/2
| E) = %: {(—i) (2‘/;%> G (B |y

+ (Es

(E'

Bs) (B | 5| Ba)  (3.48)

e_lku’x . 5

Es)(E)

t
a
!

EA>} } (3.49)

<Ef9 ’au’

1 |at
Eg) und (Eyg ‘au,

Eg) ergeben etwas von Null verschiedenes nur fir p' = pu:

Ea>EYy: (EslamulEg) =0, (Ej

émuT‘ Es) = /n, + 1 (3.50)

Ba<Ey: (Eylamul Es) = i, (Es ‘amuT‘ Eg) =0 (3.51)
Dipolniherung:

RUESS 1, fiir Berechnung der Matrixelemente (3.52)

R = ] ik, X+ (3.53)

Voraussetzung: |EM|L0 <1
Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons nur in einem kleines Raumbereich [um den Koordi-
natenursprung| — Durchmesser Ly — wesentlich von Null verschieden:

o erfiillt fiir WW eines Elektrons in einem Atom mit IR-UV-Strahlung

Umformung:
. H 5 . .
[f, HA} A B s m [i HA} (3.54)
op m ih
e _ Mmoo | an oS - m / VA N
(B, ‘p Ea) = T (E) ‘XHA . HAX‘ Ba) = 2 (Ba— B4) (B4 3] Ba) (3.55)
Operator des Dipolmoments: d = ¢ (3.56)
N fs) Ea) =+ w(E &) Ea), =£firE,azE,  (3.57)
iq
Einsetzen in Gleichung 3.49:
S (E I ‘E>—i<E’ il e (ié —iaf) E) (3.58)
! Cwy 2Veo BT K '

[zunéchst entsteht +(&,, + éL); bei + ,wirkt” nur éL, bei — nur a,
— (A, +8) — —(8, —a)!]

Mit w ~ w, folgt: (£’

ﬂl‘ E) ~ (E'

~dE,| )

Eine Summation iiber alle Moden y’ verindert das Ergebnis nicht!
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A A
> =

— ,Wechselwirkungsoperator in Dipolndherung®: ﬂ?,li, = —dE, (ﬂW ~ ﬂl) (vgl. Elektrodyna-
mik: Dipol im duferen Feld)

Verallgemeinerung auf atomares System mit mehreren Ladungstrigern: schreiben
wieder:

H=H,4 + Hg + Hy, (3.59)

N\ & . . N 2 A
Hy =H; +Hy, H; = § (_qz ) A(x)p; Ho = E 72%1.A2(§i) (3.60)
. . 1
A T

Dipolnsherung: HY, = —dE, mit d = o G%

E: Operator der elektrischen Feldstdrke (raumlich konstant im Aufenthaltsbereich aller Ladungs-
trager)
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4 Naherungsmethoden und Anwendungen

4.1 WKB-Methode

4.1.1 Einfihrung
e benannt nach Wentzel, Kramers, Brillouin (1926)
[geht auf Lord Rayleigh zuriick]

e ist ein Naherungsverfahren zur Lésung der Schrédingergleichung, anwendbar falls die de-
Broglie-Wellenldnge klein gegen charakteristische Langen des Problems ist.

e Gestattet ein besseres Verstindnis des klassischen Grenzfalls der QM
[auch ,quasiklassische Niherung” genannt; vergleiche Ubergang Wellenoptik — geometri-
sche Optik|

Schema Betrachten die eindimensionale zeitfreie Schrodingergleichung: Hy = By

hQ
Suchen ¢ = e%", (0 komplex)
R I
P = ha en?, (4.2)
w// — i //+ io_/ 2 e%a (4 3)
h h
also:
mTi o'?
1 2 in " _
= 5,0 50 = E—-V(x) (4.5)

Ansatz: 0 = 0¢ + ?01 + (?)2 o2 + ... (Potenzreihe in %)
Einsetzen in Gleichung 4.5, Koeffizientenvergleich der h-Potenzen:

Absolutglied (h°): ﬁo’g =E—-V(z) > 09==%[" da/\/2m[E — V()]
V2m[E - V(z)] = p(z) (4.6)

klassischer Impuls des Teilchens als Funktion des Ortes: % +V=F
genauer: p: Betrag des Impulses (p, = £p).
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KAPITEL 4. NAHERUNGSMETHODEN UND ANWENDUNGEN

Also: 09 = £ [* da'p(2)
Wann ist og eine brauchbare Ndherungslosung fiir Gleichung 4.57

o d [ h
h|— 1, dh |— (= 1 4.
ol < [ (@)= )
o~ oy — o' ~ +p(x) (4.8)
Also Bedingung:

dx A h h
—| K1 mit X = —; A = — = — de-Broglie-WL (4.9)
dx 27 mv  p

Also: Die de-Broglie-Wellenldnge darf sich auf Strecken von der Gréfsenordnung der Wellenlénge
selbst nur wenig dndern.

Grobe Abschitzung:

dXx A
w 7T L: ,charakteristische Léange* also: X< L (4.10)
x
Umformung:
o’ P , mV’ , mh|F|

Problem: WKB-Néherung versagt an Stellen, wo p = 0 ist (A — oo!), d.h. an den klassischen
Umkehrpunkten: V(z) = E.

Jetzt: gehen zum kleineren Glied (A!) fiir eine erste Niherung

in Gleichung 4.5 eingesetzt:

1 o p
060’1—1—506':0 — ai:—ﬂ ~9 — 01_—§lnp (4.12)
Mit
i i h i 1 r
P =en? = en(70HT0) = 71 R0 = 30 und o0 = :I:/ p(z')dz’ (4.13)
VP

bedeutet dies fiir v in erster Niherung:

) = 3% exp [; /I p(z') dw’} + % exp [—; /x p(a) dx’] E>V(x) (4.14)

SWEKB-Niherung*

Bemerkung: untere Integrationsgrenzen konnen beliebig gewahlt werden. (Freiheit steckt in Cy
und Cy; ebenso Integrationskonstante fiir o)

In Bereichen mit £ < V(x) wird p(x) rein imaginér (klassisch nicht erlaubte Bereiche!). Methode
auch dort anwendbar! (X < L — % < L)

=" oo [—;/x ]p(x/)|dx/] + Célexp [2/m |p(g;’)\dx/] E<V(z) (415

Vpl Vipl
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Bemerkung: Fiir () # 0 kann (muss!) man den ersten Term (mit C]) vernachléssigen.
(Sei x > zg, x — 9 > %) — in der Regel tritt in Bereichen mit F < V() nur einer der beiden
Terme auf!

Betrachten jetzt folgende Simulation: Sei z = a ein Umkehrpunkt [V (a) = E| und fiir alle

V(X)

V(X)

x > a gelte E < V(z), d.h. der Bereich = > a ist klassisch nicht erlaubt.

1. Geniigend weit entfernt vom Umkehrpunkt gilt normiert ndherungsweise

= 2jmexp (—; / ip(2)] dx’) r>a (4.16)

(fir  — oo darf die Losung nicht unendlich werden; deshalb kommt nur der Term mit C]

in Frage, setzen Cf = &)

2. links vom Umkehrpunkt (z < a):

) = 3% exp (;L /: p(z) dx') + 3% exp (;L /: p(a) dx’) (4.17)

Anschlussbedingung: Problem: in der Umgebung von x = a gelten beide Gleichungen nicht!
Deshalb: direkte Losung der Schrodingergleichung fiir kleine |z — af:

V(z) =V(a)+ 4

= -+ (4.18)

r=a

Voraussetzung: [z —a| < L - E—V(z) = Fy-(x —a), 0 < V'(a) < o0, V(a) = FE,
—V’(a) =Fy <=0

also: Anné&herung des Potentials durch Tangente an der Stelle z. Es ist L die charakteristische
Linge fiir Anderung von V(z) also zu losen:

h2
—Qmw" + Fy(x—a)p =0 (4.19)
(exakt losbar!)

Die WKB-Ausdriicke Gleichung 4.16 und Gleichung 4.17 sind verwendbar fiir (™4 < 1)
P

mh|Fy|

_ql3/2
omEo(e — )2 <1,dh |z—af?>

(4.20)

h
\/m\F0|
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An den ,,Uberlappungsstellen® muss also gelten:

h 3/2 3/2 h 3/2
—— <L |z—a < L also Vor.: < L 4.21
T <l ( T <L 421
Ergebnis:

Cl = %6%, CQ = %6_% (4.22)

Fiir x < a folgt also:

1 x

b = 5}3 cos (h / p(z') da’ + D (4.23)

T

p(x’) da’ ¢

Formulierung so, dass sie unabhingig davon ist, auf welcher Seite vom Umkehrpunkt der klassisch
} = cos{

verbotene Bereich liegt:
1 1] [*
exp{— | panas
2,/ Pl a

V(z)>E V(z)<E

(von Kramers 1926)

—%} U1 (4.24)

Alternative Herleitung (Zwaan 1929)

)

e ohne Benutzung der exakten Losung der Schrédingergleichung fiir konstantes Kraftfeld

Betrachten ¢ (x) als Funktion der komplexen Variablen x.
Umgehung der kritischen Stelle z = a: Halbkreis: © — a = pel?, (0 < ¢ < 7)

Bereich I:
vie) = im P {‘;L / [p(a”)] dx’} ., E-V(2) = Fy(z —a),|p| = V2m[F|(x — a)
(4.25)
C 1
~ 202m|Ry)) Az — )/ exp{ / V2mlFol(a! — a)[da’ } (4.26)

Forsetzung auf Halbkreis ¢ =const:  dz’ = el do/

x 0 . N1/2 w [0
/ V' —ads’ = / <p’ew> el do’ = = (Q/)l/2 do’ = 293/2 (cos 3¢ + isin 390)
a 0

0 2 2
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— nach Umgehung (¢ = 7, d.h. x = a — p) folgt mit p = \/2m|Fp|(a — x):

1 [ s 2 s T
—h/ \/2m|F0](as’—a)d:1:/:% 2mF0|392/3:—;L/ p(z')dz’ Bereich I,  (4.28)

Was wird mit dem Vorfaktor W?
Halbkreis:
(z —a)Y/* = o'/, dh. firp=7: (z —a)/* = Qlﬂle%r (4.29)
also: (gg_i)m = (a_i)me T
Das heift:
C 1 [* ’ ’ oberer Ce_% i [7 / /
— —= —— 4.
2\/Wexp{ h/a ‘p(ZL‘ )|d$ } Halbkreis 2\/]3 exp{ h/a p(:E )dZL‘ ( 30)

5 Cy=—e &  (4.31)

Analog erhilt man durch Umgehung auf einem unteren Halbkreis den anderen Term mit
Clzge% (p=0—p=—m)

Erklirung fiir ,Verlust* jeweils eines Terms:
Verfolgt man den Ausdruck fiir Bereich 11, d.h.

v = %exp {; /jp(x’) dx’} + \(j% exp {_;1 /;p(x') dm/} (4.32)

entlang des oberen Halbkreises von links nach rechts, stellt man fest, dass der erste Term bereits
am Anfang des Weges rasch exponentiell klein gegeniiber dem zweiten wird!

Das heifst:
o Weg iiber oberen Halbkreis riickwérts ist mit beliebigem C} vertréglich
analog:
o Weg iiber unteren Halbkreis riickwérts ist mit beliebigem Cy vertriglich
— Vernachlissigung des jeweiligen Terms im Rahmen der WKB-N&herung!

— Man braucht beide Wege, um C7 und Cs zu bestimmen!

Erliuterung:
p(x) =\2m|F|(a—2), a—xz=—0e¥, ¢=mn—c¢ (4.33)
= pe i (4.34)
—Va—z =% 2 (4.35)

T o . 9
/ Va—a'da’ = /0 (g’)1/2e‘(”_%e) do = §Q3/2 (— cos %E +isin Ze) (4.36)

ﬂ'bertragungsvorschrift 1 (01):

z\ﬁ { y/ } \/%cos{;y/jp(x')dx’\—jl} (4.37)

V(z)>E V(z)<E
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4.1.2 Energieniveaus eines Potentialtopfs

C 1, [
r<a: Y= exp{—| p(:v')dm/|} (4.38)
2¢/1pl hJa
T ca<hio v=-C cos 1/3619(:5’)dx’—7T (4.39)
: 7 h 1 .
andererseits:
Cl 1 T
x>b: Y= exp {—|/ p(x) dm’|} (4.40)
2¢/Ip| heJo
.. / 1 b
Y a<z<b:0 @szﬁcos{'h/wp(x')dx’ —Z} (4.41)
Gleichheit beider Ausdriicke fiir ¢(a < = < b) gilt dann und nur dann, wenn:
10, T
7 p(:):)dx:§—|—n7r; n=0,1,2,... (4.42)
Beweis:
nennen %ffp(w) dz—Z=0; 1 [Pp(a)dd —F=u
Also Bedingung;:
Ccosu = C'cos(a — u) = €' cosacosu + C' sinasinu (4.43)
daraus folgt:
sina=0 & C=C"cosa,w.zb.w. (4.44)
~—~—
a=nm
Also:
I 1
7 V2m[E —V(z)|dx = (n+ 5)77 (4.45)
Daraus folgen die Energieniveaus: £ = E,
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Umformulierung:

b
1
/ p(z)dx = 3 f pg dz, Integral {iber volle Periode der klassischen Bewegung, p, = +p
a
(4.46)

1
— %px dz = (n+ i)h’ vgl. Phasenintegralquantisierung (Bohr/Sommerfeld!)
(4.47)

Bemerkung:

b b b
/ %dx = % = 271’/ %, — n: Zahl der Knoten (4.48)

e Voraussetzung fiir die WKB-Né&herung: n> 1, (A< b—a)

e Beibehaltung von n + % trotzdem gerechtfertigt, Korrekturterm < 1 (herriithrend von o)

4.1.3 Tunneleffekt

V()

C i [T im
r>b: —ex / x dx'Jr} 4.49
e {G [ paas ] (4.49)

(xe71") nach rechts fortschreitende Welle!
Umgebung von b: £ —V(z) = Fy(z —b), Fy >0
p=+/2mFy(x —b)

r—b=pe¥, 0<p<m
Umgehung der Stelle = b auf einem oberen Halbkreis in der komplexen xz-Ebene

— )= ¢ 1 exp{;/ \/mdw”rf} (4.50)
b

(2mEy)1/4 (z — b)1/4
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Nach der Umgehung:

C 1 I in
— ) = igin/d exp{h/x \/ZmFQ(b—x/)dx’+4} (4.51)

(2mEFy)t/4 (b — )

Bemerkung:
Umgehung auf unterem Halbkreis liefert nichts zusatzliches! (ist ungeeignet zur Herleitung von
Ubertragungsvorschrift2 (U2) )

Also:
Ubertragungsvorschrift 2 (U2)

C {l/x . iw} C {1/b P
—exps~ [ pl@)dd' +—} = exps — [ |p(z")|dx (4.52)
VP Ly 1) Vil I Je
>b( Bereich III) z<b( Bereich II)
also folgt fiir die einzelnen Bereiche:
Bereich III:
C i [* im
wzexp{/ p(z’ da:'+} 4.53
GO n ), e+ (453)

Bereich II:

b= fﬂexp{; / b e’ | = ﬁﬂexp{; / pla) de! — 1 [ e} s

Durch Ubertragungsvorschrift I folgt:

Bereich I:
20 1 [t 1, [* T @ @
¥ = mexp{n [ iaafeos {31 [ orari =T 1 [T as = oo

b . €T . . €T .
:jﬁeXp{ili/a |p($')|dx'} exp{;i/a p(m')dx'j}qL exp{;/a p(:c')dx’+lz}

~~

reflektierte Welle (nach links laufend)  einfallende Welle (nach rechts laufend)
(4.56)

Der Reflektionskoeffizient in WKB - Niherung gleich 1, da beide Wellen den gleichen Vorfaktor
haben.
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Nebenbemerkung: Stromdichte eines WKB-Ausdrucks:

C L PN
1/} — p(x) exp {j:h / p(l‘ )d$ } (457)
h (1/} 00 W*) __ oo (: D - g vy = i%) (4.58)

Jz = 2im ox m

Transmissionskoeflizient: Teilen Betragsquadrat der durchgelassenen Welle durch Betrags-
quadrat der einfallenden Welle:

T:exp{—z/ab\p(x')]dm’} — T—exp{ /\/Qm—da;} (4.59)

Unter der Voraussetzung der WKB-Naherung folgt 17" < 1.

4.1.4 Zum klassischen Grenzfall

Schrodingergleichung:
a¢ h?
E = (—A + V) (0 (4.60)
Setzen:
b = A(Z, t)er V@D (4.61)
oYy  (0A  10W W (&)
— T <8t + ot A> (4.62)
(4.63)
Unter Benutzung der Regel
div (fad) = fdivd + (grad f) - @ (4.64)
erhalten wir
Ay = divgrady = div [(gradA + %(grad W)A) e;bw] (4.65)
= [AA + %AAW + % grad W - grad A + % grad W <gradA + hA grad W)] W (4.66)
= {AA + %AAW + %grad W .grad A — hé(grad W) } W (4.67)

Einsetzen in Schrédingergleichung, durch eV kiirzen, zerlegen in Real- und Imaginéarteil [wobei
Realteil noch mit % bzw. Imagindrteil mit % multipliziert wird].

Realteil:
oW (grad W)? R AA
- =24 4.
ot + 2m v 2m A (4.68)
Imaginarteil:
0A A
mar + (grad A) - (grad W) + 5AW =0 (4.69)
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e Diese beiden Gleichungen sind dquivalent zur Schrédingergleichung (in Strenge)

e Umformung von Gleichung Gleichung 4.69: Multiplizieren mit 2A:

A2
ma(&t ) + div(A%Zgrad W) = 0 (4.70)
wobei div(A? grad W) = A2AW + 2Agrad A - grad W (4.71)

Nun ist A? = ¢*1) (Wahrscheinlichkeitsdichte) und fpgr# = jw

Wahrscheinlichkeitsstromdichte:
- h
gw = e (Y7 grady) — Y grady”) (4.72)

h i i 1

= " |Agrad A+ L A%2grad W — Agrad A + ~A2grad W | = — A2grad W (4.73)
2im h h m

Deshalb ist Gleichung 4.69 die Kontinuititsgleichung:

o™ >
i = 4.74
T +divyjw =0 (4.74)

Klassischer Grenzfall: Vernachlissigen den Term %% in Gleichung 4.68:

ow n (grad W)2
ot 2m

Hamilton-Jacobi-Gleichung

+V =0 (4.75)

Allgemein:
ow ow
— + H(qx, =—,t) =0 W: Wirkungsfunktion (4.76)
ot 8qk
S~
Pk

hydrodynamische Interpretation: Im klassischen Grenzfall beschreibt 1 eine strémende
Fliissigkeit von klassischen Teilchen der Masse m, die ohne gegenseitige Wechselwirkung dem
Potential V(x) unterworfen sind (auch als statistisches Gemisch interpretierbar). Dichte und
Stromdichte dieser Fliissigkeit sind zu jedem Zeitpunkt proportional zur Wahrscheinlichkeits-
dichte im Zustand t¥*y und zur Wahrscheinlichkeitsstromdichte jw des Quantenteilchens in
diesem Raum-Zeit-Punkt. (einheitlicher Proportionalitétsfaktor!)

Beweis:
1. Kontiniutétsgleichung erfiillt.
2. Geschwindigkeitsfeld:

- . . jw grad W
Jw =i - U= = 4.77
Y m i
FEinsetzen in Gleichung 4.75:
ow
S TR edV =0 |grad (4.78)

ot 2
- [gt + (v grad)} mv+gradV =0  mit grad(7?) = 2(Fgrad)d (4.79)
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Schrodingergleichung < (a), (b), (¢ = AeinW)

o S - dW
(b) 55 (V") + divj = 0"y = A2, , = A2 (4.80)
n=o OW  (grad W)?
V=0 4.81
(a) ot * 2m + (4.81)
Hydrodynamische Interpretation:
Beweis:
1. Kontinuitétsgleichung erfiillt /
2. Geschwindigkeitsfeld
g Jw _ grad WV (4.82)
VY m
Gleichung 4.81 OW  mi?
V=0 4.83
a "2 T (4.83)
[gt + Ugrad] mv + gradV =0 (4.84)
—_——
d
dt
— m@ = —gradV (4.85)
dt
Newtonsche Bewegungsleichung der klassischen Mechanik!
(Eulersche Gleichung: — L grad: spezifische Kraft (= posaitdichte ) )
Bemerkung:
1. Bei Vorhandensein eines Vektorpotentials A gilt:
1 -
F=— (gradw - qA) (4.86)
m
2. Stationire Losung der Schrédingergleichung:
U(E 1) = p(@)e ", (B = hw) 4.87)
— (T, 1) = A(F)erS@-E1) (4.88)
Also W(Z,t) = S(Z¥) — Et
Klassischer, — eitfreie Hamilton-J acobi-Gleichung:
Grenzfall
dS)?
(eradS) g (4.89)
2m
im hydrodynamischen Bild: stationfre Stromung
A2
(b) : div (gradS) =0, grad W = grad S = mv (4.90)
m
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Eindimensionaler Fall:

% (A%) =0 — A= 5}3 (4.91)
(gradS = Py€y = Ep€y, p=+/2m[E — V(:U)]) (4.92)
— = jﬁe;se_th (4.93)
S?—om[E—V(z) - S =+ /xp(:z,‘/) dz! (4.94)

Also: WKB-Néherung! S =09, A=¢e%

Voraussetzung: E > V(x)

Bemerkung: Die WKB-Naherung geht iiber den klassischen Grenzfall hinaus, wenn man Sie
auch auf Bereiche mit ' < V(z) anwendet!

Optische Interpretation im stationidren Fall:

betrachten Flachen konstanter Phase:
o . . w
W = S8(%) — Et = const., eigentlich: - = Phase (4.95)

(,Wellenflichen®)

—=const.

grad W

m

U=

Teilchenbahnen (Lichtstrahlen) | Flichen W=const (Wellenflichen) (4.96)

Phasengeschwindigkeit:

0=dW =gradSdz — Edt (4.97)
setzen: dZ L W =const.
dz E E
dt| ~ "7 Jgrad S| 2m[E — V(7)) (4.98)
h h
A=—-= , dh. vpp = Aw (4.99)
P \/2m[E —V(x)]
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A langsam ortsabhéngig («» verdnderliche Brechzahl X o %)
Voraussetzung: X < L
Gleichung: (a) im stationdren Fall:

AA

(grad §)* = 2m[E — V (z)] + 7127 (4.100)
h? X2AA
=1 4.101
S ( T ) (4.101)
Voraussetzung;:
AA
;\27 <1 (4.102)
h2
— (grad 8)? = ¥ (entspricht Eikonal-Gleichung) (4.103)
Bemerkung:

1. Bei Vorliegen eines Vektorpotentials gilt nicht ¢ oc grad S
Die geometrisch-optische Interpretation kann dennoch aufrechterhalten werden (anisotro-
pes Medium!)

2. Verallgemeinerung auf Mehrteilchenquantenmechanik — Wellenausbreitung im Konfigu-
rationsraum

4.2 Zeitunabhangige Storungsrechnung

e Niherungsverfahren zur Losung der zeitfreien Schrédingergleichung:
Hly) = EJ) (4.104)
(oft auch als Schrédingersche Storungstheorie bezeichnet.)
e anwendbar, fiir: H= ro + ﬂl
~ Hp: yungestorter Hamiltonoperator” (Eigenwertproblem sei gelost)
— H;: (kleine) Stérung
e setzen 1:11 = AW
- W: selbstadjungierter Operator
— X : reeller Parameter (,Storparameter®, klein) A — 0 heift ,abschalten® der Stérung

Eigenwertproblem von Hy :

Ho|EVo) = EY|EVq) (4.105)

mit Eigenwerten EY, EY, Eg, e
Eigenvektoren: |E%a) (Quantenzahl « falls Entartung)
{|E%)} bilden ein vollstiindiges Orthonormalsystem.
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Sei £ ein EW von Hy

Gesucht: Der (oder die) Bigenwert(e) von H der (oder die) fiir A — 0 gegen E? strebt (oder
streben )

+ zugehorige Eigenvektoren von H.

[Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass das Spektrum von H, vollstidndig diskret ist. Die
Ergebnisse sind leicht auf den Fall des Vorhandenseins kontinuierlicher Anteile des Spektrums
verallgemeinerbar; EY soll jedoch auf jeden Fall zum diskreten Spektrum gehoren.|

4.2.1 Storung eines nichtentarteten Niveaus

E? sei nicht entartet, gesucht: EW E von H, der fiir A — 0 gegen EY geht, sowie die zugehdrigen
Eigenvektoren.

Nennen |E?) = |0)

A

Hly) = El¢) (4.106)
(0]0) =1 (4.107)

|1) ist nur bis auf multiplikative Konstante festgelegt. Wir legen diese Konstante fest durch die
Bedingung:

Ol) =1 (4.108)
Bemerkung: Fiir A —»0: [¢) — |0)
Jetzt: Potenzreihenentwicklung:
E=FE’+Xei + N+ + A + ... (4.109)
[10) = 0) + A1) + N2|2) + -+ N n) + ... (4.110)

Nullte Niherung: |[¢) = |0), E = EY
Erste Niherung: [¢) = |0) + A1), E = EY+ \e
usw.

Einsetzen in Gleichung 4.106 und Koeffizientenvergleich der A\-Potenzen:
(Ho + AW)(J0) + A1) +...) = (B + der +..)([0) + A1) +...) (4.111)

Fiir die einzelnen Koeffizienten ergibt sich:

AV (Ho — E2)[0) = [0v)

AL (Ho — EQ)|1) + (W —£1)[0) = [0v)

A2 (Ho — ED)[2) + (W —&1)[1) — £2[0) = |Oy)

A (I:IO — E9)|n) + (W —e1)jn—1) —ealn —2) — -+ —£,]0) = |0Oy)
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Aus Gleichung 4.108 folgt:
0]1) =(0)2) =---=(0n)=---=0 (4.112)

Bemerkung: (1[¢)) =1+ O(\?)
AY — Energie und EV in nullter Niherung (sei gelost!) (E2, |0))

A — Korrekturen in erster Niherung (g1, |1))

A" — Korrekturen in n-ter Ndherung (g, |n))

Multiplikation der A"-Gleichung von links mit (0] e (0|W|n — 1)
mit (i # a) (B}, —
(Bfaln) = =55 [(BYlW —e1ln = 1) = ex(Elyln—2) = 20 (L)) (4.113)
a i

Wegen (0|n) = 0 ist damit |n) vollstdndig bestimmt (Entwicklung nach {|E? )

0 0 ! |E2a><E?,a 3
In) = %: |Ei o) (Eialn) = Zza: TEO— R [(W —e1)ln—1) —egln —2) —--- — 5n—1‘1>}
(4.114)
Der Strich am Summenzeichen bedeutet: Summation iiber alle ¢ # a.
Erste Niiherung: ¢; = (0|W|0)
— Energie in erster Ndherung:
E =FE% 4+ Xe1 + O(N\?) (4.115)
= (0|Hp + AW|0) + O(\?) (4.116)
E = (0[H|0) + O()\?) (4.117)

Bemerkung: Diese Formel hatten wir schon einmal verwendet (Kapitel 1.5)!

/|ED o) (B, |WI0) . H(ED, |f| EO) ,
1) = Z EO — EZO - V) = |Ey) +Z: W + O(\9) (4.118)

[Ne 2,00

ST bedeutet: gegebenenfalls Integration tiber kontinuierlichen Anteil des Spektrums!

Bemerkung: Man sieht: [¢)-Stérung klein, falls

(B JHL|ED)| < |ES - EY|  (Vi#a) (4.119)

problematisch: direkt benachbarte Niveaus! (— Kap. 4.2.3)
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Energie in zweiter Niherung: e; = (0|W|1):
E =E? + ey + N2y + O(N?) (4.120)

B [Hy | E) 2

: "[(
E = E° + (E°|H,|E?) + Z: Zo g0t O(\%) (4.121)
1 a )

Bemerkung: Falls EV die Grundzustandsenergie ist: Korrektur 2. Ordnung ist negativ (EY —

EY <0 Vi a)

4.2.2 Stoérung eines entarteten Niveaus

Sei BV g-fach entartet.

Hy|E.a) = EYE%)  a=1,2,...,g (4.122)
Die |E4a) konnen linear kombiniert werden:
g
0) =) CalFga),  Hol0) = EQJ0) (4.123)
a=1
Jetzt:
Hlv) = E[¢),  H=Hy+ AW (4.124)
W) =|0) + A1) +...,  E=E’4+ Xy +... (4.125)
Nun stellen wir wie frither fest:
A: (Ho - E)I0) = |ov)
Ati (Ho— E)IL) + (W —e1)[0) = [0v)
Multiplizieren der A\'-Gleichung mit (E%al|, wobei a = 1,2,...,g
(E2a|(W —£1)]0) =0 (4.126)
Mit
g
0) =) Cor|Edar) (4.127)
a’'=1
folgt:
g A
3 [<E2a|W|E2a’> - sléwl} Cor =0 (4.128)

a’'=1

Das ist ein homogenes lineares Gleichungssystem (g Gleichungen) fiir die g Grofsen C,/. Nicht-
triviale Losungen nur, falls

det Mpoy =0 mit My = (ESa|W|E2) — £16,0r (4.129)
—_————
Sékulargleichung

Das ist eine Gleichung g-ten Grades fiir £1 — g Losungen ef; B=1,...,9

(Zum Namen der Gleichung: saeculum = lat. fiir Jahrhundert; Bez. aus Himmelsmechanik)

Bemerkung:
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1. Fiir g = 1 (keine Entartung) folgt unsere frithere Formel e; = (E°|W|E?)
2. Fiir jedes egﬁ ) gibt es dann Ldsungen C’g? ) yon Gleichung 4.128:

0(8)) = Zgj CP|EJa) (4.130)
a=1

(homogenes Gleichungssystem — multiplikative Konstante frei — normierbar)

D.h.: Im ersten Schritt der Stoérungsrechnung werden die EV der nullten Ordnung (Linear-
kombination!) festgelegt. (Das sind solche Linearkombinationen, die sich bei ,Einschalten“ der
Storung nur wenig dndern!) ,richtige Linearkombinationen*

3) Falls alle egﬁ ) voneinander verschieden sind (keine mehrfachen Wurzeln), wird die Entartung
vollstdndig aufgehoben:

E® = B9+ Al + 0(22) (4.131)
A—=0: E® 5B vg (4.132)
1) —10(8)) (4.133)

Somit:
e Entartung nur teilweise oder gar nicht aufgehoben

e abhingig von Symmetrieeigenschaften von Wt

4.2.3 Storung dicht benachbarter Niveaus

Kap. 4.2.1:
(B || B2

Fo O(\?) (4.134)

E=E?+ (E? ‘ﬂl\Efb +i
(e
e Stéranteil 1. Ordnung wird nur durch |EY) bestimmt

e Storanteil 2. Ordnung wird auch durch andere Zustéinde |Ea) bestimmt (additive Uber-
lagerung!)

Betrachten den Einfluss eines anderen Zustandes |Ep). Falls:
E) ~ E° (4.135)

kann das Verfahren von Kap. 4.2.1. versagen (Storanteil 2. Ordnung wird eventuell sehr grof).

Deshalb:
Niherungansatz:  [¢) = ¢,|EY) + ¢| Ep) (4.136)
Hly) = Ely) (H=Ho+H,)  Multiplikation von links mit (Ey | (4.137)
— (Hoq — E)cq + Hypep = 0, (EY|ED) =0 (4.138)
HpaCa + (Hyp — E)ey =0,  Hy, = (EOH|EY),  usw. (4.139)
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Bemerkung;:

Huyo = EX + Higa, Hyy = Ep + Hup, Hap = Higp = Hy, (4.140)

) : Heo— E Hy
— Sékulargleichung: aa . =0 4.141
& & ‘ Hye  Hp, — E' ( )
— E? — (Haa + Hyp) E + HaoHyp — [Hap|* = 0 (4.142)
1 H,y — Hy\ 2
= By = 5 (Hoa + Hyp) £ \/<““2b”> + |Hep | (4.143)

Mit Gleichung 4.138 und Gleichung 4.139 folgen dann ¢, c,:)IE — |Yx)
Zwei interessante Grenzfille:

|Bq — EBy| < [(E]

ﬂl‘E?>|, i,j=a,b (4.144)

— Ergebnisse wie in Kap. 4.2.2. (entartete Storungsrechnung): ,JQuasientartung*

B~ B> (B0 [ | E9),  ij=ab (4.145)
—  |Haq — Hyp| = |EL — Ej| > |Hg| (4.146)
OBAA B~ (Hu), E-~ Hy; (4.147)
1 1 2|Hap|?
: By~ —(H H —(Hago — Hw) |1+ 77— 4.148
genauer: E. 2( aa + Hyp) + 2( aa bh) [ + (How — Hyp)? ( )
|Hab‘2
~ 4.149
aa Haa - be ( )
e e MBS B
~E, +(E, Hl‘ Eg) + TR (4.150)
Dieses Ergebnis gilt fiir die zweite Ordnung!
Also Ergebnis wie in Kap. 4.2.1. (nicht entartete Stérungsrechnung)
E_: a+b
4.3 Variationsmethode — Ritzsches Verfahren
e Verfahren zur Bestimmung des Grundzustands und der Grundzustandsenergie:
8]
E; = min (WIHIY) (4.151)
viv) (PlY)
()
=F, E, <FEy<Ej... (4.152)
(¢]¥)

Beweis: Seien |E,,) die orthonormalen EV von H, d.h. I:I]En) = E,|Ey):

: faly . — @iy _ ¥,
Entwickeln beliebig vektor |[¢) € H:  |[¢) =¥ calEn) — Wy = el >

Mitschrift Quantenmechanik 2 a8



KAPITEL 4. NAHERUNGSMETHODEN UND ANWENDUNGEN

Gleichheitszeichen genau dann, wenn [¢) = ¢1|E1) (bzw. bei Entartung; Linearkombination der
zum EW E; gehorenden EV).

Ritzsches Verfahren: Lassen nicht alle Vektoren |¢)) € H zu, sondern nur einfache ,Test-
Vektoren“ (in Ortsdarstellung: Testfunktionen), die von einem oder mehreren reellen Parametern
« abhéngen: ()

Gleichung 4.151 . _ (¥(a)[H[p(a))
———— Néaherungsformel:  Ej &~ min 4.153
W) 1)
Bestimmung von a:
4 W()|H]¥(a)) =0 (notwendige Bedingung) (4.154)

Bemerkung:

1. Bei Abhéngigkeit von mehreren Parametern «; : (i = 1,2,...,N), d.h. [¢(aq,...,an)):

0 (Y(an,...,an)[Hlp(on, ..., an))
Oa; (W(ai,...,an)[Y(al,...,an))

=0 (4.155)

2. Falls mehrere Minima, nimmt man natiirlich den kleinsten.
Grundsétzlich gilt: Der so bestimmte Naherungswert fiir E; stellt eine obere Schranke fiir
die tatséichliche Grundzustandsenergie dar.

3. Die Giite des Verfahren héngt von einer geschickten Wahl der Testfunktionen ab. Hat man
schon eine quantitative Vorstellung von der Wellenfunktion des Grundzustandes kommt
man mit wenigen Parametern aus.

4. Im Prinzip kann man auch die nichsthéheren Energieniveaus + Zustédnde nach dieser
Methode bestimmen (der Einfachheit halber E; als nicht entartet angenommen):

i (1p|H]|ep)
o ' 4.156
(Vo) und IE)=0) (WI0) T (4.156)

4.4 Der Grundzustand des Helium-Atoms

Helium-Atom oder allgemeiner: (Z —2)-fach ionisiertes Atom der Kernladung Ze (Helium-Atom:
Z =2)

Betrachten Kern im Koordinatenursprung ruhend:

S Zer (1 1 2
H=— <ﬁ% + ﬁ%) _ —+— ]+ c —, m.. Elektronenmasse (4.157)
2m dme, \IT1 TIo 4meq 12
in Ortsdarstellung:
I =r; = |¥1|, 7,712 analog. (4.158)
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e Anwendung der Stérungsrechnung:

e 1

H= ﬁo + ﬂl; I:II = =
47T€0 12

. R . . 52 Ze? 1

Ho = Ho1 + Hp2;  Hpi = B _ —

2m  Admeg Ty

Grundzustand von ﬂo:

33
o (&1, ) = —e B
T

i B mZe? mZ2et
mit: B = —; =
dregn2’ 0 (47eg)?h?
Bemerkung:

1. B= %, ro : Bohrscher Atomradius fiir H-Atom
Ey=2Z%.Ey, Ey : Energie des H-Atoms im Grundzustand

2. Pauli-Prinzip — o = ¢o(Z1, Z2)X0,0(m1,m2) vgl. Kap. 1.5.

Energie in erster Niherung:

E = Ey + (Yo ‘fﬁ‘ o)

. e2 2 (T, o 52  me* 57
H ‘ — 0 ’ d3 d3 N ol )
wo‘ 00 = T | o — ) S Y S e A
Daraus folgt:
57
- E=(27°- ) EBu

In Zahlen: Fy = —13.605eV

Tab. 4.1: Vergleich von theoretischen und experimentellen Grundzustandsenergien

Z Ey Eo+ (o |Hi|v) Fexp.  Fuar
He 2 -108.8 -74.8 -78.6 775
Lit 3 -244.9 -193.9 -197.1 -196.5
Bett 4 -4354 -367.3 -370 -370

e Anwendung des Ritzschen Verfahrens

(4.159)

(4.160)

(4.161)

(4.162)

(4.163)

(4.164)

(4.165)

Testfunktion: Wie po(Z1, ¥2), aber B als freier Parameter, sodass fiir g gilt: B = T%! Also:

B3 Z,
o(T1, Ty) = —e Blritr) sehen: B = 2°f (4.166)
o
— Eyar, = r?ln<¢|ﬁ‘w> mit ¢ = ¢(f1,f2)xg,o(m1,m2) und (Y[y) =1 (4.167)
eff
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In Ortsdarstellung:

. . . h? Ze? (1 1 2 1
<¢\H|¢>:/dgfld352<ﬁﬂ% H=—--—(A1+A) - ‘ ( + >+ S

2m 4meq E 772 4meg 1
(4.168)
Ergebnis:
- 5
(Il =280 [22 - ()2 2] (4109)
d (H[Y) = 2By |2(Z > 9y Min, fiir Zog = Z — (4.170)
= - — = in. fiir =7 - — .
A Zest " 16 of 16
5\ 2
— Eooy. =2 (Z - 16) Ey (4.171)
Bemerkung:
1. Differenz zum stérungsfreien Ergebnis erster Ordnung:
5 25 5 25
Eww —FEss=Fn |—Z+-—+-2Z|=—FEyg=-2 4.172
var. St H 4 + 128 + 1 :| 128 H ,66€V ( 7 )

— Z-unabhéngig

2. Physikalische Interpretation der Testfunktion:
beschreibt zwei unabhéngige Elektronen im Coulombfeld der Ladung Zeg - e. Zeg =

7 — %, d.h. effektive Ladungen um 1—566 kleiner als Kernladung (,,Abschirmeffekt*)

4.5 Zeitabhangige Storungsrechnung

4.5.1 Das Dirac-Bild

Sei
H=H"+aY, (4.173)

wobei HY der Hamilton-Operator des ,freien Systems” und HY der Wechselwirkungs-Hamilton-
Operator sei, vgl. z.B. Kap 3.2!

e Ubergang vom Schrédinger-Bild ins Dirac-Bild (auch ,Wechselwirkungshbild“):

Ap = [UF(t,to)rlAsUF(t,to) (4.174)
lvp) = {GF(t,to)]_l [¥s) (4.175)
mit U7 (L, to) = exp LthF (- to)] (4.176)

Wir setzen voraus, dass ﬂg zeitunabhéngig ist. Daraus folgt, dass HE = ﬂg = HF
Es sei UF unitirer Operator (Zeitentwicklungsoperator des freien Systems)
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— Differentialgleichungen:

. d B

lﬁaWD) =H}|vp) (4.177)
SdAp i g1 L 0Ap
ih =l = [AD,H }—i—lh - (4.178)

Bemerkung:

1. Fiir HY = 0 stimmt das Dirac-Bild mit dem Heisenberg-Bild tiberein.

in =HEUF  UF(tg,t0) =1 (4.179)

dt

2. Fiir HY = 0 stimmen Dirac-Bild und Schrédingerbild iiberein.
also:
av — Zeitentwicklung des Zustandsvektors (4.180)

ar — Zeitentwicklung der Operatoren (4.181)

Die Zeitentwicklung von [¢)p) kann auch wie folgt charakterisiert werden:

[Wp(t)) = U (¢ to)[Up(t))  mit mdgf =HRUY, UVt to) =1  (4.182)
Bemerkung: U(t, to) = U (¢, 1)U (¢, t); folgt aus:
W) = 0%t to)ip(t))  wnd  [wp() = [0F(t0)]  his) (4189
mit  [is(t)) = U(t,to)|s(to) (4.184)
Umwandlung in Integralgleichung:
UVt tg) =1+ % t: At 1Y (£) U (¢4, o) (4.185)

Lésung durch Iteration:

R . 1 t . 1 t t1 . . .
UW (t, to) =14+ — dtlH%/ (tl) + / dty / dtQH%/(tl)H%/(tg)UW(tg, to) (4186)
lh (lh)Z to to

to
Durch Iteration folgt die von-Neumannsche Reihe:
N ~ ]_ t AW 1 t tn—1 R .
Witte)=1+— | HY (t1)+“'+-n/ dtl---/ At HW (1) - HY () + ...
lh to (lh) to to

mit der Zeitordnung: tg <t, <tp,_1 <---<t; <t
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4.5.2 Zeitabhingige Storungsrechnung n-ter Ordnung

1Wp(t)) = UW (L, )| ¥ p(to)), Einsetzen der von-Neumannschen Reihe (4.188)

Daraus folgt:

ep(0) = 100 + g [ i @wno) + i [ dn [ a0 G + .

h to (ih) to to
(4.189)
Also:
[en(0) = 95" + [9p)) + W5 + -+ [95)) + ... (4.190)
mit:
my_ L [ el p :
05 = e [ e [ At ) B ) o () (.191)
(lh) to to
Storungsrechnung n-ter Ordnung:
R (4.192)
=0
Differentialgleichungen:
in o)) = A ), mic Sl = (4.193)
5 (8) = |w§§)<to>> = [¥p(to)) (4.194)
S S 1 S BRI (4.195)
Bemerkung:
1. Setzen wir wie frither HY = AW, gilt tatsdchlich:
lp(t) Z 19 (1)) + oA (4.196)
Korrektur n-ter Ordnung: ng) (1)) = O(\™)
2. Die Reihe konvergiert gut, falls:
‘(E]F ‘HE,V‘ E}Q)‘ (t—ty)  <h,  Vij (4.197)
——

Wechselwirkungsstéirke Wechselwirkungsdauer

(Wechselwirkungsstarke charakterisiert durch Betrdge der Matrixelemente von I:I%/ beziig-
lich eines VONS (z.B. EV von HI :  HF|EF) = EF'|EF))
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4.5.3 Ubergangswahrscheinlichkeit und Ubergangsrate

Das Gesamtsystem sei zur Zeit ¢ = 0 in einem Eigenzustand |EF) des Hamilton-Operators H .

Frage: Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, das Gesamtsystem zur zeit ¢ in einem anderen
Zustand |EF) von HY  anzutreffen®.

e Messung von |Ef)(EF| (Projektionsoperator)
— |EF) . Anfangszustand
— |EF) : Endzustand (nach der Messung, falls Messwert 1!)

Wabhrscheinlichkeit:

Wa—se = ‘(Ef |1/)D(t)>‘2 Ubergangswahrscheinlichkeit (4.198)
|EFY - |EF),  Voraussetzung: (EF|EF) =0 (4.199)

—_————

(t=0)
Wase = [(EL [p (1) (4.200)
Storungsrechnung erster Ordnung:
1t
— Wase = |(EF] {Ef> +ih/ dt1HVDV(t1)|Ef>} 2 (4.201)
0

Wir setzen jetzt voraus, dass H" nicht explizit zeitabhingig ist, das heifit: ﬂgv ist zeitunabhén-
gig.

i

R N =1 R 1 .
oy = (UF> HY'Ur, U (t,t9) = exp [ hHF(t—tO)] (4.202)

. .EF Ao —1 el
to=0, t=ti: UFED) = EE),  (BF(0F) = (BFTRT (4209)
1 N 2 t i F_ pF 2
oo = g [(BF [BY | ED[| [ aniehe -2 (4.204)
0
t . . t
/ dtyetBE-EDn — P amr-phn (4.205)
0 I(EE_EC};) 0
2 . .
[eaEf—Ef)th (eaEf—Ef Mt _ 1) (e—éwf ~Bf m) (4.206)
Bl - BF o [(BE - Bt
— 92— 2cos <ht> = 4sin” |S=E 0 (4.207)
2 F W F\ |2
Wa—e = t KE@ HS ’Ea >| SiHC2 M (4208)
12 oh
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plot sinc? funktion

Abb. 4.1: bla
Auflerdem:
2 sinc? ax 22 §(z) (4.20)
T
Diskussion:

1. woe o (EF

Y| B

2. Fiir festes t: Maximalwert fiir EX = EI (bei Entartung moglich)

i | E5))

Ubergangswahrscheinlichkeiten von der gleichen Grofenordnung wie der Maximalwert

auch fiir E' # EF,
falls |[EF —EF|t <4

(Vor. geringer Einfluss des Faktors |(EL

Also: Bedingung fiir signifikante Ubergangswahrscheinlichkeit ist EX ~ EI' Quasireso-
nanz”
Formal fiir ¢ — oo:
Nach Gleichung 4.208 und Gleichung 4.209:
2 N
wanse = 1= [(BL |AY | ED)P(EL — EF) (4.210)
3. Falls Ef = EI (Entartung):
(EBE || BDP
Wy _ye = -2 (4.211)
a—e hQ -

4. Man beachte: Die Stérungstheorie erster Ordnung ist eine gute Naherung nur, solange
Wq—e < 1 gilt! (siche Bemerkung 2 in Kap 4.5.2)

|cer = [(Bf

Y| )

ﬂg‘ Ef)@ (4.212)

Totale Ubergangswahrscheinlichkeit: Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System nicht mehr
im Ausgangszustand |EL) angetroffen wird:

W= > Wase (4.213)

alle| EFYmit EF ~EF

Die Zustinde |EL) mogen relativ dicht auf der Energieskala EX liegen:
Zahl der Zustinde im Energieintervall dEF : o(ED) dEF
Dichte der Zusténde

- W= dEF o (EF Ywy_e (4.214)
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Wir setzen voraus,dass sich o(EL) und [(EF

I:I‘év‘ EF)| in dem kleinen relevanten Energieinter-

vall (um Ef') kaum #ndern.

(Ef — ED)t
R (4.215)
2 R EF _ EF
Sw =L (BN EF HgV)E5>|2/ AEF sin? | Fe = Ea )t (4.216)
h? EF~EF 2n

Bei der Berechnung des Integrals macht man kaum einen Fehler, wenn man von —oo bis 400
integriert:

00 F _ oF 00
/ dET sinc? [W] = 2;1/ sinc® z dz = %Tﬂ (4.217)
/ sinc?zdr =7 (4.218)
. 2
W= %U(E}j) (BT [ | B (4.219)

Bemerkung: Kann auch formal aus Gleichung 4.210 hergeleitet werden.

Ubergangsrate:

dWw 27

v AT (EFYEF
dt ﬁa( a)‘< &

IA{E/’ EM)?,  ,Fermis goldene Regel“ (4.220)

(Anderungsrate der totalen Ubergangswahrscheinlichkeit.)
|EF): Zustinde verschieden von |EF), aber EF ~ EF.

Bemerkung:
1. Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit:
a) t so grok, dass das relevante Energieintervall AE = % hinreichend klein ist.

b) ¢ muss so klein sein, dass die Naherungsrechnung erster Ordnung noch gerechtfertigt
ist. W <1

2. Formel gilt auch, wenn man sich auf eine bestimme Klasse von Endzustinden beschrénkt.
Dann ist o(EL) die entsprechende Dichte. Die Bedeutung von W ist dann: ,Wahrschein-
lichkeit* dafiir, dass ein ,,Ubergang® in irgendeinen der Zustinde dieser Klasse erfolgt.

(Beschrinkung eventuell sogar nétig, falls sonst |(EF )ﬂg‘/’ EI)|2 nicht einheitlich.)

4.6 Emission und Absorption von Photonen

nach Kap. 3.2.:

H=H, + He, +HY (4.221)
——

ur
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Eigenwerte und Eigenvektor des freien Systems:

EF =FE,+ Z hwoy -y, ohne Nullpunktsenergie! (4.222)
o
|EFY = |[Ea)|ng, .. np, . (4.223)

Emission eines Photons der u-ten Mode bei Ubergang des atomaren Systems von
|E4) nach |E'y):
Energie des Grundzustands:

EF = EF + hw, — (BEa — E)) (4.224)

.. 1
= EF + hwy, — hwge, atomare Ubergangsfrequenz: wqe = ﬁ(EA - E)) (4.225)

EF~EF = Wy A Wae, Nur Moden mit w;, & wqe sind fiir die Wechselwirkung von Interesse
(haben wir in Kap. 3.2. zur Herleitung des Wechselwirkungsoperators in Dipolndherung genutzt!)
(— nattirliche Linienbreite)

2 ~ 2
= X o(BE) (B 1Y L) (1.226)

Anfangszustand: |EFY = |Ea)|n1,...,ny, .. .)Endzustand: \EFY = |El)n1,...,nu+1,...)
(4.227)

Die Klasse der Endzustinde ist eingeschrankt! (|E’;) vorgegeben, betrachten nur Ein-Photon-
Prozesse)

Berechnung des Matrixelements (EF|HW|EF)

ab jetzt immer Schrédinger-Bild!

A

HY = —d-E  vgl Kap. 3.2 (4.228)

. 2, s \ 2 o ren E% 2, 2
mit  E=) <2Vgo> guliae™ X+ HAY E=> Ey (4.229)
W w

Fiir unser Matrixelement trigt nur die u-te Mode bei.

2 hw, \ 2
/ — o .n
W= E,~ (2‘/;0) €y (1% — 1aL) (4.230)
Mit der Dipolndherung:
elfu¥ & | (4.231)
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(welche nur fiir die fraglichen Moden, w, ~ wqe, bendtigt wird) ergibt sich

(BEEWIEE) = (2 |d] B o, Bl )
— <2h‘;ugo>1/2 Ny + Ldeq
mit do = (£, |d| E)
B D) = [ 2 (1)
Zerlegung in zwei Anteile:
lea g 27?;: . ny = stimulierte Emission
_;a i : ;L‘;Jg ] = spontane Emission

(4.232)

(4.233)

(4.234)

(4.235)

(4.236)

(4.237)

Dabei ist o(EL) die Zahl der Zustinde im Intervall dEI wobei Ef' = EF + hw, — hwae. Wir

e

kénnen auch schreiben §EI = héw,,. Also ist o(EL") auch die Zahl der Moden im Frequenzin-

tervall dw,,

Nun lassen wir voriibergehend den Index pu weg.

w = clk| = ck — ow = ok (4.238)
Dabei ist
- 2
k= % (lg) 1y, 1) und L: Kantenlidnge des Wiirfels, vgl. Kap. 3.1 (4.239)
ganze Zahlen
Fiir ein Volumen im k-Raum bedeutet dies:
ok
k
Punktabstand:
2n
L
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Die Zahl der Punkte in der Kugelschale ist

Punktzahl L\®  2K2L36k
Z = Volumen der Kugelschale - PR gk ek (o) =0 (4.240)
Volumen 27 472
Die Zahl der Zustinde im Interfall §EF ist
273
N .z - L e
T

(Faktor 2, da wir €,, und €,, betrachten miissen, vgl. Kap. 3.1)

SN Vuw? Vw2,
= o(EF) = = : = o(EFy = S Ap (W = wae) (4.242)

Bemerkung: Wir setzen voraus, dass n, nur von |/2H| abhéngt! (isotropes und unpolarisiertes
Strahlungsfeld)

jetzt:
o2
deg - eu‘

- 12 .
dea| cos?9,  : Winkel zwischen d, und &, (4.243)

Geméf unserer Voraussetzung n, = nu(|l§u\) sind alle Polarisationsrichtungen e, gleichberech-
tigt vertreten.

Wir fiihren nun eine Orientierungsmittelung durch:

1 2 ™ ) ) 1
cos?2 ) = — cos” ¥sinddddyp = = (4.244)
47 0 0 3

(Der Orientierungsmittelung entspricht eine weitere Aufteilung in Klassen und Aufsummation
der zugehorigen Ubergangsraten.)

P ——— 1 -
‘dea ’ eu‘Q = g’dea‘Q (4245)
Spontane Emission:
dWsp. Em. 1 N
dt - 3507Tc3h‘d6“ 2w2€ = Age (4.246)

Wobei Age der ,Einsteinsche Ubergangskoeffizient der spontanen Emission“ ist.
Das Ergebnis hingt nicht von V ab! (kann beliebig grok gewdhlt werden — Zustiande immer
dichter — Kontinuum)

Mitschrift Quantenmechanik 2 69



KAPITEL 4. NAHERUNGSMETHODEN UND ANWENDUNGEN

Stimulierte Emission:

dWst. Em. n,uhw,u o

= |doal? - L2 4.24
dt deal™ vy 77 (4.247)
_ Zahl der Zusténde Zahl der Moden b — Zahl der Moden (4.248)
~ Energieintervall & - Kreisfrequenzintervall 7= Kreisfrequenzintervall ’
nyhw, - ho réumliche Energiedichte
= = LN Wee  (4.249
¢(wp) 1% Kreisfrequenzintervall ’ W = ( )
dWst.E. T L2
= dea ea) = Bae ae)> 4.250
S = g | ) = BusCl), (4250)

Vor.: n, kaum veranderlich im relevanten Energieintervall

T - |2
Bae = ey |dea (4.251)
éjj = W%gwie (4.252)
Bemerkungen:
L dvz:bs = dmf;t.E.’ (Ubergang von |E’;) nach |E4) bei Absorption eines Photons.)

—

2. Auswahlregeln: H-Atom: d= —ex — dea

= e|[ &*Tp:(Z)Tpa(Z)| # 0

3. In gewissem Sinne kann man die spontane Emission als stimuliert durch die Vakuumfluk-
tuation des elektromagnetischen Feldes ansehen!

4. Einsteinsche Ableitung des Planckschen Strahlunggesetzes: Thermodynamisches Gleichge-
wicht:

e N, Atome im Zustand |E4)
e N, Atome im Zustand |E';)

NeBae((wae) = Na [BaeC(Wae) + Aael (4.253)
N; x e_%, (4.254)
Ne hwae y
N e, hwge = E4 — Ey (4.255)
hwae i h 3
— € KT C(Wae) = C(Wae) + Wwae (4256)
w3 1
— W= mm B (4.257)
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5 Elemente der relativistischen
Quantenmechanik

5.1 Relativistische Behandlung eines Teilchens

Photonen:
p=hk, E=hw
Zusammenfassung: p' = hk’
Viererimpuls: = (P,

Wellenzahlvektor: kK = (k,

= (Z,ct), —al=z2*=y2= zat =

1 0 00
lo1o0o0
=10 010
00 0 1

Fiir Photonen gilt: p'p; = 0 = k'k; (,lichtartige” Vierervektoren)

Teilchen mit Ruhemasse:
, E? .
pipi =p? — — = —m2ct  (p',zeitartig”)
c

(Invariante!, im Ruhsystem gilt £ = mgc?). Daraus folgt:
E? = p*c® + m3ct

Bemerkung: Mit p = mv, m = —=2— erkennt man:

moc lov
E: 0 :m062<1+*72+..>
12 2c
2
C
E%mgc2—|—%v2, (m &~ myg)
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Die Ruheenergie ldsst man meist weg:

E=—0v"=— (5.12)

. 2
"Dem Weglassen der Ruheenergie entspricht das Weglassen eines Phasenfaktors e™ gt
— Abénderung von w um einen konstanten Wert.
— Anderung der Phasengeschwindigkeit vpn = 7
aber keine Anderung der physikalisch relevanten Gruppengeschwindigkeit:

. dw . .
VGr = dk’ Vgr =V (5.13)

Zur Schrodingergleichung fiir ein kraftefreies Teilchen kommt man durch die Ersetzungen:

0 h
E — ih— p— — 14
— iho, p— iV (5.14)
oY h?
ih— = ——A 5.15
- ot 2m v (5.15)
(Losung sind die bekannten Ebenen Wellen:
W = CellFi—wt) — Cror (PT—EY) (5.16)
d = h
ih— =E- -V=yp 1
— by , iV D-) (5.17)
Die Ersetzungsvorschrift 1dsst sich zusammenfassen:
. h 0 4
. FE
e =mp = (7, ——) (5.19)

jetzt: E wieder inklusive Ruheenergie!
Bemerkungen:

1. Damit ist der Weg zur Herleitung einer relativistischen invarianten Wellengleichung zu-
gorndet!
(Anwendung von Gleichung 5.18 auf Gleichung 5.8)

2. Die Ortsdarstellung (+Schrodingerbild) spielt fiir die relativistische Quantenmechanik eine
ausgezeichnete Rolle:

Es ist die einzige Darstellung bei der die Chance einer Gleichbehandlung von z,y,z und ct
besteht. (¥ (x,y, z,t))

(In anderen Darstellungen sind X, ¥,z Operatoren! t ist immer Parameter)

Hat man einmal eine relativistisch invariante Wellengleichung, kann man natiirlich, ausgehend
von einem speziellen Inertialsystem, zu anderen Darstellungen iibergehen. Diesen sieht man dann
die relativistische Invarianz nicht mehr einfach an!
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5.2 Die Klein-Gordon-Gleichung

Anwendung von Gleichung 5.18 auf Gleichung 5.8 (Kap. 5.1)

LAY oct 5.20

- 12 =—hc w+m00 ¢ ( : )
m202

:i;¢ (5.21)

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung

19 p 0 0
2oz T 9x oz

O=A (5.22)

Transformation ¢/ (&', t) = @, t) — relativistische Invarianz ist offensichtlich! (bei Dirac-Gleichung
komplizierter)
Problem: Gleichung ist zweiter Ordnung in t
— fiigt sich nicht in das bisherige Schema der QM ein (ih%f = Hy)
e Deshalb machte Dirac einen anderen Ansatz (siehe nichstes Kapitel)
Bemerkungen:

1. Man kénnte Gleichung 5.8 in der Form E = \/p?c? + m§c* schreiben: Behandlung zum
Beispiel durch Reihenentwicklung (— beliebig hohe Ableitungen, d.h. nichtlokal)
Also sehr kompliziert und unsymmetrisch in z,y, z, ct.

2. Spéter hat sich herausgestellt, dass die Klein-Gordon-Gleichung doch brauchbar ist, z.B.
zur Beschreibung von geladenen Teilchen ohne Spin. (z.B. m-Mesonen)
Verallgemeinert man sie auf den Fall der Anwesenheit eines elektromagnetisches Feldes,
flihrt sie im nichtrelativistischen Grenzfall zur Schrodingergleichung, wihrend die Dirac-
Gleichung zur Pauli-Gleichung fiihrt! (vgl. spater Kap 5.3.2)

5.3 Die Dirac-Gleichung

5.3.1 Freies Teilchen
Ansatz:
ih— =My  mit H=c(@'p, + a*py, + a°p.) + fmoc? (5.23)

mit &', 42, &3 und B: hermit. konst. Matrizen; ¢: Spaltenvektor; f)': ?V
In Komponentenschreibweise:

N

O ch(, 0 o0 .30 3 2
lh 8t = kzl |: i <Oéabax + Oéabay + Oéabaz -+ ﬁabmoc wb (524)
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N gekoppelte Gleichungen (Matrixdimension N)

Y1
V2
v=1 . (5.25)
(Y
also: erste Ordnung in x,y,z und ¢
Py
- -k =1 5.26
Ziel:
H? = —1R2PA 4+ mict, (5.27)
so dass die Komponente von ¢ auch der Klein-Gordon-Gleichung geniigen! Also:
H? = 252 + mdc! (andere Art der Wurzel) (5.28)
D.h.
P 20 ./ ooa . AU
(c&' P+ ,Bmoc2) 21 (02f>2 + m(2)04> mit a=(al,a? ad) (5.29)
Ala A2 A3 5 2]?
[c(a Pz + &Py + &°D2) + fmye ] (5.30)
= ¢ [(61)?P] + (6%)°py + (6°)%p2] + F*mic” (5.31)
+c? (a'a? + 6261 )papy + (6163 + (5.32)
a*a"pab. + (626° + 6°6%)py ) (5.33)
+moc® (614 + Ba)ps + (%8 + Ba?)p, + (a°B + Ba*)p.
(5.34)
das bedeutet, die Bedingung ist erfiillt, falls:
afal 4 alak =0 (k#1)
N Y
a"B+par =0
F+5 ) (5.35)
(ar)” =1
(Br)* =1
Minimale Dimension: 4
Eine Darstellung ist:
i (0 o ~ (1 0
(7 -G
Die o' sind die Pauli-Matrizen:
0 1 0 —i 10
1_ 2 _ 3 _
0'—(1 O)’ 0—<i 0), 0—(0 _1> (5.37)
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Sowie:
0 0 10
0= (O 0) ,1 = (0 1) (5.38)
Es ist also:
0 001 0 0 0 —i
1|00 10 2 |0 0 i 0
“lo1toof “Tfo -io o0 (5:39)
1 0 00 i 0 0 O
0 0 1 0 10 0 O
3 0 0 0 -1 4 01 0 O
{1 0 0 o0 00 -1 0 (5.40)
0 -1 0 O 00 0 -1
Dirac-Gleichung:
iha—w = <7?03 - grad +Bm002> P (5.41)
ot i
oder:
ih%f = Hyp, H = cd - p+ fmoc? (5.42)
ausfiihrlicher:
., 0 he (10 | 5,0 .30 B 2
— = [ = _ - - 5.43
i, <i <a 8x+a 8y+a 8z+ + Bmoc” | ¢ (5.43)
1 ist Spaltenvektor:
Y1
(0
= 5.44
o= | (5:44)
(o
andere Schreibweise: Multiplikation von links mit % B.
Bezeichnungen:
v =Bat, = pad, 4 = pa’, vt =B (5.45)
es folgt:
0 0 3 ot
. 1 2 3 4 _ 1 _ 2 3 _ 4 _
1h<’y@x1+70x2+78;r3+78x4>¢_m06w7 T =, =y, 2" =z x =ct
(5.46)
Also:
it -0 g =0 (5.47)
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oder mit ﬁai = Pi:

('ka)k + moc) P =0 (5.48)

2

Die Bezeichnungen in Gleichung 5.35 fiir &', &%, & und B sind dquivalent zu

Aok 4 ARyt = —opik ] (10 Matrix-Gleichungen) (5.49)

in unserer speziellen Darstellung:

0 0 01 0 00 —i
0 0 10 0 0 i 0
~1 ~2
“lo —1to00] T"7Tlo io0 o0 (5.50)
-1 0 0 0 —-i 00 0
0 01 0 10 0 0
0 00 -1 01 0 0
~3 ~4
“l-100 o 7" "loo -1 o0 (5:51)
0 10 0 00 0 -1
Die Hermitizitat der &', &%, &3 und B ist dquivalent zu
== A== FPT== = (5.52)
Bemerkung:
b, G,
<iml o +moc> <ihaxl —moc> Y =0 (5.53)
2.2
m- moc " (5.54)

e Diese Form der Dirac-Gleichungen ist besonders niitzlich zur Diskussion der Lorentz-
Invarianz!

5.3.2 Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld

Schrodingergleichung fiir geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld:

5, 00 1 [h 2\ 2
n2Y Lm (iv - qA) g0 v (5.55)
2
(lha - q¢> = 1 (ffv — qfY) ) (5.56)
2m \ 1
D.h.:
B, ) h I .
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Damit ist automatisch die Eichinvarianz gesichert:

A= A+ Vy (5.58)
Ix
U -
¢ = 5 (5.59)
P =1 exp (lgx> (5.60)
Gleichung 5.57 ldsst sich zusammenfassen:
h 0 h 0
= ————qA lso: P D — qA .61
o - TagE 44k alsoiDr = pr—ady (5.61)
mit
A= (4, —%)
. wViererpotential® (ist tatsdchlich Vierervektor!) (5.62)
AF = (4,2)
Wenden dieselbe Regel (,minimale Kopplung®) auf die Dirac-Gleichung an!
81/} o Ja ja e A 2
ha = [ca- ( — qA) + Bmoc® + qu] Y (5.63)
bzw. [ (P — qAx) + moc} Y =0 (5.64)
also: H=ca- (i’ - qA) Bmoc® + qpl (5.65)
Bemerkung: relativistischer Massenoperator:
R S DN
= (H - qd)l) =-a (p — qA) + Bmo (5.66)
mo 1
m=—"0 — (B q9) (5.67)
1-5 €

(Sinnvoll fiir zeitunabhéngiges el-mag. Feld, sonst £ — H)

5.3.3 Wahrscheinlichkeitsdichte und - stromdichte

Wahrscheinlichkeitsdichte

0 =P = Pibr + Y5ea + Yis + Vit (5.68)
wobel
W1
o= |02 w = @i (5.69)
Wy

Wahrscheinlichkeitsstromdichte

F=cpfay (Gt =cplaly, 2 = eplay, 52 = cplady) (5.70)
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Kontinuitatsgleichung

0 -
E§+mw=0
Kovar. Form: Viererstromdichte: 3% = (7, co) mit j* = cypTytyFy
dl — ,74,71,022 — ’}’4”)/2,@3 — ,Y4,Y3
9" _
oxk

Bemerkung: Man kann zeigen, dass j* tatsichlich ein Vierervektor ist!
Bemerkung: Allgemeines Skalarprodukt zweier Dirac-Spinoren:

Wieh = [vipds
Beweis:
[’Yk (Pr — qAx) + moc} Y =0

hmw_ k
¥7 %— (QV Ak—moc>1/)

(0
= (qu‘lv’“ — mocv4> W
—2 o = ot (qdkrtyt = moer?)
i 5.78 - 5.79 -

9
oxk

I oy ot
LAY 4 k| _
iwvvaxk+a$kvvw 0 -

(Wv“v’%) =0

(5.71)
(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.81)

Bemerkung: Der Ausdruck fiir j mit j = cWé?z/J, suggeriert, cai als Operator der Geschwindig-

keit anzunehmen:

Auferdem im Heisenberg-Bild:

dt
| dX - -
also — =ca=vV
dt
sowie
dr 5, 508 - T
Ezq(E—l—vXB) mit T =p — qA
Es gilt:
SN N
ﬂzi(mv—i-vm)

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)

Wegen (a1)? = (42)? = (43)? = 1 haben somit die Geschwindigkeitskomponenten v, vy, v, nur

+c als mogliche Messwerte! (vgl. spater)
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5.3.4 Nichtrelativistischer Grenzfall
9 L T,
i aw - [c&-ﬁ+5m0c2+q¢} »  mit F=7—qgA (5.87)
(1
(4> <¢>) . <1/11> - (¢3>
_ — (¥ - = 5.88
v V3 X 77 X e (5.88)
(N
In unserer speziellen Darstellung war
i (0 o s (10
do(2 7Y gt ) 50
oD -
ih af o - 7K + (moc® + q¢) ¢ (5.90)
ax 5 -
ih 8>t< =c0- TP+ (fmoc2 + qqf)) X (5.91)
Im nichtrelativistischen Grenzfall ist moc? der Hauptbeitrag zur Energie. Setzen
s 2
Hoc (5.92)

|

(=)=

(Weglassen des schnell veranderlichen Phasenfaktors exp [ ‘moc ] vgl. Kap 5.1)

Daraus folgen:
P A
iha—f = G Tx + qby (5.93)
o A .
ifLa—)t< =cd - T+ (q¢ — 2m002) X (5.94)
Jetzt: nichtrelativister Grenzfall
ot vernachliissigbar gegeniiber moc®y, ebenso Vorraussetzung gé < moc
24, =2 (5.95)
2moc
Bemerkung:
X klein gegeniiber ¢ (= Faktor )
Man spricht von den ,kleinen* (y exp { 1m0c2 t}) und ,groken” (p exp [ 1moc }) Kompo-

nenten von 1.

Einsetzen in Gleichung 5.93
P 2 A= A
i — (@ m)G %) +qo Es kommt kein ¢ mehr vor! (5.96)
8t 2m0

79
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Fiir die Pauli-Matrizen gilt folgende Identitat:

=, -,

(G-a@)(F-b)=1a-b+id- (@ x b) (5.97)

Bemerkung: Gilt auch fiir Vektoroperatoren @ und 5, vorausgesetzt, deren Komponenten ver-
tauschen mit denen von &.

- (@D 7)) =17 +iF- (R x7) (5.98)
Das Kreuzprodukt von Vektoroperatoren war definiert als:

(X X ]§> = 5ijkAjBk Reihenfolge! (5.99)

i

i Allg. gilt:  AxB+#— (]i x ]X) (5.100)

Die Komponenten von 7 vertauschen nicht untereinander! Wir wissen aulterdem:

(V3 A+ Ax V) f=VxAf+Ax V] (5.101)
= rot(Af) + A x grad f (5.102)
= frotA (5.103)
Daraus folgt

X = (?V — q/f) X CLV - qff) (5.104)
= —q? (v x A+ A x v) (5.105)
= —q?é (B = rot A) (5.106)

SO0 [ 1 a2 qh . = . _ (p+(Z,0)
—1ih 5 = [Qmo (p qA) +qp 2m00 B} © mit p= <<,0(f, 0 (5.107)

Pauli-Gleichung

In Spindarstellung mit Spin-Operator S = %6’
Setzen ¢ = —e (Elektron)
.0 A
lhaff — Hpauii (5.108)
: A 1 [h 17 H.  H,—iH,
mit Hpaui = I{Q—mO Lv + eA} —ep} + up (Hz iH, A, (5.109)
Hier haben mittels des Bohrschen Magnetons up = g%f vereinfacht
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Magnetisches Moment des Elektrons

Betrachten ein homogenes Magnetfeld H

H=(0,0,H,), A= Ho(——7y, —",0) (5.110)
"o yed 2—(A roey )2+(A + By >2+A2 (5.111)
; € = \Pz — B 2Y Py 9 2T P .
A ~ ~ 2
Hpauii = Ho + Hy,  mit  Ho= 1{7 —ep} (5.112)

Hyy: Magnetfeld sei schwach — vernachléssigen quadratische Terme

MBH (xDy — yPa)} + ppH.0® (5.113)

Hy = 1

A~

(Wir erkennen: L, = %p, — yp, In unserer Darstellung: x =z, y = y)

A . ,U‘BHZ ) ~ N
- Hy = EE= (1 L.+ 282) (5.114)
Also:  Hyw = B0 (L n 28) (5.115)
1
— M-A  mit M_—? <L+QS> (5.116)

e giiltig flir beliebige Richtung von H und in beliebiger Darstellung
o M: als Magnetisches Moment des Elektrons (Dipolmoment)

e 2 bei 2S: gyromagnetischer Faktor
Bemerkung:

=

1. M = My, + Mg (nicht proportional zu J = L+ §|)
2. vl AW = _d.E
3. “Zeichen, weil up den Faktor e enthilt, die Ladung des Elektrons aber —e ist.

Also: Die Dirac-Gleichung liefert also automatisch die Eigenschaft des Spins (Spin %') und sogar
den richtigen gyromagnetischen Faktor g = 2!
Bemerkung: QED — Effekt der Vakuumfluktuationen

Elektron: g = 2,0023. ..
Proton: g = 5,5858(exp. Wert, starke WW)
Neutron g = —3,8261 (exp. Wert, starke WW)

1. Erfolg!
Experimente:

Einstein-de Haas (1915)
Stern-Gerlach (1924)
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5.4 Losungen der Dirac-Gleichung fiir freie Teilchen

h - A
ih?;f = <i062 - grad +5m0c2> 0 (5.117)
Ebene Wellen
Ansatz:
w1
W= enPTE) Ly mit w = ZQ (w; = const.) (5.118)
3
Wy

Der Einfachheit halber: 5= pé., also ¢ = ex ®*~Fy Wir hatten gesagt

0 0 1 O 10 0 O
0 0 0 -1 5 01 0 O
~3 o
1 0 0 o0 f= 00 -1 0 (5.119)
0 -1 0 O 00 0 -1
Daraus folgt:
(E — moc®)wy — cpws = 0 (5.120)
(E —moc®)wy + cpwy = 0 (5.121)
(E 4+ moc?)ws — cpwy = 0 (5.122)
(E + moc®)wy + cpwy =0 (5.123)
da homogenes Gleichungssystem:
Losbarkeitsbedingung: (E% —mdct —c*p?) =0 (5.124)

— E = +/p*c? + mict (5.125)
Vier Losungen (zu jedem E-Wert zwei)

Zu Ey = \/p2c? + mct

a) wp =1 wy =0 (,Ug:ﬁ wy =0
b) w1:0 w2:1 W3:0 w4:_E+—Eﬁmoc2
Zu E_ = —\/p2c¢® + mic*

c) wlzﬁ wy =0 wg =1 ws =0
d) w1 =0 WQZW w3 =0 wy =1

Bemerkung: Bei den Losungen a) und b) (positive Energie) sieht man schoén, wie im nichtre-
lativistischen Grenzfall w3 und wy zu ,kleinen* Komponenten werden.
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e Alle vier Losungen sind EF des Impulsoperators P zum EW (hier: = pé,)

e sie sind keine EF des Geschwindigkeitsoperators ¥ = cal

e Essind EF in H zu den EW EL bzw. E_

h

e Die Spinkomponente in Impulsrichtung (hier: S,) hat die Werte g [ a) und c) | bzw. § [ b)

und d) |
Bemerkung:

2

—

1. Der Spinoperator ist in unserer Darstellung durch S = % <g 2,) gegeben.

X h (o3
&= (c",0% %), also zB. S, = 3 <U 03> =

2. Tatsiichlich sind H, p und S -
B _ E)

oo

1 0 0 0

hlo -1 0 0

210 0 1 0 (5.126)
0 0 0 -1

vertauschbar untereinander (In Impulsdarstellung:

p._p
Fiir p = 0 (Im Ruhesystem des Teilchens) kann die Spinkomponente beziiglich einer
beliebigen Darstellung scharf gemessen werden (gemeinsam mit der Energie)!

3. j=cp+ay = %ﬁqﬁw (YT = 2EL_- ohne Bedeutung, da Faktor frei)

|E|+moc?’

allgemein:
. [yteayddz

(V) = ot dE (5.127)

Bei ebener Welle: Integration {iber beliebiges Teilvolumen
2 -
- (0) = % (E = mc*, j=m(7),m = i% (5.128)
1 _ v

c2

Fiir die Losungen mit negativer Energie gilt auch m < 0, d.h. p'und (%) sind entge-

gengerichtet!

Interpretation der Heisenberg-Gleichungen

< . -

_d=v (VgL Kap. 5.3.3.)

dt

da@ 1[4 -

—=_la 12

at _ in [QH} (5.129)

& 0] = f - A = - (&0 + A7) + 240
— %‘ = —2¢p 4 2aH (5.130)

df)’ 1 72 2,

=~ — — | H|l = 131

at ik [p’ } 0 (5.131)
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Also: H und zeitunabhingig!

2, 2, cf) _2ify 05
(t) [ (0) = 4 (5.132)
Bemerkung: % = f)’fl_l = ICI_lf)'
F(t) = |(0) G P N (5.133)
V(t) = |V(0) — — - .
H H

e Der negative Anteil ist extrem schnell verédnderlich (Frequenz > 2mgc ; verschwindet im

zeitlichen Mittel! ,,Zitterbewegung* (Bezeichnung von Schrodlnger)

e Der hintere Anteil entspricht dem klassischen Ausdruck fiir die Geschw. v = %ﬁ =
Bemerkung: hier (ohne el-mag. Feld) gilt H = 1ic?

3

e Der vordere Anteil sorgt fiir den merkwiirdigen Effekt, dass die Eigenwerte der Geschwin-
digkeitskomponente +c sind!
Instantane Geschwindigkeiten! Fiir Zeitintervalle > 5 T misst man die ,normale“ Ge-

schwindigkeit
) R > 22| exp [—Qiﬁt} -
2 A ¢'p c’p h
X(t) = x(0 ih — — - 5.134
() =%(0) ORES ] - (5.134
Die Amplitude der ,Zitterbewegung® ist dann < moc
Elektron: -
h h 4eh?
—  =4,05-10"%ts, —— =3,86-10"¥m  (Bohrradius: TR 599.107'm
2moc? moc moe?
(5.135)
Bemerkung:
1. = ist die reduzierte Compton-Wellenlénge des Teilchens!
()C

0 moe

Dirac-Gleichung: (W kT

> =0 (%: inverse Compton-\)  (5.136)

2. Die Zitterbewegung eines Wellenpakets ist die Folge von Interferenzen zwischen Anteilen
positiver und negativer Energie! Sie verschwindet fiir Wellenpakete ausschlieRlich positiver

bzw. negativer Energie. Dann gilt (V) = <Q> [vel. Kap. 1]
Fiir physikalisch realisierbare Zustéinde gilt immer 0 < |(¥)| < c.

3. Hat man es mit Langenskalen > m—oc zu tun, kann man die Anteile negativer Energie
vernachlissigen — H-Atom
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5.5 Die Feinstruktur der Energieniveaus des Wasserstoffatoms

6’2

My =Ey H=cd 5+ Bmoc— A=0 - g=—e (5.137)
4megr dmegr
Man kann gemeinsame EF von H, J2 und J, suchen (H kommutiert mit J =L + S!)
Ergebnis (und somit 2. Erfolg der Dirac-Rechnung):
2 2
moc e 1
B . — = = 5.138
nj > C T dmeohe 137,03 .. (5.138)
1+ T & - Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante
n—(i+§)+y/(+4) -0
mitn:172,3,...,j—;,g,g,.. n—i

Zum Wert 7 = n — 35 gehoren 27 +1 Losungen zu allen anderen Werten j gehéren 2(2j5 + 1)
Losungen (wegen Parltat)

Entwicklung nach Potenzen von o?

1 o? a? 1 3 6
bis O(a?)
a? - a? moe?
E, = 11— — E,=FE, — 2= _ 2 = .14
moe ( 2n> MOCT = S0 oS = ez 2 O140)
bis O(a%)

hier zeigt sich bereits die Feinstrukturaufspaltung. (Kann auch mit Methoden der Stérungsrech-
nung hergeleitet werden!)

Bemerkung:
Hyperfeinstruktur, Lamb-Shift (5.141)
[ ——
magnetisches Moment des Protons Vakuumfluktuationen des elmag. Feldes

5.6 Locher-Theorie

zuriick zur Frage der Zustdnde mit negativer Energie:

e kann nicht durch geeignete Wahl einer unwesentlichen Konstante positiv gemacht werden,
da Energienullpunkt durch die Ruheenergie festgelegt ist.

e Problem: Man kann die Zustdnde negativer Energie auch deshalb nicht ignorieren, weil
Ubergiinge von Zustinden positiver Energie zu solchen negativer Energie méglich sind!
— z.B.: H-Atom besitzt keinen stabilen Grundzustand!
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Moc? |

0

—ITbCZ*

Abb. 5.1: Energiespektrum freier Elektronen: rot angedeutet ist das H-Atom-Spektrum mit einer Licke von

2moc? (nicht mafstabsgetreu,).

D.h.: Eigentlich wére zu erwarten, dass alle Elektronen ldngst in Zusténden negativer Energie
iibergegangen sind. Das hiefse aber auch, es wiren Teilchen negativer Masse geworden.

Diracsche Interpretation:

Normalerweise sind alle Zustiande negativer Energie durch Elektronen besetzt (,Vakuumzu-
stand“; ,Dirac-See")

Aufgrund des Pauli-Prinzips kénnen dann die anderen Elektronen (mit positiver Energie) nicht
mehr in die Zustéinde negativer Energie gelangen

Zustand ,,1 Elektron vorhanden“ unterscheidet sich vom ,Vakuum® dadurch, dass dein
Elektron positiver Energie zusétzlich da ist.

Zustand ,,Alle Zustinde negativer FEnergie bis auf einen besetzt, kein Zustand posi-
tiver Energie besetzt”; bedeutet: Es fehlt eine (negative, —e) Elektronenladung und
eine negative Elektronenmasse am Vakuum (,,Loch®).

Es ist eine positive Ladung (4e€) und eine positive Masse zu viel flirs Vakuum vor-
handen.

,»Positron* Vorhersage 1928 (Dirac) Antiteilchen (5.142)
Nachweis 1932 (Anderson) 3. Erfolg! (5.143)

Erklarung fiir Seltenheit und kurze Lebensdauer der Positronen:

Wenn irgendwo ein Positron auftaucht, findet sich bald eines der vielen stets vorhande-
nen Elektronen, das in der Lage ist, in das Loch negativer Energie ,hineinzuspringen*.
Damit verschwinden gleichzeitig ein Positron und ein Elektron:  Paarvernichtung”

Freiwerdende Energie: By — E_ — elektromagnetische Strahlung
(Falls die kinetische Energie von Elektron und Positron vernachldssigbar sind, ent-
stehen zwei in entgegengesetzte Richtung laufende Photonen mit je 511keV)

Umgekehrt: ,,Paarerzeugung®

Ein Elektron negativer Energie E_ wird durch Absorption eines Photons (Mindestenergie 2 -
511keV) in einen Zustand positiver Energie E befordert werden
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— es entstehen gleichzeitig ein Positron und ein Elektron.
(Bemerkung: Wegen Vierer-Impuls-Erhaltung muss noch ein weiteres Teilchen (Atomkern)
beteiligt sein!)

Alles weitere: — Quantenfeldtheorie (Mehrteilchen-QM, vgl. zweite Quantisierung!)
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6 Das Einstein-Podolski-Rosen-Paradoxon
und die Bellschen Ungleichungen

EPR 1935: (siche Phys. Rev. 47, 777)
Hier einfachere Version von D. Bohm (1951):

Zerfall eines ruhenden Spin-0-Teilchens in zwei Teilchen mit Spin 1/2. Es gilt Drehimpulserhal-

tung, der Gesamtspin ist s = 0 und die einzelnen Spins betragen s;/o = 1/2.

O Q O —»

. Spin 0(s=0) !
S == In S= S =-
2 2

e Wihlen als Basis fiir den Hilbertraum #H das Gesamtsystem (Teilchen 1 + Teilchen 2) die

Vektoren |1, 1), |14}, [11), [11) (gemeinsame EV von S und 82 mit EW: +£4/2)

Wir interessieren uns nur fiir den Spin-Zustand.

H=HVoH®, )=
§=50 15@

Gesamtspin 0 heifit: Der Zustand [¢)) des Gesamtsystems ist EV von S®@ zum Eigenwert

hs(s+1)=0, (s=0)

— |¢) = 12 (It = [41) (,Singulettzustand®, vgl. frither)

Bemerkung:

(6.3)

1. |¢) ist gemeinsamer EV von S2 und S, (haben wir frither mit |0,0) bezeichnet: s = 0,m =
0). {|s,m)} mit s =0,1;m = 0 fiir s = 0 bzw. m = —1,0, 1 fiir s = 1 ist alternativer Basis

von H. (EW von S, : hm)

zur Erinnerung:

’17 1> = ‘TT>
1
1.0) = 2= (114 + 111)
11,-1) =|}J) Triplet s=1
0.0) = 5 ([14) = 41))  Singuiete s =0
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KAPITEL 6. DAS EINSTEIN-PODOLSKI-ROSEN-PARADOXON UND DIE BELLSCHEN
UNGLEICHUNGEN

2. Die Auszeichnung der z-Achse ist willkiirlich! |¢) ist auch EV zum EW 0 von S, und S,
bzw. S - it (7t bezeichnet einen Einheitsvektor des R3 mit beliebiger Richtung).

Also: SJgp) = 0 - [4)

S [y) = —§@|yp) (6.8)

3. |¢) = ldsst sich nicht als Tensorprodukt [} @ |(2)) schreiben!
— ,Verschrinkter Zustand“

Jetzt: Messung einer Spinkomponente (wéhlen 0.B.d.A. die z-Komponente) von Teilchen 1:
Mbogliche Messwerte: £7,/2

Wahrscheinlichkeiten?

Entwicklung von |¢) nach VONS der EV von st (ist gerade unsere Basis von H)

1
V2

1

[¥) 7

|¢¢>+—o-|¢r>+—( >|¢T>4-0-|¢¢> (6.9)

Allgemein:

) = 3 caltrnd)s (W10) = L= w(n) = 3 el (6.10)

n,i =1

Entartung: ry, linear unabhéingige EV zum EW a,

1 1 1
Sl =5 5wl =5 (6.11)

Zustand nach der Messung: (Zustandsreduktion)
e Messwert +h/2: |¢') = [1])
e Messwert —h/2: |¢') = [|1)

2+ 1ol =

anschlieffende Messung von Sg):
o Falls S = +7/2 — mit Sicherheit 5% = —h/2
o Falls S = —71/2 — mit Sicherheit S = +7/2

Die Teilchen 1 und 2 kénnen beliebig weit voneinander entfernt sein (cAt < Azl)
— keine Beeinflussung von 2 durch Messung bei 1! | Lokalit#t®

EPR: — Das Ergebnis der Messung von S§2) muss schon vorher feststehen!

Lokalitit: Keine Beeinflussung von 2 durch Messung bei 1
EPR — Das Ergebnis der Messung von S£2) muss schon vorher feststehen

Realismus: EPR: ,Kann man dem Wert einer physikalischen Gréfse mit Sicherheit vorhersagen,
ohne ein System zu storen, dann gibt es ein Element der physikalischen Realitét, das dieser
Grobe entspricht.”

Problem: Gleiches gilt bei Messung anderer Komponenten, z.b. 5’3(31), 5:(02)!
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QM: Sg(gz) und S,gQ) kénnen nicht gleichzeitig einen scharfen Wert haben! — Paradoxon (Es gibt
keinen quantenmechanischen Zustand, bei dem das Ergebnis einer (alternativen) Messung von

55;2) und ng) mit Sicherheit vorausgesagt werden kann, da es keine gemeinsamen Eigenvektoren
gibt!)

EPR; — quantenmechanische Beschreibung unvollstéindig!
(Falls man ,spukhafte Fernwirkungen“ [Einstein| ausschliefst!)

D.h,; |[¢) enthélt nicht die volle Information iiber das System. (D.h. die Bezeichnung ,Zustand®
ist nicht gerechtfertigt!)

— Frage: Kann die Quantenmechnaik durch Hinzunahme weiterer ,verborgener Parameter
vervollsténdigt werden? Wenigstens ein Prinzip?

Da bisher alle quantenmechanischen Voraussagen (Messwahrscheinlichkeiten) experimentell be-
statigt wurden, sollte diese Vervollstdndigung mit den Ergebnissen der QM kommutieren.

Berechnung von Erwartungswerten:
<S§1)> = (¢ )@gl)‘ ) =0 ebenso <S£2)> = 0; <§(1) : ﬁ> , <§(2) nﬁ> =0 (6.12)

Fiir das Quadrat einer Spinkomponente eines Teilchens kommt natiirlich immer % heraus.

Messung von S und s (beliebige Reihenfolge, oder gleichzeitig):

N ~ ~ h2
(SW@) = (1|88, (2)| ) = —(w | ((50)?) |w) = =7 (6.13)
ebenso: <(§(1)7’n)(§(2) ﬁ)> = —%
Jetzt: Messung von SM .G und S@ ..
(B ED i) = (]SSP 5| 9) =~ [SV)ED -5 v)  (619)
50 = g& ©1 (6.15)
(§M=a)(S - b) = §Va,8p, (6.16)
A (1) A K2
=88 a;by, = S oiokaiby @1 (6.17)
Fiir die Pauli-Matrizen gilt: ojo, = 0,51 + i€jp0y
ojora;by = ajbjl +iejpa; bio (6.18)
also:
(G-a)(¢-b)=a-bl+i(@xb)-& (6.19)
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*-5.1+ia-(ax5)]®1 (6.20)

[
S a) (5(2> -5)> ——Gd-b (6.21)

(S0 -a) (5@ -a)) = e (6.22)

Realistische, lokale kausale Theorie mit verborgenem Parameter

(QM wird jetzt nicht vorausgesetzt!) Annahme: Die Messergebnisse stehen vor der Messung
schon fiir alle méglichen Richtung von 7 bei beiden Teilchen Fest

Messen bei Teilchen 1 in Richtung @, bei Teilchen 2 in Richtung b. Abkiirzung:

%S(l) @ = My(a@) (6.23)
%g@) b= My(b) (6.24)
P(d@,b) := (My(@)Ma(b)),  [QM: P(d,b) = —a - b] (6.25)
bei gleicher Richtung: M (77) = —M>(n)
— P(a,b) = — (M (@) M (b)) (6.26)
Behauptung: Es gilt die Bellsche Ungleichung (J.Bell 1964)
P(@,b) — P(@,d)| <1+ P(b,?) (6.27)

-,

Beweis: Sei n(a, 3,7) der relative Anteil der Félle, bei denen M;(d) = a,Mi(b) = B und
M () = = ist.

(0, B,y ==%1, Y n(e,B,7)=1) (6.28)
a8,y
— P(d,b) =— > _ n(a,B,7)ap (6.29)
— P(d@,6) = — gn(a, B, 7)oy (6.30)
— P(@,b) — P(@,&) = - %;n(a,ﬂ,v)a(ﬁ -) (6.31)
= - %;n(%ﬁﬁ)aﬁ(l - By, BP=1 (6.32)
P(@,h) - P(@d) < ZB: Z(a, B.7)(1— ) = 1+ P(5,¢) (6.33)
abry
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Beispiel: @ = (1,0,0); b=(0,1,0), &= —=(1,1,0)

QM: P(db)=0, P@@d=-Y Pbe)=-—

P(@b) - P@a@ )| = Y= = 0.707 (6.34)
(6.35)

) 5
1+ P(he=1— { — 0.292 (6.36)

Die Bellsche Ungleichung verletzt!
Experimente:
e Bellsche Ungleichung verletzt

e Ergebnisse mit QM vertraglich (= Mindestens eine der Voraussetzungen bei der Herleitung
der Bellschen Kugel muss verletzt sein.)

Allgemeine Meinung: Realistische, lokal kausale Theorien sind damit ausgeschlossen. Es gibt
instantane Korrelationen (,EPR-Korrelation®), aber keine instantanen Wechselwirkungen!
(,Gott wiirfelt so, dass die Ergebnisse weit entfernter Messungen vollig zusammenpassen®)
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7 Pfadintegral-Formulierung der
Quantenmechanik

d A
ihIpsi(t)) =H[¢)  Schrodinger-Bild (7.1)

Sei H nicht (explizit) zeitabhingig

= () =" M (0)) (72)

Ortsdarstellung (eindim. Fall):
(o, t) = (@) = (xle” 1 p(0)) 1=/dcvollro><%o\ (7.3)
_ / dzo (e 120} (o [1(0)) (7.4)
- / dao K (2, £ 20) a0, 0 (7.5)

Hier haben wir abgekiirzt mit
K(z,t;20) = (zle"#8z) Propagator® (7.6)

bzw. dem Feynman-Propagator (= Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir ,,Ubergang* von |zg) nach
|x) nach Ablauf der Zeit t)

Man beachte: |z) uneigentlicher EV

(2'|z) = 6(z — 2') (7.7)
K(x,0;x0) = 6(x — x0) (7.8)
ith(a:, t o) = HK (2, t; x0) (H in Ortsdarstellung) (7.9)

ot

Zunidchst: Berechnung des Propagators fiir ein freies Teilchen: Hamilton-Operator Hy = 2%1

1= / dp|p) (p| (7.10)

(z|p) = \/ﬁe‘ﬁpw (7.11)
uneig. EF von p = fli(?am (7.12)
®'lp) =d(p 1) (7.13)
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(aleHa0) = [ dp(alp) ple Ha0) (7.14)
= \/L/dpe;pwe%p%@m& (7.15)
2mh
1 o i i
=5 dpen?(T=0) ¢~ g Pt Gaufisches Integral (7.16)
™ oo
m \1/2 . (z—20)?
K : = —_— 1
— o(x,t;x0) (27Tiht) exp [lm T (7.17)

Jetzt: H=Hy+ V(%) V=V({&)
o K(x,tao) = (x|e” F HotV) 200 (7.18)
Da H und P nicht kommutieren, ist e~ # (Ho+V) #* e wHog—7% ), aber es gilt die ,Trotter-

Produktformel*:

—HHAY) — gy (e i Hog = th)> (7.19)

n—o0

[§]

[Vor.: Ho und V selbstadjungiert, Ho + V wesentlich selbstadjungiert auf dem Durchschnitt der
Definitionsbereiche|

—  K(ot30) = lim (s] (e iflong =75 V) )"\x0> (7.20)
Einschieben von Einheitsoperatoren [ dzj|z;)(z;| j =1,2,...,n—1)
n—1
~  K(z,two) = lim [ day-- dxM]HO@Hﬂe—éi e i V) |z;) (7.21)
mit x, = x
(gsale e F D) = o= mV ) (g o Ao |ag) = oMV @) Ko (a0, i) (722)

[/ mn 1/2 ie |m (xj41 —; 2 Lt
- (27riht> P [h {2 <5 = V(z;) mite = (7.23)

Daraus folgt die Feynman-Kac-Formel:

. n—1 2
_ m \"/2 ic m (xj41 — T,
K(z,t;xg) = 11_>ngO dey - dep—q (T) exp | - {2 (JHEJ) - V(:Uj)}

Im Limes n — oo (¢ — 0) wird eine beliebige Bahn von x¢ nach x beschrieben!

e Z {m (xﬁl)z - V(xj)} (7.25)

f(:rj)mgl /Ut at’ {“21 <i§/’>2 _ V(m/(t’))} = /OtLdt/ = Wia] (7.26)
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KAPITEL 7. PFADINTEGRAL-FORMULIERUNG DER QUANTENMECHANIK

Symbolisch: ,,Pfadintegral® (oder auch ,Funktionalintegral“) von Richard Feynman 1948
K(z,t;20) = /Dx’e%W@/l (7.27)

mit Dz’ = lim,,_ye0 (27:%15)1/2 dzq -+ dx,—1 (Limes nach Ausfithrung der Integration!)

(Integriert wird iiber alle Wege 2/(t') mit 2/(0) = o und z/(t) = x)

Bemerkung:

1. Dirac hat schon 1933 bemerkt, dass Ko(x,t;xo) o exp [%Wklas&]
fiir Koo, t20) = (5245)” exp [im @520 .

2miht
Die klassische Bewegung von xg nach x fiir ein freies Teilchen erfolgt mit konstanter Ge-

schwindigkeit =%

t _ 2 _ 2
— Wilass. = / (xtx())> dt’ = Tn(mthO) (7'28)
0

K o< exp [1Wiass.] gilt auch fiir harmonischen Oszillator! [(V/(%)) = V'((%))]
Klassischer Grenzfall

QFT

Ot W

Interpretation von Gleichung 7.21:

67%121087%0) = ef)‘%(HOJrV) + 0(52) (729)

Interessante Literatur hierzu: Quantum Mechanics and Path Integrals Feynman & Hibbs 1965
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