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6 Thermische Eigenschaften des Kristallgitters

6.1

1.

6.2

Mittlere thermische Ausdehnung einer Kristallzelle

Schétzen Sie fiir eine primitive Elementarzelle eines Natriumkristalls bei 300 K die mittlere
thermische Volumenausdehnung AV/V ab. Nehmen Sie dazu den Kompressionsmodul B
zu 7x 10? J/m? an. Beachten Sie, dass die Debye-Temperatur mit 158 K geringer als 300 K
ist, so dass Sie eine klassische Betrachtung machen kénnen.

. Benutzen Sie dieses Ergebnis, um die mittlere thermische Schwankung Aa/a der Gitterkon-

stanten abzuschéatzen.

Nullpunkts—Gitterauslenkung und Dehnung

. Zeigen Sie, dass in der Debye-Naherung am absoluten Nullpunkt das mittlere

Auslenkungsquadrat eines Atoms aus seiner Ruhelage durch

3hw}
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gegeben ist, wobei vy die Schallgeschwindigkeit ist. Zeigen Sie zunéchst, dass die mittlere
quadratische Schwingungsamplitude (r2_ ) = (h/pV){w™!)p ist, wobei V das Probenvol-
umen, p = mN/V die Masssendichte und (g(w))p = >_,, g(wqr) ist. Leiten Sie daraus
die mittlere quadratische Auslenkung (r?) = (2. )/2 ab.

. Zeigen Sie, dass (w™!)p und damit (u?) fiir ein eindimensionales Gitter (einatomige Ba-

sis, Auslenkung u) divergieren, dass jedoch das mittlere Dehnungsquadrat ((Ou/0z)?)
endlich ist. Gehen Sie dazu von der Form ((Qu/0x)?) = i >y q?u? . fiir das mittlere

2 max
Dehnungsquadrat aus und zeigen Sie, dass im Fall einer Kette aus N Atomen, von denen

jedes die Masse m hat, gilt
ou\?\  hdL
oz ~ 4rmNv3

wenn nur longitudinale Zustinde beriicksichtigt werden. Die Divergenz von (r?) ist aber
flir keine einzige physikalische Messung signifikant.



6.3 Spezifische Warme eines eindimensionalen Gitters und eines Stapels aus
zweidimensionalen Schichten

1. Zeigen Sie, dass in Debye-Néherung die spezifische Warme eines eindimensionalen Gitters
aus identischen Atomen fiir tiefe Temperaturen (7' < 0p) proportional zu T'/0p ist. Hierbei
ist fp = hwp/kp = hmvs/kpa die fiir eine Dimension giiltige Debye-Temperatur; kg ist die
Boltzmann-Konstante und a der Abstand der Gitteratome.

2. Betrachten Sie einen dielektrischen Kristall, der aus einem Stapel von zweidimensionalen
Atomschichten aufgebaut ist, wobei aneinandergrenzende Schichten nur schwach aneinan-
der gebunden sein sollen. Wie sieht Threr Meinung nach im Grenzfall sehr tiefer Temper-
aturen der Ausdruck fiir die spezifische Warme aus?
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6 Thermische Eigenschaften des Kristallgitters

6.1 Mittlere thermische Ausdehnung einer Kristallzelle

1. Das Kompressionsmodul B ist, wie in der Vorlesung gezeigt wurde, definiert als zweite
Ableitung der potentiellen Energie U nach der Volumenénderung AV:
2
g - yau@ay)
d(AV)?
Durch zweimaliges Integrieren erhélt man daraus die potentielle Energie, die mit der ther-
mischen Ausdehnung verbunden ist (harmonische Naherung, vgl. Vorlesung):

1 AVN? 1

Dies entspricht der potentiellen Energie %C’xQ einer gespannten Feder mit der Federkon-
stante C'. Wir setzen die potentielle Energie hier gleich kgT/2 und nicht gleich 3kpT'/2,
da wir bei der reinen Volumenausdehnung nicht alle Freiheitsgrade angeregt haben. Die
Freiheitsgrade, die zu Verscherungen (Schermodul) und Verdrehungen (Torsionsmodul)
gehoren, sind eingefroren. Diese Gleichung lasst sich nun nach der relativen und der ab-
soluten Volumenanderung auflosen:

AVN\?  kgT AV [kgT [kgTV
% BV % BV B

Wir benutzen kpT = 4.14-1072! J = 25.8 meV bei 300K und a = 4.225 A = 4.225x 107" m
fiir einen Natriumkristall. Benutzen wir V = a3, so erhalten wir (AV)? = 4.46 x 10759 m®
und daraus (AV)pms = 6.67 X 10739 m3. Fiir die relative Anderung des Einheitszellenvol-
umens erhalten wir AV/V ~ (0.088.

2. Fiir isotrope und kubische Systeme gilt

AV = (a+Aa)—a®=d®+3a*Aa+ - —a® =3a*Aa
AV 3080 susa yAa
Vo ad B a

Somit erhalten wir fiir die relative Langenénderung Aa/a =~ 0.029.




6.2 Nullpunkts—Gitterauslenkung und —Dehnung

Um diese Aufgabe zu 16sen, argumentieren wir wie in Blatt 5, Aufgabe 3.1 und beginnen mit
der Gesamtenergie Fiot eines klassischen dreidimensionalen harmonischen Oszillators

i . 1 . 1
Eioy = Ekin(r) + Epot (T) ) Ekin(r) = 57717’2 5 Epot (7”‘) = 507’2
Hierbei ist C die Kraftkonstante, die iiber C' = mw? mit der Atommasse m und der Schwingungs-
frequenz w zusammenhéngt. Fiir die maximale Auslenkung ist Ey, = 0 und Epot(rmax) =
Crpax/2- Setzen wir Crp,,. /2 gleich der Grundzustandsenergie fiw/2 des harmonischen Oszilla-
tors, so erhalten wir (vgl. Ubungsblatt 5, Aufgabe 3.1):
h 1
r2 = ——
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Das iiber alle 3N Schwingungsmoden gemittelte maximale Amplitudenquadrat erhdlt man dann

in der Form
h /1 R /1 1 1
2 _ iyl _ v /2 . = _
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qr

wobei wir die totale Masse M = Nm sowie die Massendichte p = M/V eingefiihrt haben. Der
Index D deutet an, dass wir die Summen {iber Wellenvektoren q im Rahmen des Debye-Modells
(vgl. Vorlesung) auswerten wollen:

fip = ;mn _ /0 ¥ 4D () (w)
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1. Auf unser Problem angewendet, haben wir nun auszuwerten

1 3V / “D d 3V,
— = — W = ———Ww
w/p 27203 Am2p3 D
Daraus erhilt man sofort
2 3h Cu']%
<Tmax> 42 pv3
1 3h w?
2\ _ 2 _ D
<7’ > = 5 <T’max> = @p’l):g qed
S

2. In einem eindimensionalen Gitter kann man fiir das mittlere Auslenkungsquadrat schreiben

(u?) = % (Uax) = %% <i>D



Hier bezeichnet u die Auslenkung in einer Dimension. Fir D = 1 gilt allgemein (vgl.

Ubungsblatt 8, Aufgabe 5.6):

frp = Zf<wq> - / * dwDy (@) f(w)
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und man erkennt sofort, dass

1 L / “D dw
w/p sy w
und damit auch <u2> an der unteren Grenze divergiert.
Anstelle des mitteren Auslenkungsquadrats {(u?) kann man auch das

Dehnungsquadrat
ou\*\ 11 2,2
ax - 2N q max

studieren. Wir starten wieder von dem einfachen Ansatz

2
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A mw A mw

Mittelt man diesen Ausdruck iiber alle N Schwingungsmoden
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Damit konnen wir schreiben
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6.3 Spezifische Warme eines eindimensionalen Gitters und eines Stapels aus
zweidimensionalen Schichten

1. Wir starten von dem Ausdruck fiir die innere Energie U fiir ein eindimensionales System



und man kann schreiben
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Die spezifische Wérme ergibt sich daraus als

oU 70 2 L T w2 T
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v <8T)T 3a >\ 6p 37 P\ 6p
2. Ein solcher Kristall ist im Wesentlichen ein lineares Gitter aus entkoppelten zweidimen-

sionalen Lagen. Wir konnen deshalb das Ergebnis aus dem 1. Aufgabenteil auch hier
verwenden. Wir erhalten also in gleicher Weise Cy (T) o< T bei tiefen Temperaturen.



