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5 Dynamik des Kristallgitters

5.2 Lineare monoatomare Kette (2)

Betrachten Sie eine lineare monoatomare Kette aus dquidistanten Atomen der Masse M im
Abstand a, die um ihre Gleichgewichtslage kleine Schwingungen ausfithern kénnen (longitudinale
Polarisation, harmonische Né&herung). Eine Wechselwirkung bestehe ausschlieflich zwischen
néchsten Nachbarn und sei durch die Federkonstante C' charakterisiert. Die Position des n—ten
Atoms sei durch z,,(t) = na + uy(t) beschrieben.

1. Zeigen Sie, dass die Auslenkung u,(t) des n—ten Atoms der Differentialgleichung

T80 (1) — i (8) — e (1) )

genigt.
2. Losen Sie Gleichung (1) mit dem Ansatz u,(t) = uo(t)e’® und leiten Sie eine Dispers-
ionsrelation zwischen Frequenz w und der Wellenzahl ¢ ab.
3. Diskutieren Sie den langwelligen Limes ga < 1 und zeigen Sie insbesondere, dass sich aus
(1) die (Schall-) Wellengeichung
0?u(x,t) B 262u(;1c,t) B

o2 gz 0

ergibt, wenn man zur Kontinuumsbeschreibung u,41(t) = u(x %+ a,t) ibergeht.

5.3 Lineare Kette aus zweiatomigen Molekiilen

Untersuchen Sie die Grundschwingungen einer linearen Kette aus zweiatomigen Molekiilen, die
aus gleichen Atomen der Masse M bestehen. Der Abstand der Atome im Molekiil und der
Abstand zwischen den Molekiilen soll gleich sein und a/2 betragen (siehe Abbildung). Die



Kraftkonstanten zwischen den Atomen desselben Molekiils soll C7; = 10-C und zwischen Atomen
zweier benachbarter Molekiile Co = C betragen. Die Kopplung mit iibernachsten Nachbarn soll
vernachléssigt werden. Wir erhalten so eine lineare Kette aus Atomen mit Masse M und Abstand
a/2, bei der die Federkonstante zwischen den einzelnen Atomen abwechselnd grofi und klein ist.
Diese Anordnung stellt ein einfaches Modell fiir einen Kristall aus zweiatomigen Molekiilen wie
z. B. Hy dar.
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Bestimmen Sie w(q) bei ¢ = 0 und ¢ = 7. Fertigen Sie eine Skizze fiir die Dispersionsrelation

an und diskutieren Sie diese.

5.4 Lineare Kette mit iibernachster—Nachbar—Wechselwirkung

Betrachten Sie eine lineare Kette aus identischen Atomen bei den Positionen x, = na, n =
1,2,.... Die Wechselwirkung sei quasi-harmonisch. Die Kopplungskonstante zwischen
tibernéchsten Nachbarn sei (1/r) mal so grofl (v = 2,3,...) wie die Kopplungskonstante zwis-
chen den nachsten Nachbarn; zwischen weiter voneinander entfernten Atomen sei sie Null.

1. Bestimmen Sie die Dispersionsrelation w(q) und skizzieren Sie diese.

2. Fiir welche ganzzahligen Werte v liegt das Maximum in der Dispersionskurve bei Wellen-
zahlen ¢ < 7/a?

3. Wie grof} ist die maximale Frequenz einer ungedampften Welle?

Wie grof} ist die Schallgeschwindigkeit?

5. Diskutieren Sie den Fall v = 2.

e~
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Losungen der Ubungsaufgaben Zur

Festkorperphysik I, WS 2010/2011

5 Dynamik des Kristallgitters

5.2 Lineare monoatomare Kette (2)

Wir gehen bei unseren Rechnungen von der Position der Atome
Zn(t) = na + up(t)

aus, bei der u,(t) eine kleine Auslenkung aus der Gleichgewichtslage des n—ten Atoms bedeutet.
Die Parameter dieser Beschreibung sind (i) die Masse M der Atome und (ii) die Kraftkonstanten
C), die die Hookesche Kraft F;, zwischen den n-ten und dem n + p-ten Atom beschreibt

Fn = - Z CP [un(t) - un-‘rp(t)]
p#0

Die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet dann fiir die Kette

20,
D g = S C g 1) — a1
p#0

Unter der Annahme, dass C_, = C, kann man die Summe iiber den Index p wie folgt um-
schreiben:

Miin(t) = Z Cp [tntp — un] — Z Cp [tn+p — un]

p>0 p<0

Zp>0 C_plun—p—un]

= Z Cp [2un — Unyp — un—p

p>0



1. Fiir den Spezialfall néchster Nachbarn (C; = C—y = C und Cp, = C_, = 0 fiir p > 1)
ergibt sich

Miin(t) = Cluns1(t) — un(t)] + Clun—1(t) — un(t)]
= Clupt1(t) + un—1(t) — 2un(t)] g.ed.

2. Zur Losung dieser DGL versuchen wir nun den folgenden Lisungsansatz
U (t) = ug(t)e'd™®

Dies liefert sofort

Mit) = =3 Cy[2- 6 - et
p>0
— _9 Z Cp [1 — cos(pga)] uo(t)
p>0
o 2 (P42 = —Muw?
= 4ZC’psm ( 5 )Uo(t)— Mw™(g)uo(t)
p>0
—Mw2(q)

Wir haben somit eine DGL fiir einen harmonischen Oszillator mit einer wellenzahlabhangi-
gen Frequenz w(q) abgeleitet:

iio(t) + w’(Quo(t) =0

4 .9 pgqa 2
w(g) = i > Cpsin’ > = > Cp 1 — cos(pga)]
p>0 p>0

Im Spezialfall ndchster Nachbarn hat man dann mit C1 = C_1 = C:

Wwiq) = gsin2 qa _ 2C

i 5 = 37 L~ cosqa)]

Eigenschaften von w(q):

(a) Periodizitét
T
w(g) = w (q+n> D on=0,+1,42,...
a

(b) Paritat beziiglich ¢ — —q

w(i=q) = wl(q)
(¢) Maximum von w(q)
Wmax = max{w(q)} = \/]2\4 ZCP 11— (~1)] nn. o %
p>0



3. Verhalten im langwelligen Limes ga — 0. In diesem Limes spielen sich raumliche
Veradnderungen auf Langenskalen ab, die grofl gegen die Gitterkonstante a sind. Als Folge
davon ist eine Kontinuumsbeschreibung méglich. Die Dispersion lautet in diesem Limes

. _ 2 (pqa)®
o - (3 )

p>0
. 1 C 2 —
= a |37 Cop?q =1
p>0
Vs
a? ci=c |Ca?
Vg = MZCPPQ 1: W
p>0

Zur Ableitung einer Schall-Wellengleichung im langwelligen Limes kann w,(¢) als kon-
tinuierliche Funktion von einer reellen Variablen x aufgefasst werden:

Un (t)

N
un:l:p(t) -

FEine Taylor—-Entwicklung ergibt
Ju(z,t) n p?a® 0%u(x,t) n

Untp(t) = u(z £ pa,t) = u(x,t) £ pa

ox 21 0x?
Diese Taylor-Entwicklung kann man nun in die Hookesche Kraft einsetzen
Fo = =Y Cp2un(t) = tnip(t) — un—p(t)]

p>0
= - Z Cp [2u(x,t) — u(x + pa,t) — u(z — pa,t)]

p>0

Guact a)? 0%u(x,t ou(x,t a)? O%u(x,t
Y0 a2t P Pulen) | Guket) o Pute)
2 Ox Ox 2 Ox

p>0

a? 82u(x t) 0?u(z,t)
= M—) Cyp? = Mv?

M p>ZO PP a2 T2

—_———

—n2
=g

Wir haben somit im langwelligen Limes die eindimensionale Wellengleichung

O*u(x,t) 2 0?u(x,t)
ot? 5 0x?

flir die lineare monoatomare Kette abgeleitet.
5.3 Lineare Kette aus zweiatomigen Molekiilen

Wir betrachten eine Kette mit zwei unterschiedlichen Atomen, die allerdings gleiche Masse
(M) haben sollen. Dabei sei u,, die Verschiebung des n-ten Atoms der einen Sorte und v,, die



Verschiebung des n-ten Atoms der anderen Sorte. Die Bewegungsgleichung kénnen wir dann
wie folgt angeben:

M, = C'1 (Un - un) + 02 (Unfl - un)
Mv, = Cy(up—vpn)+ Co(Upt1 — vp)
Zur Losung dieses Differentialgleichungssystems machen wir den Ansatz

un(t) _ qui(qna—wt)

Un (t) — eri(qnafwt)
Einsetzen ergibt das folgende algebraische Gleichungssystem:
C1 (vo — up) + Co (voe*iq“ —up) + Mw?ug = 0
& (uo — Uo) + Cy (quiqa — Uo) + MW2U0 =0

Dies ist ein homogenes, lineares Gleichungssystem, fiir das eine nicht—triviale Losung existiert,
wenn die Koeffizienten—Determinante verschwindet, also

(Cl + CQ) — Mw2 —(Cl + Cge_iqa)
—(Cl + CZqua) (Cl + CQ) — Mw?

Dies kénnen wir ausmultiplizieren und erhalten
[Mw? — (C1 4+ Co)? = (C1 4 Cae ™) (Cy + Coe™) = O + C2 +201Cy cosqa
= C24 0242010y — 20105 (1 — cosqa) = (Cy + Co)* — 40, Cy sin? %

= 0

Die beiden Losungen dieser quadratischen Gleichung lauten

1
W:Qt — #iﬂ\/cf—i-(g—i—QCngcosqa
1
_ % + M\/(c1 + C)? — 40, Cy sin® %

1. Wir untersuchen zunéchst den langwelligen Limes ¢ — 0. In diesem Fall kann man die
Wurzel und den Sinus (Taylor-) entwickeln

2 . 9 qa CiCy . 5qa
4 @ _ 142 2?0
\/(01 + CQ) C1Cysin 9 (Cl + 02)\/ (Cl n 02)2 Sin 5
2 2
q“a®  C10
= (C1+0Cy) |1-
(C1+ 2)[ 2 (Cr + Co)?
und man erhalt die beiden Losungen
2 2
wi = 201;/:[02 — q2 ]?4 C?:—Cé’g (optischer Zweig)
2 2
wr o= q2 ]\i[ C?{Foég (akustischer Zweig)
und damit fiir ¢ — 0
22
Wy :\/ A+ ) = C (optischer Zweig)
M
C1Cha? 10Ca?
w- =\ 537 (101 Z_Z ) oM a4 (akustischer Zweig)



2. Im Fall ¢ = 7/a gilt sin?(ga/2) = 1 und man erhilt

\/(Cl + 02)2 —4C1Cy sin? % = \/(Cl + 02)2 —4C1Cy = C1 — Oy
C1+ Cs C1 —Co

2
p— :I:
CL):t M M
und somit
2C 20C
Wy :\/ Wl =\ (optischer Zweig)
2C! 2C
W = WQ =\ (akustischer Zweig)
1.0 A —— —
- optischer Zweig ]
o (2(C.AC )M (2c /M)
=
—~ 0.6
O
+\—1
Q 0.4 (o a2
N i \Lb IIVI)
S 2
3 /
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ooLb———r EE— R —
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In der Abbildung sieht man den ungefihren Verlauf der Dispersionsrelation. Fiir die eindimen-
sionale Anordnung gibt es genau einen optischen und einen akustischen Zweig, zwischen denen
bei ¢ = £7/a eine Frequenzliicke existiert. Die Bezeichnungen “akustisch” und “optisch” kom-
men daher, dass bei akustischen Schwingungen grofler Wellenldnge auch alle Atome in Phase
mitschwingen. Bei der optischen Schwingung ist die Auslenkung der beiden Atome dagegen
gegenphasig, wobei der Schwerpunkt sich nicht bewegt. Bei Ionenkristallen (z.B. NaCl) koppeln
optische Moden gut an elektromagnetische Wellen an, weshalb man sie optisch gut anregen kann.

5.4 Lineare Kette mit iibernachster—Nachbar—Wechselwirkung

Wir setzen unser Bezugsatom auf den Gitterplatz z,, = na = 0, die Atome mit der Federkon-
stanten C' auf die Plitze —a und +a und die Atome mit der Federkonstanten C'/v auf die Plétze
—2a und +2a usw. Als Bewegungsgleichung fiir die Auslenkungen wu,(t) ergibt sich dann unter



Annahme eines harmonischen Potentials
Mi, = Clup—1—up|+ Cups1 — uy)

C
+ — [Un—Q - Un] + — [un+2 - un]
12 1%

= luntz +un—2 = 2un] + C uns1 + tp-1 — 2un]
1. Mit dem Ansatz
un(t) _ uoei(qnafwt)

erhalt man hieraus

C . . .
—Muw?yy = — [e%q“ + e~ 2iqa _ 2] i
v
+ C [eiq“ +e7M0 — 2] uQ
C
Mw? = 2—[1— cos2qa] +2C[1 — cos qa]
v
4C
w? = i sin? qa + U sin? %

wobei wir die Identitéit 1 — cos z = 2sin? z/2 benutzt haben. Die gesuchte Dispersionsre-
lation lautet somit

4C 1
Wwiq) = 7 [sin2 % + - sin? qa}
SchlieBlich verwenden wir noch
sinz = 2sin - cos =« sin?z = 4sin® = cos? =
2 2 2 2
und erhalten als Dispersionsrelation
4C 4
W) = 573 sin? % [1 + = cos? q;]
C|. qa q
- oGl o o
w(q) A7 1S \/[+Vcos 2]
vzoo o [C qa‘
= — |sin —
M 2
2. Das Maximum von w?(q) folgt aus der Gleichung (z = ga/2)
.2 4 o
f(z) = sin“z |1+ —cos”x
v
! . [ 4 2 i 02 4 :
fi(x) = 2sinzcosz |1+ —cos”x| —sin® x—2sinz cosx
v v

. [ 4 4 4
= 2sinzcosx |1+ —cos“x — —sin“x
v v

v

[ 4
= 2sinxcosx 1+(1—2sin2:c)} =0



daraus folgt sofort

. 9 v 4 4+v
= — 1 — =
sin” x 3 < + 1/) 3
Man beachte, dass die obigen Gleichungen eine Schlussfolgerung tiber die Existenz eines
Maximums in der Dispersionskurve w(q) fiir ¢ < 7/a zulassen: aus max{sin?z} = 1 folgt

namlich dass v nur die Werte v = 2, 3,4 annehmen kann. Fiir v = 5 liegt das Maximum
bei ¢ = 7/a, wie im Fall v — co.
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3. Fiir die maximale Frequenz haben wir somit das Resultat erhalten:

_ 2
C44+v [1+44 1/] :40(4+u)

v 8 M 16v

und man erkennt, dass fiir die Fille v = 2,3,4 das Maximum bei Wellenzahlen ¢ < 7/a
liegt. Im Spezialfall v = 2 ergibt sich:

3 /C
Wmax = max{w(q)} = \@\/;

4. Die Schallgeschwindigkeit vg erhalten wir als Steigung der Dispersionskurve fiir ¢ — 0:

4
wlg = 2 sin%‘\/l—i—;cosgq—;

|
M
v = { 30(;2(1) }qﬁo




In diesem Limes kann man schreiben

sin q2a Ry q; und cos % ~1
und man bekommt als Resultat
C qa\/ 4 4+v [Ca?
= /= 14— =
w(q) M 2 + v v M 9
B \/4+y\/0a2 V_Q\/ Ca?
U= vy VT M

10



