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8 Energiebander

8.2 Tight—binding Modell (1)

Fiir ein orthorhombisches Gitter ergebe eine tight-bindung-Rechnung die Bandstruktur F(k) =
Ey — 2 [ty cos kya + t, cos kyb + t, cos k.c| wobei die Langen a, b und ¢ die Abmessungen der
Einheitszelle darstellen.

1. Berechnen Sie die Komponenten des Vektors der Gruppengeschwindigkeit

10E(k)
VT ok
2. Zeigen Sie weiterhin, dass der Tensor der effektiven Masse
1 0E(k)

-1 _ -
M0}, = 5 Ok,.Ok,

fiir alle Vektoren k diagonal ist.
3. Diskutieren Sie den Spezialfall, dass k in einer Umgebung des Zentrums I' der Brillouin—
Zone liegt.

8.3 Bandiiberlappung

Zeigen Sie, dass fiir ein eindimensionales System kein Bandiiberlapp auftreten kann.

8.4 Reduziertes Zonenschema

Betrachten Sie die Energiebénder von freien Elektronen in einem fce-Kristall in der Ndherung
des leeren Gitters und zwar im reduzierten Zonenschema. Dabei sind alle k-Vektoren so trans-
formiert, dass sie in der ersten Brillouin-Zone liegen. Skizzieren Sie in der [111]-Richtung die
Energien aller Bander bis zum Sechsfachen der niedrigsten Bandenergie an der Zonengrenze bei
k = {n/a,m/a,m/a}. Nehmen Sie diesen Wert als Energieeinheit. Diese Aufgabe zeigt, warum
Bandkanten nicht unbedingt in der Zonenmitte liegen miissen. Diskutieren Sie qualitativ, was
passiert, wenn ein endliches Kristallpotenzial berticksichtigt wird.



8.5 Tensor der effektiven Masse

Fiir Elektronen nahe einem Bandextremum im Punkt kg der Brillouin—Zone (Minimum oder
Maximum) hat die Bandenergie die Form

h2
E(k) = const + Ek M1k

wobei kvon kg aus gerechnet und der Tensor der effektiven Masse M = M (k) unabhéngig von
k sei und als diagonal angenommen werden soll:

miq 0 0
M = 0 meo 0
0 0 ms

Berechnen Sie die elektronische Zustandsdichte und daraus den elektronischen Beitrag zur spez-
ifischen Warme aus der Bandstruktur E'(k). Vergleichen Sie das Resultat mit dem fiir freie
Elektronen und zeigen Sie, dass die effektive Masse m* in der Zustandsdichte und der spezifis-
chen Wérme aufgrund der Bandstruktur E(k) gegeben ist durch

wl—=

m* = ([M])

wobei |M| =detM. [Hinweis: Substituieren Sie iik; = /2m;w;]!

8.6 Tight—Binding—Modell (2)
Die Bandstruktur des vereinfachten tight—binding-Modells hat die Form

E(k)=FEo—t) R
J

wobei die Summe iiber solche Vektoren des Bravais—Gitters lauft, die den Ursprung mit seinen
nichsten Nachbarn verbinden. Die Grofie ¢ ist das fiir alle néchsten Nachbarn als gleich
angenommene Uberlappungsintegral.

1. Berechnen Sie E(k) fiir ein fce-Gitter

2. In der Néhe des I'-Punktes kann man eine Taylor-Entwicklung von FE(k) nach k
durchfiihren und erhalt so einen Zusammenhang mit dem Spektrum “freier” Elektronen
der effektiven Masse m*. Wie héngt die effektive Masse m* vom Uberlappungsintegral ¢
und der Gitterkonstante a ab?

3. Wie gro muss ¢ fiir @ = 3A sein, damit die effektive Masse gleich der Masse der freien
Elektronen ist?



8.7 Periodisches Potential

Betrachten Sie ein quadratisches Gitter in zwei Dimensionen mit dem Kristallpotential

2 2
V(z,y) = —4V cos T s 1Y
a a

Berechnen Sie ndherungsweise die Energieliicke fiir den Eckpunkt {7/a,7/a} der Brillouin—
Zone. [Hinweis: benutzen Sie die in der Vorlesung abgeleiten gekoppelten Gleichungen fiir die
Fourier—Koeffizienten Cy der elektronischen Wellenfunktion

h2K?

(exk — E)ex + Z Veckea =0 ; e =
G

2m

und zeigen Sie, dass es geniigt, ein 2 X 2—Gleichungssystem zu l6sen.
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8 Energiebander

8.2 Tight-Binding Modell (1)

Unser Ausgangspunkt is eine tight—binding-Bandstruktur fiir ein orthorhombisches Gitter (nur
Uberlapp zwischen néchsten Nachbarn berticksichtigt):

E(k) = Ey — 2 [tq cos kya + ty, cos kyb + t. cos k.|

1. Wir berechnen zunéchst die Ableitungen (a — a1, b — a2, ¢ — a3)

0F(k
31{(:“ ) = 2t,a, sink,ay,
Daraus ergibt sich der Vektor vy der Gruppengeschwindigkeit zu
1 9 teasinkza
Vi = ﬁVE(k) = - tbbsin kiyb
teesink,c

2. Die zweiten Ableitungen der Bandstruktur ergeben sich in der Form

02E (k)
0k, 0k,

_ 2
= 2t“au cos ka0,

Gemischte Ableitungen treten also nicht auf. Folglich ist der Tensor der effektiven Masse
fir diese Bandstruktur diagonal:

1 2tuai 1
{M (k)}w = =3 08 kuau6,, = o8 kua; .,
m
mia cos kza 0 0
= 0 m%) cos kyb 0
0 0 mic cos k,c
h2
m., =
i 2t#ai



Der Tensor der effektiven Masse ist zwar immer diagonal (Artefakt der einfachen Band-
struktur), er hiangt jedoch von k ab.

3. Eine Taylor-Entwicklung nach k in einer Umgebung des I'-Punktes der Brillouin—Zone
liefert

E(k) = Eo—2(ta+ty+tc) + taa®ki + tyb’k;, + toc’k?
h2
= Ey—2(tq+ty+1t.)+ k- M 0) -k + O(k%)

Daraus ergibt sich die Gruppengeschwindigkeit vy als

9 taaZky
vi=> | tb?k, | = M H0) -k + O(k?)
A tec?k,

Schlieilich bekommt man fiir die effektive Masse das Resultat

M (k) = M 1(0) + O(k?)

8.3 Bandiiberlappung

Die Schrodinger-Gleichung in einer Dimension ist eine gewohnliche Differentialgleichung 2. Ord-
nung. Im Gegensatz dazu haben wir es fiir zwei- oder dreidimensionale Systeme mit partiellen
Differentialgleichungen zu tun. Differentialgleichungen 2. Ordnung haben fiir einen vorgegebe-
nen Satz von Parametern (z.B. fiir feste Energie) nur zwei linear unabhéngige Losungen. Nach
dem Bloch-Theorem ist die Wellenzahl eine gute Quantenzahl. Solange die Zeitumkehrsymme-
trie nicht verletzt ist, muss ferner E(k) = E(—k) gelten. Das heifit, es konnen keine weiteren
Losungen fiir diese Energie existieren und damit ist ein Bandiberlapp unmoglich.

8.4 Reduziertes Zonenschema

Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen ist ein fcc—Gitter, charakterisiert durch die Gittervek-
toren

ay =< {1,1,0} , ay=={0,1,1} , a3=={1,0,1}
2 2 2
Das zugehorige reziproke (fcc—) Gitter wird von den Vektoren
2 2 2
by = —{1,1,-1} , by="2{-1,1,1} , bg=—{1,-1,1}
a a a

aufgespannt. Daher lautet die allgemeine Form des reziproken Gittervektors

9 o h+k—1
Guy = —{h(é1+ér—é3)+k(—€1+éx+6é3)+(é1—er+eé3)}=—| —h+k+I
“ CN\ h—k+i

Die moglichen k—Werte in der (111)-Richtung vom Zentrum bis zur Brillouin—Zonengrenze kann
man durch

27 1
k=—{1,1,1} - x ; € |0, =
T e o]

5



parametrisieren. Wir betrachten freie Elektronen fiir die die Energiedispersion lautet

21,2
E(k):hk

2m

Die Energiebander lassen sich mit der Parametrisierung durch die Variable x wie folgt klassi-
fizieren:

h2
Eg(k) = %(k+G)25Ehkl(x)
R (2m\?
= 2m<;> [(:1;+h+k—l)2+(x—h+k+l)2+(x+h—k+l)2}
W (2m\? 2 2 2, 72
= 5\ [32% + 2z (h+k +1) + 3 (h* + k* +1%) — 2z (hk + hl + kl)]

Das unterste Energieband ergibt sich fir h =k =1=0:

K2 R (21
Egoo(l‘) = El(CL‘): om :2m<a> 3332

Der Maximalwert von Ej(z) ergibt sich fir z = 1/2:

hkl | Eng(2)/E1 (3) | Ena(0)/Er (3) | Enw(3)/E1 (3) | Entartung | Band-Index
000 42? 0 1 1 1
100

010 | 3[32% + 2z + 3] 4 9 3 5
001

110

101 | 3[32% 4+ 4x +4] 8 9 3 7
011

111 4(1 + z)? 4 9 1 6
100

010 | 3[32% — 2z + 3] 4 4 3 3
001

110

101 | 3[32% — 4z + 4] ¥ ¥ 3 4
011

111 4(1 — z)? 4 1 1 2




In der Abbildung sind die in der Tabelle zusammengefassten Energiebénder als Funktion pa-
rameters x graphisch dargestellt.
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Nota bene: Die Parabelschnittpunkte s; und so entsprechen weiteren Brillouin—Zonengrenzen.
Fiir einen Schnittpunkt gilt

(k+G1)? = (k + Gy)?
Setzt man
kK =k+ Gy und G' = G; — Gy
so erhélt man eine Bedingung fiir Brillouin—Zonengrenzen
(K +G)? = k2

Man erkennt somit, dass Brillouin—Zonengrenzen nicht immer an den Réndern des reduzierten
Zonenschemas liegen miissen.

8.5 Tensor der effektiven Masse

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Bandstruktur

kZ
h2 2 mi ]?2
E(k) = const + ?k M.k = const + 5 0 ;=
0 o0 X



Fiir solche Systeme taucht nun das allgemeine Problem auf, Wellenzahl- oder k—-Summen des
Typs

A=) Ak) = 2/d3kA(k)
ko

zu berechnen. Dieses Problem kann elegant mit der Substitution (vgl. Hinweis im Angabenblatt)

ﬁki = Qmiwi

1
&k = dkydkydks = ﬁ\/SmlmgmgdSw
1 1
= ﬁ\/ 8|M|d3w = ﬁ\/8m*3d3w

gelost werden, wobei die Abkiirzung

benutzt worden ist. Die Bandstruktur wird in der neuen Variable w sehr einfach:

2 (k2 k2 k2
E(k):<x+y+z> W2

2 mq meo ms

Mit d®w = w2dwd ), ist dann

A=2

m’v2m* dwa/dQ“’A(w)

mh3 ) 47

Ein Anwendungsbeispiel fiir die Grofle A ist die Zustandsdichte N (E), fiir die man identifizieren
kann

A(k) = A(w?) = 6(E — E(k)) = §(E — w?)

Damit wird

m*v/2m* [ o [ dy 9
m*v/2m* ds?

= dw? Vw2 “5(w? — B
m2h3 /47r (w )

. om*V2m*E

N m2p3

Daraus ergibt sich sofort das Resultat fiir die spezifische Warmekapazitéat: (vgl. Ubungsblatt
13, Aufgabe 7.7):

Cv(T) = T
y = TN
*2m*E
N(Er) m y<em By

m2h3



8.6 Tight—Binding—Modell (2)
Unser Ausgangspunkt ist die allgemeine Form der tight—binding-Bandstruktur

E(k)=FEy—t) e*R
J

t: Uberlappungsintegral
R;: Verbindungsvektor vom Ursprung zu allen nachsten Nachbarn.

1. Im fecc—Gitter gibt es 12 néchste Nachbarn auf den Positionen
a a a
R; = o {+1,41,0}, 7 {+1,0,41},5{0,+1,41,}

Daraus lésst sich E(k) berechnen. Das Resultat lautet

kya kza k.a kya k.a
2 2 2 2 2

k
Ek) = Ey—4t {cos;acos—l-cosxcos + cos —— cos

2. Eine Taylor—-Entwicklung um den I'-Punkt liefert

2.2 k2a2
Ek)=Ey — 475(1—]%;) (1— y?

2.2 2.2
o 1_k:xa 1_kza
8 8
]{222 2.2
~ oy (1o B (o ke
8 8

a’k?
= Ep —4t{3— 1 +O(k4)} = Ey — 12t + ta® - K?
3. Der Vergleich mit dem Energiespektrum freier Elektronen liefert
h2
ta® =
“ 2mx*

und somit die effektive Masse der Elektronen im tight—binding-Band:

mr_ 1 A UINEAL
m  t2ma®  t a

mit ag = h%/me? = 0.53... A dem Bohrschen Radius und [V| = me?/2h* = 13.6...eV
der Ionisierungsenergie des Wasserstoffatoms. Das Uberlappungsintegral lasst sich dann
wie folgt durch die effektive Masse ausdrcken

2
- ()
m* \ a
Im Fall m* = m bekommt man das folgende Resulat fiir das U'berlappungsintegral

2 2
t=W (%B) =13.6 (0'§3> = 0.42eV



8.7 Periodisches Potential
In der Vorlesung wurden fiir die Bloch—Wellenfunktionen der Form

w(r) _ Z Ckeik-r ’
k

welche elektronische Zustdnde im periodischen Potential
V(r) = Z iGT
G

beschreiben, gekoppelte Gleichungen fiir die Fourier-Koeffizienten Cy abgeleitet:

h?k?
(k= E)Cix+ > VaCikeg =0 ; e =
G

2m
Ziel dieser Ubung ist eine Analyse dieser Gleichungen fiir einen einfachen Spezialfall fiir das
Gitterpotential V(r):

2 2
V(x,y) = —4V cos Y os 1Y
a a

in einem quadratischen Gitter in zwei Dimensionen. Die reziproken Gittervektoren G im
quadratischen Gitter lauten

2
ng{u,y} ; mrEZ

Das Gitterpotential V' (z,y) besitzt die folgende Fourier—Zerlegung

- 2T

1 - 27 1 om o
V(xay) = —4V§ ((31273c + e_27$> 5 (el%y 4 e—l%y)

- -V Z ei%"(u:ﬁ-uy)
pr==+1

- _V Z eiG‘W-r

pr==+1

In der Summe auf der rechten Gleichungsseite treten also nur vier reziproke Gittervektoren
2T
G/LV:?{lhy} ; ,U,’U::I:]_

auf und wir konnen schreiben
h2k2
(e —E)Cxk= > VaCi-g,, ; &= —-—

2m
w,ry==+1

Wir interessieren uns im Folgenden fiir das Energiespektrum der Bloch—Elektronen in der Néhe
des Zonenrands

T
k=b:=-{1,1
")

10



Hier hat die kinetische Energie ¢ den Wert

o i (52) -2 (5 —2 (=) wal =

mit ag = h?/me? = 0.53A dem Bohrschen Radius und |Vp| = me*/2h? = 13.6eV der Ion-
isierungsenergie des Wasserstoffatoms. Zur Vereinfachung der Schreibweise fithren wir nun die
folgenden Abkiirzungen ein:

Cij = Cr=z{ij)
i T k=T Hig}
Dann folgt
(e —E)Cij =V > Cigpja
pr==+1
Insbesondere erhélt man an den Eckpunkten der Brillouin-Zone ({i,j} = {1,1},{-1,-1} =
{11})
(e11 — E)C11 = V(Ci1 + Cis + Cs1 + Cs3)
(ei1 — E)Ci1 = V(Cu+ C3 + Cz1 + Cs3)

Diesem Gleichungssystem sieht man an, dass die Energiedifferenz ¢;; — Ef nur an den Eckpunkten
{i,7} = {1,1}, {11} der Brillouin-Zone klein ist (von der Ordnung O(V')). Fiir alle anderen {7,j}
gilt

(€5 — E) = O(en)

-o(3)
€b

In der Umgebung der Eckpunkte der Brillouin—Zone haben wir daher folgendes Gleichungssystem
zu losen:

und daher ist fiir alle anderen {i, j}

(ex — E)Cx — VCx_ay,
—VCx + (6k*G11 - E)Ck*Gn =

Die Eigenwerte folgen dann aus der Bedingung

exk — B -V
det =0
< -V €k—Gi1 — E )

und ergeben sich zu

— 2
B, = & te-Gu \/(5k €k—G1y) Ly

2 4

11



In der Néhe der Zonengrenze b = G1;/2 kénnen wir ansetzen
k=b-q ; [q <|[b|
und erhalten im Limes
<V L6y
folgendes Resultat

Eila) = £V +eq[1£22(b-4)7
Rq® 1 {

= etV + %

m

1+2% kb g

/]

g
my

welches sich graphisch wie folgt darstellen l&sst:

Die Energieliicke an der Zonengrenze ist somit

A=FEi(q=0)—E_(q=0)=2V

12



