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7 Das freie Elektronengas

7.4

Druck und Kompressibilitat eines Fermi-Gases

Aus der inneren Energie U(S,V, N) eines Systems, welche als Funktion der Entropie S, des
Volumens V' und der Teilchenzahl N gegeben ist, ldsst sich durch partielles Ableiten nach dem
Volumen der im System herrschende Druck berechnen:

1.

2.

7.5
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Zeigen Sie, dass ein Fermi-Gas mit der Fermi-Energie Er auch am absoluten Nullpunkt der
Temperatur einen “Fermi-Druck” besitzt, dessen Wert gegeben wird durch py = %nEF(O)
Das Elektronengas von Alkalimetallen kann in guter Ndherung als freies Elektronengas
angesehen werden. Berechnen Sie den Fermi-Druck, welchen das Elektronengas im In-
nern von Kalium (innenzentriert kubisches Gitter, a = 5.225 A) ausiibt. Wie lisst es

sich erklaren, dass ein Metall angesichts des hohen Fermi-Drucks der Elektronen nicht

explosionsartig zerfallt?

Die isotherme Kompressibilitat kp = —% (%—Z)T gibt Auskunft iiber die relative Anderung

des Volumens V eines Systems, welche eine infinitesimale Anderung des Drucks p bei kon-
stanter Temperatur bewirkt. Berechnen Sie die isotherme Kompressibilitat von Kalium
unter der Annahme, dass diese Grofle im Wesentlichen durch den Fermi-Druck des Elek-
tronengases bestimmt wird, und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem experimentell bes-
timmten Wert r7 ~ 3.1 x 10719 m?/N.

Frequenzabhingigkeit der elektrischen Leitfahigkeit eines Metalls

Gegeben sei ein Metall mit Volumen V und N Elektronen der Masse m und der Dichte n = N/V.
Die elektronische Stromdichte j, sei mit der Driftgeschwindigkeit v iiber

je=env



verkniipft. In Anwesenheit eines elektrischen Feldes E(t) geniigt v(¢) der Relaxationsgleichung

0o 1
— + - t) = eE(t
m<6t+7>v() eE(t)
mit 7 der elektronischen Transportzeit.

1. Berechnen Sie die zeitabhingige Stromdichte j.(¢) fiir den Fall einer harmonischen
Zeitabhéngigkeit von E(t) = Eg exp(—iwt) und leiten Sie einen Ausdruck fiir die dynamis-
che Leitfahigkeit o(w) = Jje/JE im Limes t/7 — oo ab.

2. Benutzen Sie das Resultat fiir o(w), um mithilfe der Maxwell-Gleichungen die frequenz-
abhéngige dielektrische Funktion e(w) eines Metalls abzuleiten.

Hinweis: Gehen Sie hierbei von der Definition (harmonische Zeitabhéngigkeit 9/0t — —iw)

Je

eoe(w)E := eE +
—iw

aus.

3. Berechnen Sie die frequenzabhéngige elektromagnetische Eindringtiefe (Skintiefe) 6 (w) fur
die elektrische (E) und magnetische (B) Feldstérke.

4. Wie lautet der Zusammenhang zwischen §(w) und e(w)?

7.6 Leitfahigkeitstensor

Zeigen Sie, dass fiir einen tetragonalen Kristall die Leitfahigkeit in der Ebene senkrecht zur
c-Achse isotrop ist.
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7 Das freie Elektronengas

7.4 Druck und Kompressibilitat eines Fermi-Gases

Wir wissen, dass die Gesamtenergie Eyes = U eines Elektronengases gegeben ist durch

3
U = Eges = Nex) = 5N€F

Die Ableitung dieses Sachverhalts sei an dieser Stelle nochmals kurz wiederholt:

\% . F
U = Z exf(ep — ex) = 2(27r)3 /dskekﬁ(EF —ex) = V/ dex N (ex)ex
ko 0
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1. Den Druck erhalten wir, indem wir die innere Energie nach dem Volumen ableiten:

oU 3 K2 9 [ ,N\3
P = (o7) o= (7F)

22 3mN 1 9N B2 N\3 2

2m3(372%)§v_ 5V 2m

Wir sehen, dass dieser Ausdruck gar nicht von der Temperatur abhéngt. Das bedeutet,
dass dieser Druck auch nicht bei T" = 0 verschwindet, wie es z. B. fiir den kinetischen
Druck klassischer Gase am absoluten Nullpunkt der Fall ist.



2. Kalium besitzt ein bce-Gitter und die Einheitszelle enthélt 2 Atome. Wir kénnen an-
nehmen, dass jedes Kaliumatom ein Elektron abgibt, d. h. die Ladungstragerdichte
ist gerade n = 2/a® ~ 1.4 x 102 m™3. Damit errechnet sich die Fermi-Energie zu
Er ~ 3.4 x 10719], was etwas mehr als 2eV entspricht. Damit kénnen wir mit dem
Ergebnis der vorangegangenen Teilaufgabe den Fermi-Druck berechnen. Er betragt
po = %nE r ~ 1.9 x 10° Pa. Dieser relativ groe Druck in der GréSenordnung von 10 kbar
flihrt offensichtlich nicht dazu, dass der Kristall auseinanderfliegt. Dies bedeutet, dass die
zusammenhaltende Wirkung der metallischen Bindung wesentlich grofler ist.

3. Wir berechnen zunéchst das Kompressionsmodul By = 1/kp. Fiir das Kompressionsmodul

gilt
2
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Damit wird

Br =

2 u 20U 10U
-t -
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T oy 3"F=3P

V2 3V2
Als Resultat fiir die isotherme Kompressibilitdt kann man somit schreiben

3 _3
BT_2neF_5p

R =

Beim idealen klassischen Gas erhélt man aus der Zustandsgleichung p(V,T) = NkgT/V fiir
das Kompressionsmodul By = p, also k = 1/p. Dies weicht also kaum vom hier erhaltenen
Resultat ab. Setzt man die Zahlenwerte aus 2. ein, so ergibt sich k7 ~ 3.2 x 10710 Pa~!,
Dies stimmt mit den Experimenten gut iiberein. Normalerweise ist dies nicht der Fall,
weil die Naherung freier Elektronen oft zu einfach ist. Insbesondere besitzen die positiven
Tonenrtimpfe, die hier gar nicht beriicksichtigt wurden, einen signifikanten Einfluss auf die
Kompressibilitat eines Metalls.

7.5 Frequenzabhangigkeit der elektrischen Leitfahigkeit eines Metalls

Zu Beginn seien an dieser Stelle noch einmal die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik
wiederholt. Sie lauten in SI-Einheiten

D
VxH = aa—t—{—je ; D=¢E (1)
B
VxE = —%—t ; B=puH (ii)
V-B = 0 (ii)
V-D = n (iv)



Diese Gleichungen werden ergéanzt durch die konstitutive Relation
Je=0-E (v)

welche die Stromdichte j. mit der elektrischen Feldstarke E iiber die elektronische Leitfahigkeit
o vernkniipft. Aus Gleichung (i) kann man durch Bildung der Divergenz (V -...) die Konti-
nuitatsgleichung
one
ot

fiir die elektronische Ladungsdichte n. ableiten.

+V-jo=0

Bildet man dagegen die Rotation von Gleichung (i) (V x ...), so erhélt man

Vx(VxH) = -V*H+V(V-H)=-(V*-V:V)H
—(V*-V:V)H = %VxD—i—ije
= eogthE—&—ije
(;) —€0 i +V Xje
ot2
9*H .
= THofo g + V X je
Dies fithrt mithilfe von pgeg = 1/c? auf die Gleichung
1 6?
2 ) _ .
V—VV—?@ B——[LOVXJS (1)

die man, wie wir noch sehen werden, als Abschirmgleichung fiir das Magnetfeld interpretieren
kann, aus der die magnetische Abschirmlénge (Skintiefe) berechnet werden kann.

Bildet man schlieflich die Rotation von Gleichung (i) (V X ...) so ergibt sich

Vx(VxE) = —;VxB:—V2E+V(V.E)
—(V*=V:V)E = —uogthH

Mofoatg Moat

Dies lésst sich zu folgender Gleichung zusammenfassen:

1 02 ] Oje

2 _v.v_ Y% \g_, Ye
[V ViV Soa| By (2)

1. Um die Gleichungen (1) und (2) weiter behandeln zu kénnen, bendtigen wir den Zusam-
menhang zwischen der Stromdichte j. und der elektrischen Feldstarke E. Hierzu miissen

wir die Relaxationsgleichung
0 1 E(t)
- - t) = e—2
(at * T) vi)=e m
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16sen. Die allgemeine Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung 1. Ordnung lasst
sich wie folgt angeben:
2 t
5olt) = je(0)et + "ot / duE(u)e?
m 0
N———
(%)
Mit der Annahme eines elektrischen Wechselfeldes der Form E(t) = Egexp(—iwt) kann
man den Term (*) auswerten:
t
(+) = Eo/ due(-iwttu = Fo [e(—w+%)t - 1]
0 —ww + =
Einsetzen in den Ausdruck fiir die Stromdichte liefert
t nez EO t ; 1
. t — . 0 = e - [ (—’Lw—l—;)t _ 1:|
Je(t) je(0)e 7 + mi—iw—i—%e e

neQ
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In diesem Resultat kann man als frequenzabhéngige Leitfahigkeit identifizieren

’I’L€2 n€2T o)y n€2T

U(w):m(—iw+%):m(l—in):l—in U

und die Stromdichte in der endgiiltigen Form
. . _t
Je(t) = [Je(0) —o(w)Eole™" + o(w)E(t) = o(w)E()

schreiben.
. Mit diesem Resultat konnen wir nun die dielektrische Funktion des Elektronensystems
ableiten. Man kann namlich definieren:

eoE + _']—ZU =: ¢oe(w)E

Mit der konstitutiven Relation j. = o(w)E wird daraus

io(w)

ce(w)E = ¢E+ E

w
WEen

—_—

=e(w)

io(w)

=1
e(w) + e

Durch Einsetzen der dynamischen Leitfahigkeit o(w) wird daraus

1 ne?2 —iwr
cw) = 1- —
w?* meg 1 — iwT
=w?
2 .
_ L W —iwT
w? 1 —dwr
9 ne?
wp, = ——
meg



Hier ist wp die Plasmafrequenz des Elektronensystems.

. Einsetzen von j. = o(w)E in Gleichung (1) liefert

2
B
VZ-V:V+ w—z B = —uwV xje=—po(w)V xE = —ivo(w)u B = =
C T 1) (w)
=1/8%(w)

Wir konnen daher als Magnetfeld-Eindringtiefe (Skintiefe) identifizieren

Pw) = 1 __m l—in:52 1—iwr
—iwo(w)y  pene? —iwTt * —iwT

2

52,

Man beachte, dass die Skintiefe 6o, (stoBloser Limes) vermittels der Relation pgeq = 1/c?
auch durch die Plasmafrequenz w,, ausgedriickt werden kann:

m 02

82 = =—
oo T 2 7,2
Hone wp

Diese Gleichung kann man nun noch auf die Form einer Wellengleichung fiir B bringen:

w2
V2 -V :V + poegw? (11;1 T B= (3)
w21 —iwt

=e(w)

und man erkennt, daf} die Beriicksichtigung der Stromdichte j, auf der rechten Gleichungs-
seite wieder zu der Ersetzung €y — €pe(w) fithrt.

Um zu zeigen, dass die elektrische Feldstérke E, genau wie B, einer Wellengleichung (3)
geniigt, setzen wir die Stromdichte in Gleichung (2) ein und erhalten

2 .
2 w 6.]6 , E
Vi-V:iV4 } Hogy = ZWHoo W B =5
1/62(w)

Dies lasst sich umschreiben in eine Gleichung, die mit (3) bis auf die Ersetzung B < E
identisch ist.

2 .
V2V:V+w2(1+w(w)> E=0 (4)
c weg

=e(w)

Dieses Resultat bedeutet, dass auch das E-Feld aus dem Inneren des Metalls abgeschirmt
wird und zwar mit derselben Abschirmlange 6(w) wie das B—Feld.



4. Der Zusammenhang zwischen der dielektrischen Funktion ¢(w) und der elektromagnetis-
chen Skintiefe §(w) lautet

€w) = 1-——= _

7.6 Leitfahigkeitstensor

Fiir ein anisotropes Medium kénnen wir allgemein
Je=0-E

schreiben, wobei o der Leitfahigkeitstensor ist. Um das Anisotropieverhalten der Leitfahigkeit
eines tetragonalen Kristalls zu untersuchen, fithren wir Drehungen um die z- und z-Achse durch,
die das tetragonale Gitter in sich selbst iiberfithren. Solche Symmetrieoperationen sind im allge-
meinen Drehungen um einen Winkel 6§ und um eine Achse n, die wir durch die Rotationsmatrix

Ruw(n,0) = cos0,, + (1 —cosf)n,n, —sinfe,, \ny
cos @ + (1 — cos §)n?2 —sinfn, sin 6n,,
= sin fn, cos 0 + (1 — cos 0)i? — sin fn,
—sin fn, sin i, cosf + (1 — cos§)n?

pv

beschreiben konnen. (eW,\ ist der vollstandig antisymmetrische Tensor. €,,, = £1 fiir gerade
[(123), (231), (312)] bzw. ungerade [(213) etc.] Permutationen von prA und 0 sonst, insbeson-
dere wenn 2 oder mehr Indizes gleich sind.) Die inverse Matrix entspricht der inversen Drehung:

R !'(n,0) = R(n,—0) =R (n,6)

cosf + (1 — cos 0)n2 sin fn, —sinfn,,
= —sin fn, cosf + (1 — cos H)ﬁz sin 61,
sin 6n,, — sin fn, cosf + (1 — cos §)n2

Als Spezialfalle hiervon kann man Drehungen um die z—Achse
cosf —sinf 0

R(z,0) =: Ujg=| sinf® cosf 0
0 0 1

und um die x—Achse betrachten:

1 0 0
R(x,0) = Uj=| 0 cosf —sind
0 sinf cosf



Fiir einen Kristall gegebener Symmetrie kann man jetzt Transformationen untersuchen, welche
denselben invariant lassen:

jo = Uj-je; E=U}-E
Damit transformiert sich die elektronische Leitfahigkeit geméaf:
o = Upo (U} =0

Die letzte Gleichheit enspricht dem Fall, dass die Symmetrieoperation einer Gittersymmetrie
entspricht. Fir tetragonale Kristalle gibt es zwei solcher Symmetrieoperationen

o = Uz-o-{U}! (i)
o = U'%a-{U%}_l (ii)

Aus der Bedingung (i) ergibt sich

1 0 0 Ozz Ozy Oz 1 0 0
o = 0 -1 0 . Oyz Oyy Oyz -1 0 -1 0
0 0 -1 Oze Ozy Oz 0 0 -1
1 0 0 Oxx _Uzy —Ogxz
= 0 -1 0 Oye —Oyy —Oyz
0 0 _1 (o _Uzy —O0zz
Oxx —Oxy —Ogzz
= “Oyz  Oyy Oyz

—Ozx Ozy Ozz

Daraus folgen sofort die Bedingungen

Opy = —0zy =0
Oye = —0Oyp =10
Opz = —0z,=0
O = —0,=0

und der Leitfdhigkeitstensor reduziert sich auf die Form

Oge O 0
o= 0 oy oy
0 o0 0.

Aus der zweiten Bedingung (ii) ergibt sich

0 -1 0 Oxe Oxy Oz 0O 1 0
o = 1 0 O Oyz Oyy Oy -1 0 O
0O 0 1 Oz Ozy Oz 0 0 1
0 —]. O _O-J:y Uxx U:CZ
= 1 0 O —Oyy Oyz Oy
0 0 1 —0O.y Ozp Oz
Oyy —Oyz —Oyz
= Ogy Ozxx Ozz

—Ozy Oz 02z



Dies liefert die zuséatzlichen Bedingungen

Oyy = Ozxx
Oyz = Ogxz = 0
Oy = 0z=0

Opz O 0
o = 0 o0z O
0 0 o0,

Der so gefundene Leitfihigkeitstensor eines Metalls mit tetragonaler Gittersymmetrie ist somit
isotrop in der zy—Ebene.
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