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7 Das freie Elektronengas

7.1 Fermi—Gase in d Dimensionen

Geben Sie fiir ein d-dimensionales Fermigas die Fermi—Wellenzahl kpy, die Fermi—
Geschwindigkeit vpg, die Fermi—Energie Fry und die Zustandsdichte an der Fermikante Npg
fiir beide Spinprojektionen an und zeigen Sie, dass die Relationen

2 nd X d
Nrgvgg = da ; NFdGFdZQnd

gelten, wobei ng = N/ L4 die Teilchendichte in d Dimensionen ist.

7.2 Chemisches Potential in zwei Dimensionen

Zeigen Sie, dass das chemische Potential eines Fermi-Gases in zwei Dimensionen gegeben ist
durch

W(T) = kgT In [exp <£ZZ2T> - 1} , (1)

wobei n die Anzahl der Elektronen pro Flacheneinheit ist. Beachten Sie, dass die Zustandsdichte
pro Flacheneinheit eines zweidimensionalen FElektronengases nicht von der Energie abhangt
(Na(ex) = m/mh? =const.)!

7.3 Mittlere Energie, Druck und Kompressibilitiat eines zweidimensionalen
Fermi—Gases

1. Berechnen Sie die mittlere Energie (E) = U/N eines Elektrons in einem zweidimensionalen
freien Elektronengas bei T = 0.



2. Aus der inneren Energie U(S,V, N) eines Systems, welche als Funktion der Entropie S,
des Volumens V und der Teilchenzahl N gegeben ist, lasst sich durch partielles Ableiten
nach dem Volumen der im System herrschende Druck berechnen:

_ (W
P= v g
Welchen Fermi-Druck besitzt ein zweidimensionales Elektronensystem bei T' = 07
3. Bestimmen Sie die isotherme Kompressibilitat

T_VapT

Diese gibt Auskunft iiber die relative Apderung der Fliache A des zweidimensionalen Sys-
tems, welche durch eine infinitesimale Anderung des Druckes bei konstanter Temperatur
bewirkt wird.

Blatt 10 wird in der Woche vom 10. - 14. Januar 2011 besprochen.
Frohe Weihnachten und alles Gute fir das Jahr 2011 !
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Losungen der Ubungsaufgaben zur

Festkorperphysik I, WS 2010/2011

7 Das freie Elektronengas

7.1 Fermi—Gase in d Dimensionen

Wir gehen aus von einem d—dimensionalen Hyperkubus mit der Kantenlénge L und dem Volu-
mens L. Die erlaubten Quantenzustinde sind charakterisiert durch diskrete Wellenzahlen, die
unter der Annahme periodischer Randbedingungen die Form

P
kz=<L7T> ni : i=1,2...d

haben. Wir miissen, wie frither im Abschnitt iber Phononen, Summen S{f} iiber Wellenvek-

toren auswerten:

S{f}
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Hier bezeichnet S; = dVj die Oberflache der d-dimensionalen Einheitskugel, V;; ist ihr Volumen.

Die bekannten Spezialfélle hiervon lauten fiir die Dimensionen d = 1,...,4
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Um zu lernen, wie die Gréflen Sy und V; im allgemeinen Fall von der Dimension d abhéngen,
bemiiht man am besten einen Theoretiker. Der weist natiirlich sofort darauf hin, dass im Jahre
1730 der Mathematiker Leonhard Euler die nach ihm benannte '-Funktion erfunden hat, welche
die fiir unsere Zwecke sehr interesanten Eigenschaften hat:

(z) = /OO dtt*~le™t
0
Mz+1) = zI'(2) = 2!

() -
F<n+;) _ 1.3.5.72.7;.(2n—1)F<;>

Wertet man némlich I'(z) fir z = d/2 4+ 1 aus, so findet man I'(3/2) = /7/2, T'(4/2) = 1,
I'(5/2) = 3y/m/4, u.s.w. Damit lassen sich sowohl Sy als auch V; wie folgt fiir beliebige Dimension
d konstruieren:
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Im nun Folgenden gehen wir aus vom Spektrum freier Fermionen:

h2k2
k= 2m

=&+



Die Summen iiber Wellenvektoren kénnen nun wie folgt in Integrale iiber die Energien ey, &k
umgewandelt werden:

oo m(2me 41 d—1
SUy = 1 dacsiy @mage  [d7 D
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Man erkennt sofort, dass sich die Zustandsdichte (DOS) fiir 2 Spinprojektionen wie folgt auf d
Dimensionen verallgemeinern lasst:

m2m(p + &2 !
(2mh)d

Ng(p + &) = 25

Ein Spezialfall hiervon ist die DOS an der Fermikante:

41
Npq = Ng(p) = 25d[(27§fi;}1

Damit lassen sich die Summen iiber Wellenzahlen S{f} wie folgt umschreiben (s = S/L%)

S{f} di=1Q

s{f) = =

/ " 6Nl + 60 /()
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Beispiele fiir Ng(u + €k) sind in der folgenden Tabelle zusammengefasst
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Einige wichtige Beziehungen sind im Folgenden aufgelistet:

1. Teilchenzahldichte in d Dimensionen:



2. Fermi—Wellenzahl kpg in d Dimensionen:

1 kra \®
ng = MZ@(de—k):2<27T> Vi —
ko
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o f1emd
kpg = {2 v, nd}

3. Fermigeschwindigkeit vpg in d Dimensionen:

hkrq
VUFd =
m
4. Fermienergie Fry in d Dimensionen:
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7.2 Chemisches Potential in zwei Dimensionen

Mit dem Resultat von Aufgabe 7.1 kann man fiir den Fall d = 2 schreiben

1 [ee]
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Das Integral ist tabelliert und man findet
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In unserem Fall ist a = 1/kgT, b =1, ¢ = exp[—u(T")/kpT| und wir erhalten

m [ dex m e
= e - {M(T> + kT In (1 +e ’“BT) }
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Diese Gleichung lasst sich nach exp(u(T')/kgT) auflosen
2 (T)
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und man erhalt schlieB3lich als Resultat
nﬁh2
w(T) = kT In <em’“BT - 1)

Mithilfe der Beziehung NgoEpy = no lasst sich dieses Ergebnis noch wie folgt umschreiben

LBy u(0) T Tp
pw(T) = ksTln (e’“BT - 1) = kgT'In <ekBT - 1> = M(O)Tf In (eT - 1)
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n(T)/u(0)

o 1 /T, 2

Die obige Figur zeigt die Temperaturabhangigkeit des normierten chemischen Potentals
w(T)/1(0). Die gestrichelte Kurve ist die fithrende Korrektur zum Tieftemperaturlimes o<
1= (T/Tg) exp(—(T¥/T)).

7.3 Mittlere Energie, Druck und Kompressibilitat eines zweidimensionalen
Fermi—Gases

1. Wir berechnen zunéchst die innere Energie U des Elektronensystems:
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Die Fermi—Wellenzahl kr kann bestimmt werden aus
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Damit lasst sich die Fermi-Energie in der Form
h2
€py = 7271'77,2
2m

schreiben. Mit diesen Ergebnissen kénnen wir die mittlere Energie (E) der Elektronen

schreiben als
U AkZ 2m €2
E = _— = 7F _—
) = N T e T

. Mit der inneren Energie

Ak h? N?
U= F o T
T T Tom A
erhalten wir den Druck p fiir ein zweidimensionales System
oU h? N* 1 5 h? 1 U
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. Aus der Abéngigkeit p(A) konnen wir als nichsten Schritt die isotherme Kompressibilitét
k7 und das Kompressionsmodul B = /i;l berechnen:

B 1 /0V 1
dp dp
5= v(g),=-4(5),
[l a0
0A |2 " A 20A A 2 “0AA
Nun ist
Oer2 - ﬁzﬂ-ig — _ﬁgﬂ-ﬁ _ 2
0A 2m  0A A 2m~ A2 A
und man bekommt
1 erpg N 1 N
B = -A [2(—)2214 + 26F2(—)Ag]

N N
= A [6F2AQ} = €F2 4 = €Fan2 = 2p

Damit kann man fiur die isotherme Kompressibilitiat schreiben
1 1 1
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