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1 Die Struktur des Kristalls

1.6

Das Diamantgitter

Das Bravais—Gitter von Diamant ist kubisch flachenzentriert. Die Basis besteht aus zwei Kohlen-

111)‘

stoffatomen bei den Atompositionen (0,0,0) und (7, 7, 3

1.
. Wieviele Atome befinden sich in der konventionellen kubischen Einheitszelle 7
. Wie grof} ist die Koordinationszahl ?

1.7

Geben Sie einen Satz primitiver Translationsvektoren an.

hcp—, bece— und fece—Strukturen

In einer einfach kubischen Kristallstruktur sitzen lediglich an den Ecken eines Wiirfels
Atome. Die Beriihrungspunkte der Atome liegen deshalb entlang der Wiirfelkanten und
die Gitterkonstante a betréagt 2r, wobei r der Radius der Atome (Ionen) ist.

(a) Berechnen Sie den Volumenanteil p, den die Atome in der Elementarzelle der einfach
kubischen Kristallstruktur einnehmen.

(b) Wie andert sich der Volumenanteil beim Ubergang von einem einfach kubischen zu
einem kubisch raumzentrierten Gitter? Welche der beiden Kristallstrukturen nutzt
den Raum besser aus?

(c) Die gemessenen Werte fiir die Dichte und Gitterkonstante von FEisen betragen
PFe = 7.86 g/cm3 und ape = 2.87 x 107%m. Konnen Sie aus diesen Messwerten
darauf schlieflen, ob die Kristallstruktur einfach kubisch oder kubisch raumzentriert
ist (mpe = 9.28 - 10~26kg)?

. a—Co hat eine hcp-Struktur mit den Gitterkonstanten a = 2.51A und ¢ = 4.07A. 3-Co

hat dagegen eine fcc-Struktur mit der kubischen Gitterkonstante von 3.55A. Wie groB ist
der Dichteunterschied der beiden Formen?

Natrium zeigt eine Phasenumwandlung von einer bee— zu einer hep—Struktur bei 7' = 23 K.
Berechnen Sie die hep—Gitterkonstante unter der Annahme, dass bei der Phasenumwand-
lung die Dichte gleich bleibt, das ¢/a Verhéltnis der hep—Struktur ideal ist und die kubische
Gitterkonstante a’ = 4.23 A betrigt.



2 Beugungsmethoden und reziprokes Gitter

2.1 Reziprokes Gitter eines hexagonalen Raumgitters

Betrachten Sie ein Raumgitter mit hexagonaler Symmetrie (Achsen und Winkel der gebrauch-
lichen Einheitszelle mit |a| = |b| # |c|, @ = = 90°, v = 120°). Wéhlen Sie geeignete primitive
Gittervektoren mit diesen Eigenschaften (aber v = 60°) und benutzen Sie diese, um die prim-
itiven Gittervektoren des reziproken Gitters zu definieren. Es ist geschickt, a||X und c||z zu
wéahlen. Welche Symmetrie besitzt das reziproke Gitter? Welche Volumina haben die primitive
Zellen des Raumgitters und des reziproken Gitters?

2.2 Volumen der Brillouin—Zone

Seien aj,as und az die primitiven Vektoren des Bravais—Gitters und by, bs und bs diejenigen
des reziproken Gitters. Zeigen Sie, dass

(2m)°

bbb = S <)

2. das Volumen der ersten Brillouin-Zone gleich (27)3/V, ist, wobei V. das Volumen der
primitiven Zelle des Kristalls ist.
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Losungen der Ubungsaufgaben zur

Festkorperphysik I, WS 2010/2011

1 Die Struktur des Kristalls

1.6 Das Diamantgitter

In der obenstehenden Abbildung ist die konventionelle Zelle des Diamantgitters (links) und
vergroflert ein Achtel der konventionellen Zelle gezeigt (rechts: hier sitzt ein Kohlenstoffatom
im Zentrum eines Wiirfels und die restlichen vier Atome auf vier Ecken des Wiirfels, so dass
diese vier Atome einen Tetraeder bilden, in dessen Zentrum das fiinfte Atom sitzt). Die Basis
des Diamantgitters besteht aus zwei Kohlenstoffatomen mit den Positionen (0, 0,0) und %, %, i)
in der konventionellen Zelle. Das Diamantgitter kann als zwei gegeneinander verschobene fcc—
Gitter aufgefasst werden, auf deren Gitterplitzen jeweils die dquivalenten Kohlenstoffatome der

Basis sitzen.

1. Wir miissen uns iiberlegen, mit welchen Gittervektoren wir das unverschobene und das
verschobene fcc—Gitter beschreiben kénnen. Wir sehen aus der Abbildung, dass wir das
unverschobene Gitter durch

R(ni,n2,n3) = nia; +ngax + nzas

a ~ —~ —~ —~ ~ —~
= 5 {ni1(e1 +ea) + na(er +e3) +nz(ez2 +e3)}

3



beschreiben konnen. Hierbei sind €; die Einheitsvektoren in Richtung der Achsen der
konventionellen Zelle und n; sind ganze Zahlen. Es gilt ferner ||a;|| = a/v/2.
Fiir das verschobene Gitter gilt

Q

R/(n/17n/27né) = _(/él +/e\2 +/e\3)

S

a S SN SN
-1—5 {n’l(el +€2) + n’2(e1 +e€3) + n'3(e2 + eg)}
a . . .

= {€11 + 2n] + 2nfH] + €1 + 2nf + 2n]] + €3[1 + 2n4 + 2n5]}

2. In der in der Abbildung gezeigten konventionellen Zelle befinden sich 4 Atome (griin) im
Innern der Zelle. Weitere 8 Atome sitzen auf den Wiirfelecken. Diese werden allerdings
mit 8 Nachbarzellen geteilt. Schliefilich verbleiben 6 Atome auf den Seitenflichen des
Wiirfels, die mit 2 benachbarten Zellen geteilt werden. Somit erhalten wir die Zahl der
Kohlenstoffatome in der konventionellen Zelle zu

8 6
N = 4+ 3 + 5 = 8.
3. Die Koordinationszahl ist definiert als die Zahl der néchsten Nachbar—Atome. Im vor-
liegenden Fall hat jedes Kohlenstoffatom 4 néchste Nachbarn, die einen Tetraeder bilden,
in dessen Zentrum ein weitere Kohlenstoffatom sitzt. Die Koordinationszahl ist also 4.
Diese Koordination resultiert aus den stark gerichteten kovalenten Bindungen in der Dia-
mantstruktur, die auf die sp3>-Hybridisierung der Kohlenstofforbitale zuriichzufiihren ist.

1.7 hcp—, bce— und fecc—Strukturen

einfach kubisch kubisch raumzentriert

1. kubische Gitter:

(a) Das Volumen der kubischen Einheitszelle betriigt a®, das Volumen der Atome (8
Atome auf den Wiirfelecken, die zu jeweils einem Achtel in der Einheitszelle liegen,
sieche Abbildung) in der Elementarzelle betragt 8 - % . %71’1"3 = %m“?’. Der Raumanteil

p, den die Atome in der einfach kubischen Elementarzelle einnehmen ist somit

4
p = 3 :%:0.5235...



(b) Bei der kubisch raumzentrierten Struktur befinden sich zwei Atome in der Einheit-
szelle, die Atome beriihren sich allerdings nicht entlang der Wiirfelkanten sondern
entlang der Raumdiagonalen des Wiirfels (siehe Abbildung). Die Lénge der Raumdi-
agonalen betriigt D = v/3a, wobei a die Kantenlinge des Wiirfels ist. Andererseits ist
D = 4r, woraus sich die Kantenlédnge des Wiirfels zu a = %r ergibt. Der Raumanteil
p ist gegeben dann

4.3 9. 413 3
Q3T 25T w3 e

a’ ( 4 T)S 8

V3
Der hohere Raumanteil der Atome/Ionen in der raumzentrierten Struktur entspricht
dementsprechend einer besseren Nutzung des Raumes.

(c) Aus der Masse der Fe-Atome mp, = 9.28 x 10720kg ergibt sich beim einfach ku-
bischen Gitter eine theoretische Dichte von ps. = mFe/a3 ~ 3.9255... g/cm3. Fir
das kubisch raumzentrierte Gitter ergibt sich dagegen eine theoretische Dichte von
Pbec = 2mpe/ a® ~ 7.8511... g/ cm?, die der gemessenen sehr nahe kommt. Allein aus
der Messung der Dichte und der Gitterkonstante kénnen wir also darauf schlieflen,
dass Eisen kein einfach kubisches, sondern ein kubisch raumzentriertes Gitter besitzt.

2. a—und B-Co:

Beide Kristallstrukturen (hep und fee) sind dicht gepackt, d. h. sie weisen ein im Idealfall
ein Verhéltnis ¢/a = 1/8/3 ~ 1.633... auf. In der Realitiit gilt dagegen fiir a—Co c/a =
1.62, d.h. nahe beim idealen Wert von 1.633..., aber leicht darunter. In der fcc—Struktur
ist der nichste Nachbar Abstand a/v2 = 3.55/v/2 = 2.51 A. Der Gitterabstand in der
Ebene ist also identisch mit dem der hcp—Struktur. Falls im hep-Fall ¢/a = 1.63 wére,
wéren beide Strukturen dicht gepackt mit einem identischen néchste Nachbarabstand und
folglich identischer Dichte. Mit ¢/a = 4.07/2.51 = 1.62 gilt allerdings

Phcp _ Vice _ (C/a>fcc _ 1.63
Pfec thp (C/a)hcp 1.62

d.h. die hep-Struktur um etwa 0.6% dichter.

~ 1.006

3. Phasenumwandlung von Natrium:

Atomposition in
dariiberliegender
Ebene

Wir kénnen zur Losung der Aufgabe die Volumina der primitiven mit denen der konven-
tionellen Zellen vergleichen. Dabei miissen wir berticksichtigen, dass die primitive bcc—Zelle



ein und die primitive hcp—Zelle zwei Atome enthélt, die konventionelle bcc—Zelle dage-
gen zwei und die konventionelle hcp—Zelle sechs Atome. Eine Skizze der hexagonal dicht
gepackten Struktur ist in der Abbildung gezeigt. Drei Nachbaratome in der Basisebene
bilden zusammen mit dem Atom in der néachsten Ebene ein Tetraeder mit der Seitenldnge
a und der Hohe ¢/2 (vgl. Ubungsblatt 1, Aufgabe 1.3). Links ist die Basisfliche der
primitiven Zelle, rechts die konventionelle sowie die primitive Zelle (rot markiert) gezeigt.

Vi = (@)’ Vi = ()

N
=3,
2
_ a
3 23

v

Das Volumen der konventionellen hcp—Zelle erhalten wir als Produkt aus der Flache des
Basis—Sechsecks mit der Hohe h (vgl. obige Abbildung):

V3 5, 3V3
Fsechseck = 6FDrejeck = 6 - TGQ = TGQ
ny 3v3
chljf?Cp = FSeChSeCkC = 76120

2

das Volumen der primitiven hcp-Zelle (vg. Abbildung) ist dann Vck}‘;g;’ /3:

prim ‘/cl,{grclz\)/ - ﬁazc
c,hep 3 9

Hierbei kann man auch ausnutzen, dass die Koordinaten des Atoms in der Ebene iiber

der Basisebene {a/2,a/2v/3,c/2} sind (vgl. Abbildung). Da der Abstand zwischen allen

Atomen a ist, erhalten wir die Beziehung

a2 a2 2 a2 2
L T e S Y
Daraus erhalten wir ¢ = /8/3a = 1.633a.
Wir miissen jetzt immer Zellvolumina mit der gleichen Zahl von Atomen betrachten, da
sich ja die Dichte beim Phaseniibergang nicht gedndert hat:

3- Vi = Vi = 3(d')? = 3v2a°
2. yhim - yprim RGO
“Vebee T c,hep = ’ 9 - a

In beiden Fillen erhalten wir a® = (a’)?/v/2 und somit mit o/ = 4.23A fiir die hcp-
Gitterkonstante a ~ 3.77 A.



2 Beugungsmethoden und reziprokes Gitter

2.1 Reziprokes Gitter eines hexagonalen Raumgitters

Wir starten mit der expliziten Form fiir die Gittervektoren des hexagonalen Bravais—Gitters:

1
ap = ax=a| O
0
a. V3. af !
a = Sx+ay=2| V3
2 2 2
0
0
a3 = cz=c| O
1

Das Spatprodukt dieser drei Vektoren berechnet sich zu

3
2
‘/C,Bravais ajp - (ag X a3) = TCL C

Beachten Sie, dass sich dieses Spatprodukt auch als Determinante der Matrix

1
A1z G2 Q3g 1 \§f 0
_ — 42 3
A = aly G/Qy G3y =ac 0 5 0
a1z G2, a3z 0O 0 1
detA = aj - (a2 X ag)

auffassen ldsst.
Nach der Definition (vgl. Vorlesung) erhélt man die primitiven Gittervektoren des reziproken
Gitters in der folgenden Form

a; X ag

b; = 2mej ;1,0 k=1,2,3
a

1- (a2 x a3)

wobei €5, der vollig antisymmetrische (Levy-Civita—) Tensor ist. Im Einzelnen erhélt man

X y z X y z 1
27 2T ac 27 1
b, = a VB, o= 11 V3 ol|l=2 —%
3 2 2 3 \/3
Pare| g 0 | BarZlo 0 1| ¢\ 0
X yV z Xy z 0
2 p) o 2
bgz\/;r()()c:\/gﬂac()()l:l—l
wafel g 0 0| Fa¥e |1 0 0 a3\
2 x Y z o2r a2 x ¥y z 2 0
by = —= a 0 0|=—% S11 0 0= 0
5ate e g 0 Gate 1 V3 0 ©\1

Man kann relativ schnell verifizieren, dass gilt (vgl. Vorlesung)

a; - bj = 271'57;]‘



mit d;; dem Kronecker—-6—Symbol. Das aus den Vektoren b;,7 = 1,2,3 gebildete Spatprodukt
lautet

(2m)? (27)°
e — bi-(bs X ba) = = = detB
‘/::7 eriprok ' ( 2% 3) ?CLQC %,Bravais ¢
blx b2:t b3x m 11 (2] 8
B == bly b2y b3y - % _% ﬁ
blz b2z b3z 0 0 1
Man erkennt sofort, dass gilt
1 0 0 9 1 0 0 1 00
T 2 i _1 2 _
0 0 1 0 0 1 0 01

2.2 Volumen der Brillouin—Zone

1. Entscheidend ist hier die Lagrangesche Vektoridentitéat: (axb)-(cxd) = (a-c)(b-d)— (b-
c)(a-d). Jetzt setzt man die Definition fiir by ein. Von der Definition her kann man leicht
die Orthogonalitatsrelation a;-bj = 2md;; (6;; =0 fir i#j und 6;=1 fir i=
j) herleiten. Dann erhélt man mit V. := a; - (ag x a3):

as X as

bl'(ngbg):2ﬂ' ‘(ngbg):

aj - (ag X a3)
27 27 (27)3

VC[(M -be)(as - b3) — (a3 - b2)(az - b3)] = 76[(27)(%) —(0)(0)] =

ai - (ag X a3)'

2. Aus der Vektorrechnung weiff man, dass das Spatprodukt ja gerade das Volumen des
aufgespannten Spats ist. Also erhélt man direkt aus 1 das Ergebnis. Man sieht auch,
dass die Formel stimmt, wenn man das Ergebnis von Aufgabe 1 nachpriift. Wir zeigen
noch zusétzlich, dass das Spatprodukt tatsichlich das Volumen ist. Das Volumen eines
Parallelepipeds ist gegeben als V' = F' - h. Wir haben

a1 - (a2 x ag)| = [([|la1]| - [[az x ag]| - cos(a1, a2 x a3))| =
[(llar ]| - [laz]| - |a]| - sin(az, a3) - cos(ar, a2 x az))| =

(lazll - llas] - sin(az, a) - [|as ]| - cos(ar, az x a3))| = F' - h =V,

wenn man sich den Parallelepiped auf der Grundflache, die durch as,as gebildet wird,
liegend denkt.



