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Aufgabe 17

Hamiltonoperator und Bekannte Lösungen
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Die Lösungen von Ĥ0 sind bekannt und lauten:
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Auf- und Absteigeoperatoren

Nutze Konzept der Auf- und Absteigeoperatoren:
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a†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉, a|n〉 =

√
n|n− 1〉 (4)

Für diese gelten auÿerdem: aa† = a†a+ 1 = n+ 1
Entsprechend lässt sich x4 darstellen als:

x4 =
1

4ξ4
(
a† + a

)4
, ξ =

√
mω

~
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ausmultipliziert ergibt sich:

x4 =
1

4ξ4
[
3(2N2 + 2N + 1) + 2a(2N + 1)a+ 2a†(2N + 1)a† + a4 + a†4

]
(6)

formale Störungstheorie

Die korrigierten Energieniveaus einer kleinen Störung λŴ ergeben sich formal zu:

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . . (7)

Dabei ist E
(0)
n das bereits bekannte Energieniveau. Die E

(i)
n ergeben sich zu:

E(i)
n = 〈n|Ŵ|ψ(k−1)

n 〉 (8)

Dabei ergibt sich ψ
(k)
n zu (Entwicklung nach vollständigem Orthonormalsystem):

|ψ(k)
n 〉 =

∑
m 6=n

〈m|V̂|ψ(k)
n 〉

E
(0)
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m

|n〉 (9)

Dies ermöglicht die Störungsrechnung zweiter Ordnung:

E(2)
n =

∑
m6=n

|Vnm|2

E
(0)
n − E(0)

m

, Vnm = 〈n|V̂|m〉 (10)
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Anwendung auf anharmonischen Oszillator

Die Energiekorrektur erster Ordnung lässt sich sofort ausrechnen (N sei Operator, n der Eigenwert):

E(1)
n = 〈n

∣∣x̂4∣∣n〉 = 1

4ξ4
〈n
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=
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Für die Störungsrechnung zweiter Ordnung nach Gleichung 10 ist aus Gleichung 6 folgend nur relevant
(Vn,n verschwindet nicht nach Gleichung 6, jedoch wird es bei der Summation ausgenommen) :

Vn,n±2, Vn,n±4, V = x4 (14)

Dabei gilt Vn,m = Vm,n (siehe Gleichung 6; Symmetrie von a†, a). Konkret:

Vn,n+2 =
√
n+ 1 2(2(N + 1) + 1)

√
n+ 2 = 2(2N + 3)

√
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Vn,n+4 =
√
(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1) (16)

Die entsprechenden Matrixelemente mit n−2, n−4 ergeben sich durch die Umbenennung von n→ n′−2
und Vn,m = Vm,n

Auÿerdem gilt für E
(0)
n − E(0)

m = (n−m)~ω.

Somit folgt:
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[
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+
1

4
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1
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[
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+
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[
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]
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=− 42− 118n− 102n2 − 68n3 (26)

Es folgt:

E(2)
n = −42 + 118n+ 102n2 + 68n3

4ξ4
(27)
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