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Aufgabe 7

Vektorschreibweise der verschiedenen Zustände:

|0 0〉 =


1
0
0
0

 , |1 0〉 =


0
1
0
0

 , |0 1〉 =


0
0
1
0

 , |1 1〉 =


0
0
0
1

 , |0v〉 =


0
0
0
0


Die Operatoren wirken folgendermaÿen:

â0|0, 0〉 = |0v〉, â0|1, 0〉 = |0, 0〉, â0|0, 1〉 = |0v〉, aber: â0|1, 1〉 = −|0, 1〉

â†0|0, 0〉 = |1, 0〉, â†0|1, 0〉 = |0v〉, aber: â†0|0, 1〉 = −|1, 1〉, â†0|1, 1〉 = |0v〉
â1|0, 0〉 = â1|1, 0〉 = |0v〉, â1|0, 1〉 = |0, 0〉, â1|1, 1〉 = |1, 0〉

â†1|0, 0〉 = |0, 1〉, â†1|1, 0〉 = |1, 1〉, â†1|0, 1〉 = â†1|1, 1〉 = |0v〉

Dadurch lässt sich die Matrixschreibweise für die verschiedenen Operatoren ableiten:

â0 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0

 , â†0 =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0

 , â1 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , â†1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

 ,

Wie leicht zu sehen, ergeben sich die adjungierten Operatoren wie vorgegeben.
Es gilt, folgende Kommutatoren zu zeigen:{

âi, â
†
j

}
= δij 1̂, {âi, âj} = 0̂,

{
â†i , â

†
j

}
= 0̂

{
â0, â

†
0

}
=


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

+


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


{
â1, â

†
1

}
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

+


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


{
â0, â

†
1

}
=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

+


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


{
â1, â

†
0

}
=


0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

+


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



â0â0 = â1â1 = â†0â
†
0 = â†1â

†
1 = 0→ {â0, â0} = {â1, â1} = {â†0, â

†
0} = {â

†
1, â
†
1} = 0
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{â0, â1} =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

+


0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



{â†0, â
†
1} =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−1 0 0 0

+


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



Aufgabe 8

Die Operatoren sind de�niert als:

ψ̂(ξ) =
∑
i

ϕi(ξ)âi, ψ̂+(ξ) =
∑
i

ϕ†i (ξ)â
+
i

Es gilt:

• Fermionen:
{
âi, â

†
j

}
= δij 1̂, {âi, âj} = 0̂,

{
â†i , â

†
j

}
= 0̂

• Bosonen:
[
âi, â

†
j

]
= δij 1̂, [âi, âj ] = 0̂,

[
â†i , â

†
j

]
= 0̂

Zur Besseren Übersicht soll im folgenden der Kommutator mit [·, ·]+ und der Antikommutator analog mit
[·, ·]− bezeichnet werden, dabei wird der Antikommutator für Fermionen, der Kommutator für Bosonen
verwendet.

[
ψ̂(ξ)ψ̂(ξ′)

]
±
=

∑
i,j

[ϕi(ξ)âi, ϕj(ξ
′)âj ]± =

∑
i,j

ϕi(ξ)ϕj(ξ
′) [âi, âj ]±︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

[
ψ̂†(ξ)ψ̂†(ξ′)

]
±
=

∑
i,j

[
ϕ†i (ξ)â

†
i , ϕ
†
j(ξ
′)â†j

]
±
=

∑
i,j

ϕ†i (ξ)ϕ
†
j(ξ
′)
[
â†i , â

†
j

]
±︸ ︷︷ ︸

=0

= 0

[
ψ̂(ξ)ψ̂†(ξ′)

]
±
=

∑
i,j

[
ϕi(ξ)âi, ϕ

†
j(ξ
′)â†j

]
±
=

∑
i,j

ϕi(ξ)ϕ
†
j(ξ
′)︸ ︷︷ ︸

δijδ(ξ−ξ′)

[
â†i , â

†
j

]
±︸ ︷︷ ︸

δij 1̂

= δ(ξ − ξ′)1̂

Aufgabe 9

In Abhängigkeit von V ergeben sich beiN = 2 Teilchen die möglichen Eigenwerte 0, 1, 2, (Kein/Eins/Zwei
Teilchen in V).
Dabei erhält man die zugehörigen Eigenfunktion zu:

nv = 0: ψ0(~x
(1), ~x(2)) : supp(ψ0) ∩ V = 0

nv = 1: ψ1(~x
(1), ~x(2)) : supp(ψ1) ∩ V 6= 0 ∧ supp(ψ1) ∪ V 6= 0

nv = 2: ψ2(~x
(1), ~x(2)) : supp(ψ2) ⊆ V

Andere Eigenfunktionen sind nicht möglich, so ergibt sich ein allgemeiner, normierter Zustand zu

ψ = c0ψ0 + c1ψ1 + c2ψ2, ‖ψ‖ = 1
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Die Messwahrscheinlichkeit ergibt sich als Projektor auf die entsprechende Eigenfunktion. Sei Vc der zu
V komplementäre Raum, dann erhält man die Wahrscheinlichkeiten zu:

‖ψ0‖ =
∫
Vc×Vc

‖ψ‖d~x(1) d~x(2)

‖ψ1‖ =
∫
Vc×V

‖ψ‖ d~x(1) d~x(2) +
∫
V×Vc

‖ψ‖ d~x(1) d~x(2)

‖ψ2‖ =
∫
V×V

‖ψ‖ d~x(1) d~x(2)

3 von 3


