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7Zu Beginn wurden die beiden Ubungsaufgaben besprochen.

Zusammengesetzte Hilbertraume
[41) € Hi und |1p2) € Ha. Nun bilden wir das Tensorprodukt von H; und Hs:

Y1) ® [ih2) € H1 @ Hy (1)

Eigenschaften
1. Linear beziiglich jedes Eintrags o, 3 € C, |[¢), |¢) € H1, |x) € Ha:

(@) +B19) @) = (@) @ [x) + (B14) x) (2)

e analog fiir zweiten Eintrag

e Multiplikation mit einer komplexen Zahl, wobei a € C, [¢)) € H1, |p) € Ha
o([Y) ® |¢) = (a) @ [p) = |[¥) @ (a ) (3)

2. Es gibt Vektoren in H; ® Ho, die nicht als einfaches Produkt |[¢)) ® |p) zweier Vektoren |[¢) € H; und
|o) € Ha geschrieben werden kénnen.
Aber: als Summe solcher Produkte
{le1),le2), -, leny )} und {|f1),|f2),--.,|fn,)} selen Basen beziiglich H; und Hs

{le)@1fi)}ri=1,...,Ni;j=1,... No} (4)

ist eine Basis in ‘H1 ® Ha
Insbesondere gilt fiir beliebiges |¢) € H1 ® Ha:

N1 N

) = ZZ% lei) @ [f5) mit 1;; € C (5)

Skalarprodukt
lp1p2) = 1) @ [p2) = |p1) lp2) (7)
(P12 prp2) = (V1] ©1)4, (V2| Y2)4, (8)

mit geeigneter Fortsetzung (auf Summen) ist ein Skalarprodukt auf H; ® Ha
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Tensorprodukte von Operatoren

Seien A, Operator auf H; und A, Operator auf Hs

(Ay @A) [1h1) [1ha) = Ay [9)) @ A 1)) (9)
Fortsetzung
(A1 @ Ag) |v) = ZZ%; Aile) ® (Ao f5)) (10)
i=1 j=1

Bemerkung: nicht jeder Operator auf H; ® Ho kann in der Form Al ®A2 geschrieben werden, aber als Summe
solcher Produkte. .
Wir betrachten nun A; : H; — H1 sowie analog A2 Ho — Ho

Al @1y, - Hi@Hy = Hi @ Ho (11)
Iy, @ Ag: Hy @ Hy — Hy @ Ha (12)
Bemerkungen:

e A, sei nicht entartet auf H,
Der Operator A; ® 1y, ist (im Allgemeinen) hochgradig entartet:

(Ay @ 1s,) [a) ) = Asfa) @ Tn, ) = ala) @) Vp) € Ha (13)
~—— ——
e Der Kommutator
[ 17‘12) 17‘[1 & A2] (14)
(A ® 19,) (19, ® Ag) = Ali% ®Asly, = A1 ® Ay (15)
mittels  (A®B)(C® )(|¢1> ® [1h2)) = (A®@B)(Cl¢h) @ D [s)) (16)
= AC|v1) @ BD |ty (17)
— (AC®BD) 1) @ [¢2) (18)
analog ergibt sich (1, ® Ag)(A; ®1y,) - = A1 @ Ay
Beispiel: Addition eines Spin—%—Operators Hier nehmen wir §(1), 5 als Spinoperatoren mit
Gesamtspin §=81 452 (19)
und betrachten die Zustédnde im Produktraum:
[t =111 N =111 (20)
It =M1 HD =101 (21)
(22)
Es gilt:
S: 1) = h(t) 82 1) = 10,) (23)
5. 1) = [0,) 5. 1) = —h 1) (24)
§, =81+ =Wel)+(1ws?) (25)
Beispiel:
8. 10 = 6 @ 1) 1)) + L @s2) [11) (26)
=sVm el +imes® ) (27)
h h
=S+ (=5 )i =) (28)
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Vergleiche Vorlesung: s = j1= 3, §? = j2 = 3, wobei dim(H;) = dim(H,) =

Notation:

. 11
|]1]2m1m2> — §§m1m2

1111 11
‘2222>= 22>=|TT>:|T>|T>
11 11 11
’22‘22>“22>:'“>
111 1 1 1
’222‘2>‘2‘2>‘N>
11 1 1 1 1
‘2222>22>—'W
N B
lj1j2jm) = 223m>=1m>

In der Vorlesung wurde hier geschrieben:

jm) = >

mq Mo
mi+mo=m

|11>= Z \m1m2> <m1m2|11>

maq mo2

:’;;><;;‘ 11>=|TT><TT|11>

[10) = [T1) (ML [10) + [41) (I 10)

mi ma) (my ma| jm)

analog folgt:

Wie bekommt man die Koeffizienten? 1. Variante: Es gilt:
(5)®
3@ 4 ¢Wg

@
— S8y

h21+2A(1) a(2)

# = (G0) + )2 4 2(5)
Sr) siehe spéter

M) = (R + 2% 1) = 282 1)

(SR 200 1) = 202 |11)

)=

)= \11> (J1,m=1)
W) =1-1)

)

)



