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Wiederholung

mathematische ‘Riaume*

Vektorraum V mit ‘ zusétzliche Struktur ‘ plus Vollstéandigkeit
Metrik metrischer Raum vollstandiger metrischer Raum
Norm normierter Raum Banachraum

Skalarprodukt (Innenprodukt) Prihilbertraum

Spezieller nach unten hin und nach rechts hin.

Definitionen

e Vektorraum [V,+,K], wobei K =R oder K=C
e metrischer Raum [M,d]

e Norm, z.B. d(z,y) = ||z — y||

vollstéindiger Raum (Stichwort ‘Cauchy-Folge*)

Skalarprodukt (reell, komplex)

Metrik
M. beliebige Menge

d: Mz M — R heifit Metrik auf M, wenn fiir beliebige Elemente z,y,z € M die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1. d(z,y) > 0und d(z,y) =0<=z =y
2. d(z,y) = d(y, ) (Symmetrie)

3. d(z,y) < d(x,z)+ d(z,y) (Dreiecksungleichung)

Norm

ist eine Abbildung in die nichtnegativen Zahlen
V=R oz
1L |z =0—=2=0
2. o x| = |alll]|

3. Nz +yll <[l + llyll



Skalarprodukt
fir K=R
(w):Va VR
1. (v,9) 2 0und (v,0) =0<=v=0
2. (u,v) = (v,u)
3. (a1u1 + agug,v) = ag(ug,v) + az(ug, v)
Im euklidischen Raum: [R3, +, R]
fir K=C
(,):VaV-=C
1. (v,9) 20 und (v,0) =0<=v=0
2. (u,v) = (v,u)* wobeigilt z=a+bhund z=2*"=a—b
3. (u,q1v1 + aova) = g (u, v1) + as(u, ve)

Folgerung

Beachte: Konstanten im ersten Skalarfaktor werden hier definitionsgem#fl beim Ausklammern komplex konju-
giert, Konstanten im zweiten hingegen nicht!

2 3 * % 3 * *
(a1u1 + agug,v) 2 (v, rug + agug)™ » [aq (v, ur) + aa(v,u2)]" = af (v,u1)* + o (v, uz) » o (ug,v) + aj(ug,v)
Insbesondere:

(arur + agug, v) # oy (ur,v) + az(ug,v)

In der Quantenmechanik
Hilbertraum H
e komplexer Hilbertraum: |p), |v) € H, [H,+,C]

Skalarprodukt (,| 1))
L (¢l c191 + catha) = c1 (p| Y1) + c2 (¢ ¥)
2. (el ¥) = (| ¢)"
3. (¢l @) >0 fiir @) # |0y)
o ({¢¢| ) Skalarprodukt des geordneten Paares (|v) , |¢))
o (| c19h + ca1) bedeutet das Skalarprodukt des Paares (c1 [t1) + c2 [1h2) , @)

Norm

o) = V@) (%) (1)
L) I > 0 fiir [¢) 7 |0,)
2. (1) + ) I < ) [T+ 1)
3. el I = lelll )



Schwarzsche Ungleichung

el o< e I - o |

Sonstiges
e [1)), |¢) sind orthogonal AL (W y=0
e Vollstindigkeit von H in der durch das Skalarprodukt definierten Norm (siehe Gl. Gleichung 1):

) = 1) | < & i myn > N = 3[) € H mit [ ) — [¥)
e Separabilitidt: 3 abzihlbare unendliche Teilmenge {|v;)}52; C H, die dicht in H ist

Satz

In jedem Hilbertraum H gibt es ein vollstéindiges Orthonormalsystem (VONS):
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i Einheitsiperator

Dualer Raum
[’Bra-Vektoren” (¢ in H', "Ket-Vektoren”|¢)) in H|
Ket-Vektoren: |a) = 377, a; [¢;)
ai by

as b2
Darstellungen von |a): o) = | - | und |8) = | - |, also Spaltenvektoren

b*

i=1"1

Skalarprodukt von |a) und |8): (8] o) = D52
Interpretation von (3| als Bra-Vektor dargestellt als Zeilenvektor: (8| = (b7, 03,...)

1B) = 32320 bi i) «— (Bl = 3272 b (@hi| mit (B] 1)) =

{|¥i)}52, Basis in H <= {(¢;|}32, Basis in H’



Operatoren in Hilbertriumen

A:H—H genauer D(A) —  W(A)
S—~— S~
Def.-Bereich Werte-Bereich

D[A+E) = D[A) = DI(E)




