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Aufgabe 01

(a) Die Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien

auf R geht schwach gegen &g, denn

A 1 eitn n— oo 2
Pn(t)—<1_\/ﬁ>+\/ﬁ—)1—60(t) VteR

Jedoch gilt
EP, = vn =3 oo # Ed
(b) Definiert seien die stetigen, beschrinkten Abbildungen

[t <k

, keN
k|t >k

fe : R—=R , fi(t) 1:{
Da fi " |-| gilt nach dem Satz {iber monotone Konvergenz

BIY| = [ 1t dPy(t) = Jim [ i dPy () = tim B£(Y)
R R

Fall: E|Y| < co. Sei € > 0. Dann lésst sich fiir geniigend grofes k abschitzen
E|Y| <Efi(Y)+e ™ lim Efy(Y,) < lim E|Y|+e

Da € > 0 beliebig war folgt die Behauptung.
Fall: E|Y| = co. Dann existiert fiir jedes R € N ein geniigend grofes k mit

k€Cn

Da R beliebig war, folgt die Behauptung.
(c) Sei (Y;,) gleichgradig integrierbar. Dann ist

v keN
supE|Y|[, < sup / [t| dPy, +sup / [t|] dPy, < oo
n n n

[t|<k [t|=k

<[k| <1
fiir irgendein k€N



und nach (b) auch E|Y| < oo. Insbesondere wird die Funktionenfolge [Id| - 1fj1q;>x}, k¥ € N majorisiert
durch die Py-integrable |Id| so dass nach Lebesgue gilt

klim /‘t| . 1{\Id\2k}(t) dpy =0 (01)
—0o0 N——————

k— o0
—

punkweise

Sei nun € > 0, dann existiert nach Voraussetzung bzw. Gl. (0.1) ein kg € N mit

/ It| dPy, < Z VneN (0.2)
[t|>ko
und
[t dPy < 2 (0.3)
[t|>ko

Definieren nun die Folge beschrinkter, stetiger Funktionen

t D <k
i R>R | fi(t):=<k t>k , keN
-k t< -k

so dass gilt
[feape, =% [oapy vien

/fko dPy, — /fk0 dPy

bzw.

+ / (t — ko) dPy, + / (t + k()) dPy, | + / (t - ko) dPy + / (t+ ko) dPy
t>ko t<—ko t>ko t<—ko
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(0.2)&(0.3) e
< +§ <e Vn>ng

/fko dPy, */fko dPy

<5 Vn>ng
fiir 1rgendeln no€N

was zU zeigen war.
Bemerkung: Obige Aussage impliziert auch umgekehrt den Satz von Lebesgue. Sind némlich f,, nf—» f

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (©,&,P) und |f,| < g V n € N fiir irgendeine integrable g : @ — R, so

gehen insbesondere auch f, LT> f als Zufallsvariablen. Anderseits ldsst sich abschitzen

supE | fo| L1, 1>a) = sup / |fn] dP < sup / gdP < / gd?’:/ 9-1lgg>ay dP al:’o 0
" " ol " — Konvergenz
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f.s.
da g f.i. endlich

sprich die (f,) sind gleichgradig integrierbar, was Ef,, "—> Ef impliziert.



(d) Es sei
S :=supE|Y,|'" < oo
n

und 0 > 0 beliebig. Dann existiert ein & € N so dass
01> 2]V >
Folglich lasst sich abschétzen

It| dPy, g% / t|' dpy, < /W*E dPy, <6 ¥YneN

{It[=k} {It1=k}
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(e) Nach dem CLT gehen
Sp —na pn—
ovn 4 0.1
Da die Abbildung = — |z|" stetig ist, gehen auch
‘Sn =| T zr
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nach (d) gleichgradig integrierbar (¢ > 0 so dass p(1 + €) = 2). Nach (c) gehen also

Sp —nal|? nooo »
E‘ U\/ﬁ —>E|Z‘
Anderseits ist
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Hilfsaussage [

(g) Nach (e) & (f) gilt

was genau zu zeigen war.



0.0.1 Hilfsaussage iiber die Poissonverteilung

Sind X7, X5, .. unabhéingig, poissonverteilt mit Parametern A1, Az, .. und S, := ZZ=1 Xk, so gilt

1 n m n
P(S":m):m!<kz)\k> -exp[—kZ)\k] , méeN,
-1 =1

Insbesondere sind S,, poissonverteilt mit Parameter > ;'_; Aj.

Beweis durch Induktion iiber n: Der Fall n = 1 ist klar. Gilt die Aussage nun fiir irgendein n € N, so
folgt

m

P(Snp1=m) =3 P(Sy=lXpp1 =m—1) "E" 3" P(S, =1) - P(Xp1 =m—1)
=0 =0
m 1 n l n )\m—l
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Aufgabe 02

Betrachten die unabhéngigen, standardnormalverteilten &1, o, ... ~ Np 1, dazu die Summen
2n
2 2
Sni=Y & ~X3,
k=1

Dann erfiillen die S,, das CLT, sprich
Spn—ES, S, —2n p— N
= —
VS, Vin a4 7%

Daher konvergieren auch die Verteilungsfunktionen von S,, gegen die VF @ von N ;. Insbesondere

2n n
1 n—oo S, —ES Sangn 1 xn—le—% r=:2u 1 n—1 _—z
- = 7 n < = < = = _—
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Aufgabe 03

Richtung ”=": Da jede Menge {k} C (N, |:]) sowohl abgeschlossen als auch offen ist, gilt
lim P, ({k}) < P({k}) < lim P, ({k})
n—oo n—oo

woraus die Behauptung folgt.

Richtung "< Nach Fatou folgt fiir jede (insbesondere offene) Menge A C N

P(A) = Y P{ah) = Y lim Pu(fa}) £ lm 3 Pu(fa}) = lm Py (A)

acA acAV T T aeA oo

woraus die schwache Konvergenz folgt.
O
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