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Aufgabe 01
Vorbetrachtung
Sei zunéchst (E, d) allgemeiner metrischer Raum. Zu ¢ > 0 und A C E setze
AF = U B.(x)
€A

Dann:

(i) Fire,6 > 0und A C E gilt: (AF)S C A0,
Beweis: Ist z € (A%)%, sprich x € Bs(y) fiir irgendein y € A%, so ist auch y € B.(z) fiir irgendein z € A.
Doch dies impliziert « € B.5(2), sprich z € As+°.

(i) Sind e, \, 0, so gehen A% \_ A.
n—oo
Beweis: Offensichtlich sind A*» monoton fallend. Ist nun = € ﬂ A% so existiert per Konstruktion eine
neN
Folge ,, € A mit d(z,y,) < &y, sprich y, —> x. Daher z € A.
Beweis der Metrik
Sei My (R) die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, Z(R)).

e Tatséchlich ist A wohldefiniert, da natiirlich F(z —1) =1 <0< G(z) <1< F(x + 1) + 1. Insbesondere
ist A< 1.

e Symmetrie von A : M3 (R) x MWy (R) — [0, 00) ist klar.
o Ist A(P,Q) =0, so existiert Folge &, \, 0 mit
P((—00,7]) < Q((—00,z+¢e,]) +e, VT ER
(analog auch P, Q vertauscht), sprich

P((=0.2]) = lim P((~o0,a)) < lim Q((—o0,2+2,]) + lim &, = Q((—oc,a)
N(—o00,2] T

(analog auch P, Q vertauscht). Daher
Q((—OO,Z‘]) :P((—OO,J?]) VzeR

was bekanntlich P = Q impliziert.



e Dreiecksungleichung: Zu P, Q, R € M (R) existieren €, \, A(P, Q) und d,, \, \(Q, R) fiir die gilt

P((—o00,z]) < Q((—00,z +¢€,]) +en VZERNEN

Q((—00,z]) < R((—o0,x +9,]) + 0, VzeR,neN
Insbesondere
P((—00,2]) < Q((—00,z +&,]) +en < R((—00, 7+, +6,]) +6n +6, VZER, neEN
sprich (e, + 6,) > AM(P,R) V n € N, daher

AP, Q)+ A(Q,R) = lim (¢, +6n) > A(P,R)

n—oo

Beweis der Aquivalenz der Topologien: Richtung ”="

Beweis durch Widerspruch: Es gehen P, nloi P. Nehmen an )\(Pn,P)% 0, dann existiert § > 0 und
Teilfolge (P, )72, mit A(P,,,P) > 24, sprich

Pr,(I) > P((—o0,xp +20]) +26 vV P((—o0,z) — 20]) — 20 > Py, (Ix)
fiir irgendwelche Intervalle I}, = (—oo, x]. Der zweite (rechte) Fall wiirde jedoch wiederum bedeuten
Pry, ([, 00)) > Py, (g, 00)) = Py, (I5) > P((xr — 26,00)) + 26 > P([xg — d,00)) + 6
Fazit, es existieren Intervalle I, der Form (—oo, 2] oder [z, 00) und
P (L) >PUID+6 VEkeN (0.1)

Weiterhin kénnen wir 0.B.d.A. annehmen dass alle Intervalle I vom gleichen Typ (links-unbeschrinkt oder
rechts-unbeschriinkt) sind®.

Da (x)72 , auf jeden Fall eine monotone Teilfolge besitzt, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass () wéchst
oder fallt, sprich I \ I oder I}, / I fiir geeignetes Intervall I (bzw. I € {0, R}).

e Fall I; \, I: Da die I abgeschlossen sind, ist auch I abgeschlossen und es gilt

n— oo

NI — (0.1) JE— vV m R Pn 7 P
PI)+06 =" lim PIp)+d < lm P, (Ix) < lim P, (I, < Pln) VYmeN
k—oo k—00 N — k—oo
<Poy (L)
v k>m

Doch dies ist ein Widerspruch zu I,,, \, I.

e Fall I, / I: Konnen 0.B.d.A. annehmen dass I;, offen sind?. Dann ist auch I offen und

n%)’o . _ IDT, _ (0.1) ___ 5 Iy T _
P(I) > lim Pnk(l) > khm Pnk(lk) > klim P(Ik)+5 > P(I)+6

k—oo

ein Widerspruch!

Beweis der Aquivalenz der Topologien: Richtung <"

Es sei lim A\(P,,P) = 0, dann existieren® &,, "= 0 mit

n—oo

P((—o0,x —ep)]) —en < Pp((—00,2]) < P((—o0,x +ep]) +en Ve eRNEN (0.2)

1Da, jedes I, nur eines der beiden Typen sein kann, existiert stets Teilfolge (Ix,;)52, die die Forderung erfiillt.
2Da 01}, C D gilt (0.1) auch fiir das Innere IP und I} sind weiterhin wachsend.
3Zu n € N existiert per Konstruktion ein e, < A\(Pp,P) + % mit der genannten Eigenschaft (0.2). Doch diese erfiillen €,, — 0.



Insbesondere

P((—o0,z)) = lim P((—o0,z —¢&,]) — lim g, < lim P, ((—o0,z])
n—oo n <(>)o n— 00

< lim P,((—o00,z]) < lim P((—o00,z + &,]) + lim g, = P((—00,2]) VxR

n—oo n—0oo n—oo

N——

0
sprich P, ((—oc, z]) =% P((—o0, z]) fiir jeden Stetigkeitspunkt = von P. Bekanntlich impliziert dies P, "25 P.
O

Aufgabe 02
Behauptung: F konvergiert gleichméfig auf jedem Intervall [a, b].

Beweis durch Widerspruch: Unter der Annahme

Ey | [a,b]mF| [a,b]

existiert ein § > 0 und Teilfolge (ny)52 ; mit

sup |Fy, (x) — F(z)| > ¢
z€[a,b]
sprich
[Py (2k) — F(zp)| 26, kEN

fiir geeignete x, € [a, b]. Doch da [a, b] kompakt ist, existiert Teilfolge (z, )52, mit x, TN ae [a, b)].
O0.B.dA*z, / zoderxy, N\, z. Im ersten Fall wiirde gelten

0 < lim |Fy, (z1,) *F(zki)‘ < lim | Fy, (23,) = Fuy, (2) |+ Tm | Fy, (2) = F(2)| + Tim |F(z) = F(xx,)|
<0 0 0
nach Voraussetzung da F' stetig
VT<zr ___
= Tm [Fn (z) — F,, (xki)} <" Tm [F (z) — Fy,. (T)} = F(z)—F(T) VT <ua
1— 00 v N v , i—00 i i
>Fy, (T)
V T'<zg,

ein Widerspruch zur Linksstetigkeit von F'. Im zweiten Fall wiirde gelten

0 < Iim | Fy, (2r,) = Flax,)| < Tm | Fo (2x,) = Foy, (2) | + Im |Fy, (2) = F2)|+ Im |F(z) = F(ay,)]
>0 0 0
nach Voraussetzung da F' stetig
VT>r
— m [Fnk,(xki)_Fnk (z)} <" Tm [Fnk,(T) - Fnk,(z)} = F(T)—F(z) VT >ua
i—00 @ i i—00 i i
<Fu, (T)
v T>ay,

ein Widerspruch zur rechtsseitigen Stetigkeit von F.

Behauptung: F =3 F aufR.

gleichméfig

1Da (z1,)$2, stets monotone Teilfolge besitzt.



Beweis durch Widerspruch: Angenommen die Aussage wére falsch, dann existiert § > 0 und
Teilfolge (F,, )72 mit [|F,, — F|| >d V k, bzw. Punktfolge (x) C R mit

| Fny (k) — Fax)| 2 6

Nach voriger Behauptung darf (z3)32, in keinem kompakten Intervall enthalten sein, das heifst
xg, " oooder zy, N, —oo fiir irgendeine Teilfolge (z1,)72. Im ersten Fall wire dann

i—00 1—00

6 < Tim |F,, (ok,) = Flan,)| < Tm

11— 00 11— 00

Fnkl(xkl)—l + lim |1_F(xk1)

71— 00

0

vV TEeR
=1-1lm F,, (x,) < 1—1lm F, (T) VTER
i— 00 hl/_/ 1—00 ‘
2P, (T) #(T)
vV T<zk, nach
Voraussetzung

das heift F(T) <1—0 VT € R, ein Widerspruch zu F(T) %% 1. Analog im zweiten Fall

J— _ _ vV TeR ____
0 < lim Fy, (zg;) — F(zg,)| < lim Fy,, (rg;,)+ lim F(zg,) < lim F,, (T)=F(T) VTeR
71— 00 g 1— 00 | s , 71— 00 71— 00 g
SF"k,i (T) 0

v T>zy,

ein Widerspruch zu F(T) T==>y.

Aufgabe 03

(a) Die charakteristischen Funktionen der Partialsummen

n
Sy, = E CLEL
k=1

sind gegeben durch
F(Sn)(t) = [[ Flerer)t) = ] Flew)(ext) = [ cos(ext)
k=1 k=1 k=1

Konvergieren nun S, nfiio S fast sicher, so gehen bekanntlich auch S, n%of S. Nach Lévy konvergieren
daher auch F(S,) "3 F(S):

punktweise

ﬁ cos(ext) = F(S)(t) VteR
k=1

Behauptung: Es gehen ¢ o)
o0

Beweis: Da H cos(cyt) iiberall konvergiert, muss
k=1

cos(cxt) =1 Ve R (0.3)

o0
Da H cos(cyt) in t = 0 stetig ist und den Wert 1 annimmt, existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit
k=1

1- H cos(cxt)

k=1

<e V<4




Doch wegen |cos(cit)| < 1V ¢,k muss insbesondere
|cos(crt)| >1—e V |t]| <6, keN (0.4)
sein. Da arccos stetig ist, existiert fiir geniigend kleines &’ > 0 ein & > 0 mit
lcos(ckt)] >1—¢ = |cxt mod 7| <€’
bzw. nach (0.4) ein § > 0 mit

[t|<d = |eptmodw| <& VkeN (0.5)

o0.B.d.A.
Wiéhle nun festes to < 6 < 1/2. Wahre |citg| > ¢ fiir irgendein k£ € N, so gébe es ein
0 < t; < tp mit |ext; mod 7| > &', in Widerspruch zu (0.5). Es gilt also sogar

[t| <6 = |at| <& VEkeN

Zusammen mit (0.3) impliziert dies
Cp — 0
Als Konsequenz, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen dass |c;| <1 V k € N sind.
Behauptung: Es gilt

i [1 —cos(cxt)] < oo V |t <1 (0.6)
k=1

Beweis: O.B.d.A. seien alle ¢, # 0. Wegen

3 Hcos(ckt H [1—(1—cos(cit))] V Jt] <1
k=1

€[0,1)
fiir |t|<1

muss bekanntlich gelten

3 Zlfcosckt <oco V|t<1
k=1

o0
Behauptung: Es gilt Zci < 00.
k=1

Beweis: Nach (0.6) muss fiir |¢| < 1 gelten

i 1 — cos(ext)] Z (ext)” + i(_l)n(%t) - = iCQ : T i(_ )" in_ztzn
k=1 ’ k=1 2! n=2 (277’)' k=1 * 2! n=2 (2”)
(0.7)
Doch wegen
il t > 20 e <1 X2 420 2
(71)n 2n—2 § C?n—?f S § exp(t) —t———1 € O(tB)
n; ko (2n)! nz::g ko (2n)! ; (2n)! 2

ist (&) fiir geniigend kleines |¢| kleiner als ;—2; (unabhéngig von k), das heift (0.7) impliziert fiir

geniigend kleines |¢|
© 42

ch% eR

k=1

o0
> cj <0
k=1

bzw.



(b) Sei

mit den unabhéngigen, auf {0, 1} gleichverteilten d; := (¢ + 1)/2 und erhalten

bl
s

'P(Ygt) _P< {(51 :tl,..,ék,l :tkfl,(;k <tk}U{5k :thkSTL, 5k—OVk>n}>

n

P (01 =t1,..,0-1 :tk,l,ék<tk)+P(5k=thk§n, 6k=0Vk>n)

k=1
"1 & 1
= —_— —_— 7:t
okt om H 2
k=1 k=n-+1
0

Bekanntlich existiert fiir jede ¢ € [0,1] monoton

sprich P(Y < t) = ¢ fiir jede dyadische Zahl ¢t € [0, 1].
1]. Dementsprechend

wachsende Folge t,, /' t dyadischer Zahlen ¢,, € [0,

PY <t)= lim P(Y <t,)= limt, =t

Natiirlich ist ohnehin 0 <Y < 1, das heift Y ist gleichverteilt auf [0,1], bzw. X gleichverteilt auf [-1, 1].

(c) Nach (b) gehen die Partialsummen

no_k
€ n—oo
Su=2 7 U
k=1
in Verteilung gegen die Gleichverteilung U auf [—1,1]. Nach Lévy

sint

F(Sn)(t) = [ cos (;,c) T FU)) = —— ViER
k=1



