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Aufgabe 01
(a) Definitionsgemäß

P̂(k) =
∫
R

eikx
a− |x|
a2

dx =
1
a

a∫
−a

eikx dx

︸ ︷︷ ︸
2
ak sin(ka)

+

0∫
−a

eikx
x

a2
dx+

a∫
0

eikx
−x
a2

dx

︸ ︷︷ ︸
2

a2k2
[1−ak sin(ak)−cos(ak)]

=
2

a2k2
[1− cos(ak)] , k ∈ R

(b) Beginnen mit

P̂(k) =
∫
R

eikx

π(1 + x2)
dx

und bemerken dass
P̂(−k) = P̂∗(k) , k ∈ R

sprich es genügt P(k) für k > 0 zu berechnen (bekanntlich P(0) = 1). Im Fall k > 0 geht

lim
|x|→∞
=(x)>0

|x| · eikx

π(1 + x2)︸ ︷︷ ︸
=:f(x)

= 0

wobei f in {= > 0}-Ebene als einzigen Pol den Pol 1. Ordnung x0 = i besitzt. können wir den Residuensatz
anwenden und erhalten

P̂(k) = 2πi Res
=(x0)>0

(f, x0) = 2i
eiki

2i
= e−k , k > 0

Somit schließlich
P̂(k) = e−|k| , k ∈ R

(c) Mit

P =
∞∑
n=0

p(1− p)n · δn

folgt

P̂(k) =
∫
R

eikx dP(x) =
∞∑
n=0

eikn · p(1− p)n = p

∞∑
n=0

[
eik(1− p)

]n
=

p

1− eik(1− p)
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Aufgabe 02

Seien X1, X2, X3
d= X iid. Wegen

F (aX1 + bX2) (t) = F(X)(at) · F(X)(bt) = e−|at|
α

e−|bt|
α

= exp
[
−
∣∣∣∣ α√|a|α + |b|a︸ ︷︷ ︸

c

·t
∣∣∣∣α]

= F(X)(ct) · eit·d = F(cX + d)(t)

für d := 0 ist aX1 + bX2
d= cX3 + d.

Aufgabe 03
Wegen

<{F(X)(t)} =
∫
R

cos(xt) dPX(x)

ist∫
R

1−<{F(X)(t)}
|t|r+1 dt =

∫
R

1
|t|r+1 ·

1−
∫
R

cos(xt) dPX(x)

 dt =
∫
R

∫
R

1
|t|r+1 [1− cos(xt)]︸ ︷︷ ︸

≥0

dPX(x) dt

Tornelli=
∫
R

∫
R

1
|t|r+1

[
1− cos(xt)︸ ︷︷ ︸

cos(|x|·t)

]
dt dPX(x)

u:=|x|·t
=

∫
R

∫
R

|x|r+1

|u|r+1 [1− cos(u)]
du

|x|
dPX(x)

=
∫
R

1− cosu
|u|r+1 du

︸ ︷︷ ︸
1/c(r)

·
∫
R

|x|r dPX(x)

︸ ︷︷ ︸
E|X|r

Aufgabe 04
Fall r < α: Da (1− cosu) fast-überall positiv ist, ist c(r) 6=∞. Aus Aufgabe (03) und

∫
R

1−<(F(X)(t))
|t|r+1 dt =

∫
R

1
|t|r+1

[
1− e−|t|

α
]
dt = 2

∞∫
0

1
tr+1

[
1− e−t

α
]
dt

u:=tα= 2

∞∫
0

u−
r
a−1(1− e−u) du = −2

r
u−

r
a (1− e−u)

∣∣∣∣∞
u=0︸ ︷︷ ︸

0

+
2
r

∞∫
0

u(1− r
α )−1e−u du

︸ ︷︷ ︸
Γ(1− r

α )

=
2Γ
(
1− r

α

)
r

folgt schließlich die Behauptung.
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Fall r = α: Wegen
1− e−x

x

x→0−→ 1

gilt die Abschätzung

1− 1− e−x

x
≤ 1

2
∀ x ≤ x0

bzw.
1− e−x ≥ x

2
∀ x ≥ x0

für genügend kleines x0 > 0. Schließlich folgt aus

∫
R

1−<(F(X)(t))
|t|α+1 dt = 2

x0∫
0

1
|t|α+1

[
1− e−|t|

α
]

︸ ︷︷ ︸
≥|t|α/2

dt+ 2

∞∫
x0

1
|t|α+1

[
1− e−|t|

α
]
dt

≥
x0∫
0

|t|α

|t|α+1 dt

︸ ︷︷ ︸
∞

+2

∞∫
x0

1
|t|α+1

[
1− e−|t|

α
]
dt =∞

die Behauptung.

Aufgabe 05

∫
R

e−ixtF(P)(t) dQ(t) =
∫
R

e−ixt
∫
R

eiytdP(y) dQ(t) =
∫
R

∫
R

ei(y−x)t︸ ︷︷ ︸
beschränkt

dP(y) dQ(t)

Fubini=
∫
R

∫
R

ei(y−x)tdQ(t)

︸ ︷︷ ︸
F(Q)(y−x)

dP(y) =
∫
R

F(Q)(y − x) dP(y)
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