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Aufgabe 01
Wegen {

max
1≤j≤n

|Sj |p ≥ ε
}

=
{

max
1≤j≤n

|Sj | ≥ p
√
ε

}
und {

|Sn|p ≥ ε
}

=
{
|Sn| ≥ p

√
ε
}

folgt nach Levis Maximalgleichung

P
(

max
1≤j≤n

|Sj |p ≥ ε
)

= P
(

max
1≤j≤n

|Sj | ≥ p
√
ε

)
≤ 2 · P

(
|Sn| ≥ p

√
ε
)

= 2 · P (|Sn|p ≥ ε)

Somit:

E max
1≤j≤n

|Sj |p =

∞∫
0

P
(

max
1≤j≤n

|Sj |p ≥ t
)
dt ≤ 2 ·

∞∫
0

P (|Sn|p ≥ t) dt = 2 · E |Sn|p

Aufgabe 02
Fall α > 1

2

Bekanntlich geht
Sn
bn

n→∞−→
f.s.

0

für 0 < b1 ≤ b2 ≤ · · · → ∞ mit
∞∑
k=1

VXk

b2k
<∞

Setzt man speziell bk :=
√
k · (ln(k + 1))α so ist

∞∑
k=1

VXk

b2k
= VX1 ·

∞∑
k=1

1
k(ln(k + 1))2α

<∞

da
∞∫
1

dx

x(ln(x+ 1))2α
=

∞∫
0

x+ 1
x︸ ︷︷ ︸
≤2

dx

(x+ 1)(ln(x+ 1))2α
u:=x+1
≤ 2

∞∫
2

du

u(ln(u))2α
=

2(ln(u))1−2α

1− 2α

∣∣∣∣∞
2

<∞

(Integralkriterium für Reihen). Daher
Sn√

n(ln(n+ 1))α
n→∞−→
f.s.

0

1



Fall α = 0

Für standardnormalverteilte X1, X2, .. ∼ N0,1 ist Sn ∼ N0,n bzw. Sn/
√
n ∼ N0,1. Gingen nun Sn/

√
n
n→∞−→

f.s
0

so müsse gelten
P
(∣∣∣ Sn√

n

∣∣∣ > ε
)

︸ ︷︷ ︸
=constε>0

n→∞−→ 0 ∀ ε > 0

was unmöglich ist.

Aufgabe 03
Nach Übungsserie 02, Aufgabe 01 folgt aus E |X1| =∞ dass

∞∑
n=1

P (|X1| ≥ c · n)︸ ︷︷ ︸
P(|Xn|≥c·n)

=∞ ∀ c > 0

Nach Borel & Cantelli:
P (|Xn| ≥ n · c u.o.)︸ ︷︷ ︸
P

„
|Xn|
n ≥c u.o.

« = 1 ∀ c > 0

bzw.

P
(
|Xn|
n < c s.i.

)
= 0 ∀ c > 0 (0.1)

Wegen
|Xn| = |Sn − Sn−1| ≤ |Sn|+ |Sn−1|

ist {
|Sn|
n < c s.i.

}
⊆ {|Xn| ≤ cn+ c(n− 1) s.i.} ⊆

{
|Xn|
n ≤ 2c s.i.

}
∀ c > 0

bzw. nach (0.1)
P
(
|Sn|
n < c s.i.

)
= 0 ∀ c ∈ N

Bekanntlich folgt daraus
P
(

lim
n→∞

|Sn|
n <∞

)
= 0

Aufgabe 04
Beweis der Behauptung

Seien Xk : (Ω,S,P)→ R unabhängig mit E |Xk| <∞ und EXk = 0. Für

ω ∈ {Xn ≥ n u.o.}

existiert eine Folge (nl)∞l=1 ⊆ N mit |Xnl
(ω)| ≥ nl ∀ l. Gilt nun auch

1
n

n∑
k=1

Xk(ω)︸ ︷︷ ︸
Sn(ω)

n→∞−→ 0

2



so folgt

0 = lim
l→∞

Snl
(ω)− Snl−1(ω) = lim

l→∞

nl−1∑
k=1

[
Xk(ω)
nl

− Xk(ω)
nl − 1

]
︸ ︷︷ ︸

−Xk(ω)
nl(nl−1)

+
Xnl

(ω)
nl

= − lim
l→∞

1
nl

1
(nl − 1)

nl−1∑
k=1

Xk(ω)︸ ︷︷ ︸
l→∞−→ 0

+ lim
l→∞

Xnl
(ω)
nl︸ ︷︷ ︸

6=0
falls überhaupt

existent

ein Widerspruch! Daher sind
{Xn ≥ n u.o.} ∩

{
Sn

n→∞−→ 0
}

= ∅

Erfüllen nun die Xk das SLLN, so ist P(Sn
n→∞−→ 0) = 1, sprich

P (Xn ≥ n u.o.) = 0

Spezialfälle

(a) Wegen
∞∑
n=1

P(|Xn| ≥ n)︸ ︷︷ ︸
≥P(|Xn|≥2n)=1

≥
∞∑
n=1

1 =∞

ist nach Borel & Cantelli P(|Xn| ≥ n u.o.) = 1. Nach obigen Überlegungen erfüllen die X1, X2, .. also nicht
das SLLN.

(b) Wegen
∞∑
n=1

E |Xn|2

n2
=
∞∑
n=1

1
n2

<∞

erfüllen die Xn nach Khinchine das SLLN.

(c) Wegen
∞∑
n=1

P(Xn ≥ n) =
∞∑
n=1

1√
n

=∞

gilt nach Borel & Cantelli
P (Xn ≥ n u.o) = 1

Nach obiger Vorüberlegung erfüllen die Xn nicht das SLLN.

(d) Wegen
∞∫
2

dx

x(lnx+ 1)2
≤
∞∫
2

dx

x(lnx)2
= − 1

lnx

∣∣∣∣∞
2

<∞

ist auch
∞∑
n=1

E |Xn|2

n2
=
∞∑
n=1

1
n (lnn+ 1)2

<∞

(vgl. Integralkriterium für Reihen). Nach Khinchine erfüllen die Xk das SLLN.
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