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Aufgabe 01

e Esgelteb:= lim X, (w) > a. Im Fall b = oo ist die Folge X,,(w) nach oben unbeschrinkt, also X, (w) > a

unendlich oft. Im Fall b € R ist b Hiufungspunkt von (X, (w)),,cy, also insbesondere X, (w) > b—|b — a| /2
unendlich oft. Daher: o
{ lim X, > a} C{X, >auwo.}

n—oo

Die Umkehrung gilt jedoch allgemein nicht, z.B. im Fall

e Ist X,(w) > a unendlich oft, so ist supys,, Xi(w) > a fiir jedes n € N, sprich lim X, (w) > o. Daher:

n—oo

{m XnZOz}Q{anau.o.}

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, z.B. im Fall

Xn(w):—g , a=0

e Gilt b:= lim X, < o, so existiert ein ng € N mit sup>,, Xp(w) < @ V n > ng, das heift X, (w) < o

n—00

schlieftlich immer. Daher:

{ lim X, < a} C{X, <asi} (0.1)

n—oo

Die Umkehrung gilt allgemein nicht, z.B. im Fall

e Sei X,, < « schlieflich immer, das heift fiir irgendein ng € N gilt X3(w) < a V k > ng. Dann gilt
insbesondere supy>,, Xi(w) < a ¥ n >mng, sprich lim X, (w) < a bzw.

n—oo

{X, <asi}C { lim X, < a} (0.2)

n—oo

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, z.B. im Fall



Aufgabe 02
Variante 1

Gegeben a < 3, dazu die Nullmenge
Nop={Xn, <auwo. & X, >pfuo.}

Dann gilt fiir w ¢ Ny g
Xp(w) > asi. oder X,(w)<fsi.

Betrachtet sei nun die Nullmenge'

N:= |J Nap
a,BEQ

Dann gilt fiir w ¢ N
Va<peQ : X,(w)>asi oder X,w)<gsi

Insbesondere:
elmFall AacQ: X,(v) > asi, gilt X,(w) <Bsi V3eQ,sprich X, (w) — —oc.
e Analog geht X, (w) — oo falls B B € Q: X, (w) < B s.i..
n—oo

e Im Fall X,,(w) > a 8., X,,(w) < @ s.i. fiir irgendwelche o = 5 € Q ist X, (w) = a s.i. also X, (w) — «a.

e Im Fall X, (w) > a s.i., X,(w) < g s.i fir irgendwelche a # 5 € Q (= «a < 3), definiere die Folgen

ag:=a, =7, Tn ::(an+ﬁn)/2

o e )1 : Xn(w) > Yn—1 s.d 5, = V-1 Xn(w) < yp_1 s.d.
" Qp_1 :sonst ’ " Bn_1 :sonst

Dann konvergieren oy, Bn, vn — v € |a, 8] (Intervallhalbierungsverfahren) und fiir beliebiges ¢ > 0 ist
n—oo

X, (w) € B:(v) s.i.? Daher konvergiert auch X,,(w) — 7.

Gezeigt wurde also: Fast jede Folge X,,(w) konvergiert in R. Jedoch ist die fast-sichere Konvergenz in R nicht
gegeben. Als Beispiel sei der Fall

(Qvevp) = ({0}7{{0}a®}750) ) Xn(w) =n Vwe

genannt.

Variante 2

Wegen
{X,, konvergiert in R*} = { lim X, = lim Xn}

n—oo n—oo

IDa abzihlbare Vereinigung von Nullmengen.
2Da V € > 0 stets irgendein n existiert mit oy, 3, € Be ).



gilt

P (X,, konvergiert nicht in R*) =P ( lim X,, > lim Xn>

n—oo n—oo

273( U lim X, <a A lim Xn>ﬁ)
a<BeQ T e

< ) 7’<lim X, <a, n,hl%oX">ﬁ>

a<peQ N
(01)
< Z P(X, <auo., X, >pFuo)=0
a<fBeQ 0
O
Aufgabe 03

(a) Sei t > 0 fest. Da A := {X,, >¢-Inn u.o.} ein terminales Ereignis ist, besitzt es nach Kolmogorov
Wahrscheinlichkeit 0 oder 1. Wegen

A=) U {Xn>t-Inn}

meNn>m

fallend in m

gilt ferner

?(A):Tr}@mp( U {Xn>t~lnn}) :1—17111310079( N {Xn§t~lnn})

n>m n>m

X1,X2 00 00
unabhéngig . . 1
= 1nlgrlmHP(Xn§t~lnn)—1ml£nooH{ln}\t]
Dabei gilt (fiir m > 2):
H[l—nn}>0 @H[At J<oo(:)2n)\t_l<oo
=" \ , n=m . , n=m
nkf;\;1 1+'n.>‘t71

e Fall: A\t < 1. Dann ist

und daher P(A) = 1.
e Fall: A\t > 1. Dann ist

- 1
H {1 - /\t] >0 Vm>2 (insbesondere fir m = 2)

wachsend in m

also P(A4) < 1 bzw. P(A) = 0.



(b) Wegen

_ Xn (0.2) . e
lim o <tr, 2 {X,<t-lnnsi}={X, >t Innuwo.}
n—oo [NMn

gilt fiir ¢ > 1/X:

X,
'P(lim — St) >1-P(X,>t-lnnuwo.)=1
n—oo Inn
0 nach (a)
Anderseits gilt fir t < 1/
— X, — X, (0.1)
i — < - i — - .
{nlirrgo = t} C { lim < 1/)\} C {X,<(1/A) -lnnsi}

C{X, < (/N -lnnsi}={X, > (1/\) Innuwo.}*

und somit

— X,
P(lim 1§t>Sl—P(Xn>(1/)\)~lnnu.o.):0
n—oo lnn
1 nach (a)

Daher besitzt lim 2= die Verteilungsfunktion®
n—oo T

)1t =1/
F(t)_{o St<1/A

Aufgabe 04

(a) Sei zundchst m € N fest, dazu
Zn :Sn_sm:Xm+l++Xn , n=m

Da die X,,, n > m bzgl. o(X, : n > m) messbar sind, sind auch alle Z,,, n > m bzgl. o(X,, : n > m)
messbar, also
0(Zy,:n>m)Co(X,:n>m)

e Bekanntlich ist
{3 limZneR}Ea(Zn:nzm)

n—oo
(vgl. Vorlesung) so dass wegen

{3 lim S,, GR} - {3 lim Z,, GR}

auch gilt
{El limSneR} co(Xp:n>m)

(fiir alle m € N). Somit ist
{3 limSneR}e N o(Xo:n=m)
terminal.

) { lim Sn} ist im Allgemeinen kein terminales Ereignis. Als Beispiel diene

(2,8) = ({0,1}, 2 {0,1})
mit
Xi(w) =w, Xpw):=0 Vn>2
Dann ist
{ lim S, = o} = X7H0) = {0} ¢ {0,Q) = o(X,, : 1 > 2)

n—oo

3 Aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit von F' muss auch F(1/)\) = 1 sein.



(b) Sei m € N zunéchst fest, dazu die Z,, definiert wie in (a). Bekanntlich ist

(a)
{limann:a}Ga(ann:nzm)ga(Zn:nzm) CoXp:n>m)

n—oo

(vgl. Vorlesung). Wegen
lim ¢, Z,, = lim ¢,S, — lim ¢,S,, = lim ¢,S,,

0
gilt daher
{ lim ¢, S, = a} = { lim ¢, Z,, = a} €o(X,:n>m)

(fiir alle m € N), sprich
{limcnSn:a}E m o(X,:n>m)

n—oo
meN

Aufgabe 05
Variante 1

Beweis durch Widerspruch: Setze

A= {3 lim X, € R} . X = (X,)nen

n—oo
und nehme an P(A) > 0.
e Sei £ > 0 beliebig, dann existiert wegen*

A:Xl[ U {@)cr: lim xneBE(x)}]

n—oo
r€eZ

=R s

mindestens ein = € £Z mit Px (R ) > 0. Wegen

R.. C | JR"™' x X Bo(a)
l

n—=

leN
Rs,m,l
gibt es ein [ € Z mit
X1,X2,..
wnabhinie o3 A identisth oo
0<Px(Reay) =" Q) Px, (Rewi) = [[ Px, (Bae(z)) =" ] Px, (Bae ()
n=1 n=l n=l

Demnach muss gelten
Px, (Bae(z)) =1

o Gezeigt wurde also: Fiir jedes ¢ > 0 existiert eine Kugel B.(z) mit Px, (B:(x)) = 1. Setzt man nun

£n = L, dazu die entsprechenden Kugeln B., (1,,), so bilden die Mengen (Intervalle)

By = () Be, (zn)
n=1

eine monoton fallende Mengenfolge mit Px, (B;,) = 1. Anderseits kann der Schnitt [\ B,, hochstens
meN
einen Punkt ¢ € B, enthalten (muss sogar, da Maf # 0), so dass

meN

Prlte =P( () B ) = Jim P, (B) =1 .

ein Widerspruch zur Aufgabenvorraussetzung!

4B. (k) : abgeschlossene e-Kugel um k.



Variante 2

Da
{3 lim X, € R}

n—oo

bzgl. der unabhingigen X, X5, .. terminal ist, gilt
P (3 lim X, € R) € {0,1}
Machen die Annahme dass

73(3 lianeR):l

n—oo

dann ist fast-sicher lim X,, = lim X, € R, also fast-sicher konstant. Es existiert also ein ¢ € R mit

P (Xn oo c) —1 (0.3)

Doch wegen

muss nach (0.3) gelten
P (| Xm—c|>4%uo0)=0

bzw. nach Borel & Cantelli

> P(Xm—cl>4%)<oo YkEN

k=1

P(|X1—c|>1)

Insbesondere muss
P(|X17c\>%):0 VkeN

bzw.

P(|X1—c\§%):1 VkeN
Daher
P(ch)P(pl{|ch|§;}) kILH;oPOXdek;) =1

fallend in k

1

ein Widerspruch zur Aufgabenvoraussetzung!
O



