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Aufgabe 01
• Es gelte b := lim

n→∞
Xn(ω) > α. Im Fall b =∞ ist die FolgeXn(ω) nach oben unbeschränkt, alsoXn(ω) > α

unendlich oft. Im Fall b ∈ R ist b Häufungspunkt von (Xn(ω))n∈N, also insbesondere Xn(ω) > b−|b− a| /2
unendlich oft. Daher: {

lim
n→∞

Xn > α
}
⊆ {Xn > α u.o.}

Die Umkehrung gilt jedoch allgemein nicht, z.B. im Fall

Xn(ω) :=
1
n

, α = 0

• Ist Xn(ω) ≥ α unendlich oft, so ist supk≥nXk(ω) ≥ α für jedes n ∈ N, sprich lim
n→∞

Xn(ω) ≥ α. Daher:{
lim
n→∞

Xn ≥ α
}
⊇ {Xn ≥ α u.o.}

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, z.B. im Fall

Xn(ω) = − 1
n

, α = 0

• Gilt b := lim
n→∞

Xn < α, so existiert ein n0 ∈ N mit supk≥nXk(ω) < α ∀ n ≥ n0, das heißt Xn(ω) < α

schließlich immer. Daher: {
lim
n→∞

Xn < α
}
⊆ {Xn < α s.i.} (0.1)

Die Umkehrung gilt allgemein nicht, z.B. im Fall

Xn(ω) = − 1
n

, α = 0

• Sei Xn ≤ α schließlich immer, das heißt für irgendein n0 ∈ N gilt Xk(ω) ≤ α ∀ k ≥ n0. Dann gilt
insbesondere supk≥nXk(ω) ≤ α ∀ n ≥ n0, sprich lim

n→∞
Xn(ω) ≤ α bzw.

{Xn ≤ α s.i.} ⊆
{

lim
n→∞

Xn ≤ α
}

(0.2)

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, z.B. im Fall

Xn(ω) =
1
n

, α = 0
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Aufgabe 02
Variante 1

Gegeben α < β, dazu die Nullmenge

Nα,β := {Xn < α u.o. & Xn > β u.o.}

Dann gilt für ω /∈ Nα,β
Xn(ω) ≥ α s.i. oder Xn(ω) ≤ β s.i.

Betrachtet sei nun die Nullmenge1

N :=
⋃

α,β∈Q
Nα,β

Dann gilt für ω /∈ N :
∀ α < β ∈ Q : Xn(ω) ≥ α s.i. oder Xn(ω) ≤ β s.i.

Insbesondere:

• Im Fall @ α ∈ Q : Xn(ω) ≥ α s.i., gilt Xn(ω) ≤ β s.i. ∀ β ∈ Q, sprich Xn(ω)→ −∞.

• Analog geht Xn(ω)→∞ falls @ β ∈ Q : Xn(ω) ≤ β s.i..

• Im Fall Xn(ω) ≥ α s.i., Xn(ω) ≤ β s.i. für irgendwelche α = β ∈ Q ist Xn(ω) = α s.i. also Xn(ω) n→∞−→ α.

• Im Fall Xn(ω) ≥ α s.i., Xn(ω) ≤ β s.i. für irgendwelche α 6= β ∈ Q (⇒ α < β), definiere die Folgen

α0 := α , β0 := β , γn := (αn + βn)/2

αn :=

{
γn−1 : Xn(ω) ≥ γn−1 s.i.
αn−1 : sonst

, βn :=

{
γn−1 : Xn(ω) ≤ γn−1 s.i.
βn−1 : sonst

Dann konvergieren αn, βn, γn
n→∞−→ γ ∈ [α, β] (Intervallhalbierungsverfahren) und für beliebiges ε > 0 ist

Xn(ω) ∈ Bε(γ) s.i.2 Daher konvergiert auch Xn(ω) n→∞−→ γ.

Gezeigt wurde also: Fast jede Folge Xn(ω) konvergiert in R̃. Jedoch ist die fast-sichere Konvergenz in R nicht
gegeben. Als Beispiel sei der Fall

(Ω,S,P) := ({0} , {{0} , ∅} , δ0) , Xn(ω) := n ∀ ω ∈ Ω

genannt.

Variante 2

Wegen

{Xn konvergiert in R∗} =
{

lim
n→∞

Xn = lim
n→∞

Xn

}
1Da abzählbare Vereinigung von Nullmengen.
2Da ∀ ε > 0 stets irgendein n existiert mit αn, βn ∈ Bε(γ).
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gilt

P (Xn konvergiert nicht in R∗) = P
(

lim
n→∞

Xn > lim
n→∞

Xn

)

= P
( ⋃
α<β∈Q

lim
n→∞

Xn < α ∧ lim
n→∞

Xn > β
)

≤
∑

α<β∈Q
P
(

lim
n→∞

Xn < α, lim
n→∞

Xn > β

)

(01)

≤
∑

α<β∈Q
P (Xn < α u.o., Xn > β u.o.)︸ ︷︷ ︸

0

= 0

Aufgabe 03
(a) Sei t > 0 fest. Da A := {Xn > t · lnn u.o.} ein terminales Ereignis ist, besitzt es nach Kolmogorov

Wahrscheinlichkeit 0 oder 1. Wegen

A =
⋂
m∈N

⋃
n≥m

{Xn > t · lnn}︸ ︷︷ ︸
fallend in m

gilt ferner

P(A) = lim
m→∞

P
( ⋃
n≥m

{Xn > t · lnn}
)

= 1− lim
m→∞

P
( ⋂
n≥m

{Xn ≤ t · lnn}
)

X1,X2
unabhängig

= 1− lim
m→∞

∞∏
n=m

P(Xn ≤ t · lnn) = 1− lim
m→∞

∞∏
n=m

[
1− 1

nλt

]
Dabei gilt (für m ≥ 2):

∞∏
n=m

[
1− 1

nλt

]
︸ ︷︷ ︸

nλt−1
nλt

> 0 ⇔
∞∏
n=m

[
nλt

nλt − 1

]
︸ ︷︷ ︸

1+ 1
nλt−1

<∞ ⇔
∞∑
n=m

1
nλt − 1

<∞

• Fall: λt ≤ 1. Dann ist
∞∏
n=m

[
1− 1

nλt

]
= 0 ∀ m ≥ 2

und daher P(A) = 1.

• Fall: λt > 1. Dann ist
∞∏
n=m

[
1− 1

nλt

]
︸ ︷︷ ︸

wachsend in m

> 0 ∀ m ≥ 2 (insbesondere für m = 2)

also P(A) < 1 bzw. P(A) = 0.
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(b) Wegen {
lim
n→∞

Xn

lnn
≤ t
}

(0.2)

⊇ {Xn ≤ t · lnn s.i.} = {Xn > t · lnn u.o.}c

gilt für t > 1/λ:

P
(

lim
n→∞

Xn

lnn
≤ t
)
≥ 1− P (Xn > t · lnn u.o.)︸ ︷︷ ︸

0 nach (a)

= 1

Anderseits gilt für t < 1/λ:{
lim
n→∞

Xn

lnn
≤ t
}
⊆
{

lim
n→∞

Xn

lnn
< 1/λ

}
(0.1)

⊆ {Xn < (1/λ) · lnn s.i.}

⊆ {Xn ≤ (1/λ) · lnn s.i.} = {Xn > (1/λ) · lnn u.o.}c

und somit
P
(

lim
n→∞

Xn

lnn
≤ t
)
≤ 1− P (Xn > (1/λ) · lnn u.o.)︸ ︷︷ ︸

1 nach (a)

= 0

Daher besitzt lim
n→∞

Xn
lnn die Verteilungsfunktion3

F (t) =

{
1 : t ≥ 1/λ
0 : t < 1/λ

Aufgabe 04
(a) Sei zunächst m ∈ N fest, dazu

Zn := Sn − Sm = Xm+1 + · · ·+Xn , n ≥ m

Da die Xn, n ≥ m bzgl. σ(Xn : n ≥ m) messbar sind, sind auch alle Zn, n ≥ m bzgl. σ(Xn : n ≥ m)
messbar, also

σ(Zn : n ≥ m) ⊆ σ(Xn : n ≥ m)

• Bekanntlich ist {
∃ lim
n→∞

Zn ∈ R
}
∈ σ(Zn : n ≥ m)

(vgl. Vorlesung) so dass wegen {
∃ lim
n→∞

Sn ∈ R
}

=
{
∃ lim
n→∞

Zn ∈ R
}

auch gilt {
∃ lim
n→∞

Sn ∈ R
}
∈ σ(Xn : n ≥ m)

(für alle m ∈ N). Somit ist {
∃ lim
n→∞

Sn ∈ R
}
∈
⋂
m∈N

σ(Xn : n ≥ m)

terminal.
•
{

lim
n→∞

Sn
}
ist im Allgemeinen kein terminales Ereignis. Als Beispiel diene

(Ω,S) := ({0, 1} ,P {0, 1})

mit
X1(ω) := ω, Xn(ω) := 0 ∀ n ≥ 2

Dann ist {
lim
n→∞

Sn = 0
}

= X−1
1 (0) = {0} /∈ {∅,Ω} = σ(Xn : n ≥ 2)

3Aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit von F muss auch F (1/λ) = 1 sein.
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(b) Sei m ∈ N zunächst fest, dazu die Zn definiert wie in (a). Bekanntlich ist{
lim
n→∞

cnZn = a
}
∈ σ (cnZn : n ≥ m) ⊆ σ (Zn : n ≥ m)

(a)

⊆ σ(Xn : n ≥ m)

(vgl. Vorlesung). Wegen
lim
n→∞

cnZn = lim
n→∞

cnSn − lim
n→∞

cnSm︸ ︷︷ ︸
0

= lim
n→∞

cnSn

gilt daher {
lim
n→∞

cnSn = a
}

=
{

lim
n→∞

cnZn = a
}
∈ σ(Xn : n ≥ m)

(für alle m ∈ N), sprich {
lim
n→∞

cnSn = a
}
∈
⋂
m∈N

σ(Xn : n ≥ m)

Aufgabe 05
Variante 1

Beweis durch Widerspruch: Setze

A :=
{
∃ lim
n→∞

Xn ∈ R
}

, X := (Xn)n∈N

und nehme an P(A) > 0.

• Sei ε > 0 beliebig, dann existiert wegen4

A = X−1

[ ⋃
x∈ε·Z

{
(xn) ⊆ R : lim

n→∞
xn ∈ Bε(x)

}
︸ ︷︷ ︸

=:Rε,x

]

mindestens ein x ∈ εZ mit PX(Rε,x) > 0. Wegen

Rε,x ⊆
⋃
l∈N

Rl−1 ×
∞
×
n=l

B2ε(x)︸ ︷︷ ︸
Rε,x,l

gibt es ein l ∈ Z mit

0 < PX(Rε,x,l)
X1,X2,..

unabhängig
=

∞⊗
n=1

PXn(Rε,x,l) =
∞∏
n=l

PXn(B2ε(x))

X1,X2,..
identisch
verteilt=

∞∏
n=l

PX1(B2ε(x)

Demnach muss gelten
PXn(B2ε(x)) = 1

• Gezeigt wurde also: Für jedes ε > 0 existiert eine Kugel Bε(x) mit PX1(Bε(x)) = 1. Setzt man nun
εn := 1

n , dazu die entsprechenden Kugeln Bεn(xn), so bilden die Mengen (Intervalle)

Bm :=
m⋂
n=1

Bεn(xn)

eine monoton fallende Mengenfolge mit PX1(Bm) = 1. Anderseits kann der Schnitt
⋂
m∈N

Bm höchstens

einen Punkt c ∈ Bm enthalten (muss sogar, da Maß 6= 0), so dass

PX1({c}) = P
( ⋂
m∈N

Bm

)
= lim
m→∞

PX1(Bm)︸ ︷︷ ︸
1

= 1 ,

ein Widerspruch zur Aufgabenvorraussetzung!
4Bε(k) : abgeschlossene ε-Kugel um k.
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Variante 2

Da {
∃ lim
n→∞

Xn ∈ R
}

bzgl. der unabhängigen X1, X2, .. terminal ist, gilt

P
(
∃ lim
n→∞

Xn ∈ R
)
∈ {0, 1}

Machen die Annahme dass
P
(
∃ lim
n→∞

Xn ∈ R
)

= 1

dann ist fast-sicher lim
n→∞

Xn = lim
n→∞

Xn ∈ R, also fast-sicher konstant. Es existiert also ein c ∈ R mit

P
(
Xn

n→∞−→ c
)

= 1 (0.3)

Doch wegen {
Xn�

��n→∞−→ c
}

=
∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

{
|Xm − c| >

1
k

}
⊇
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

{
|Xm − c| >

1
k

}
︸ ︷︷ ︸

|Xm−c|> 1
k u.o.

∀ k ∈ N

muss nach (0.3) gelten
P
(
|Xm − c| > 1

k u.o.
)

= 0

bzw. nach Borel & Cantelli
∞∑
k=1

P
(
|Xm − c| > 1

k

)︸ ︷︷ ︸
P(|X1−c|> 1

k )

<∞ ∀ k ∈ N

Insbesondere muss
P
(
|X1 − c| > 1

k

)
= 0 ∀ k ∈ N

bzw.
P
(
|X1 − c| ≤ 1

k

)
= 1 ∀ k ∈ N

Daher

P(X1 = c) = P
( ∞⋂
k=1

{
|Xm − c| ≤ 1

k

}︸ ︷︷ ︸
fallend in k

)
= lim
k→∞

P
(
|Xk − c| ≤

1
k

)
︸ ︷︷ ︸

1

= 1

ein Widerspruch zur Aufgabenvoraussetzung!

6


