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Konvention: Fiir Abbildung X : @ — S und Mengenfamilie £ C £(S) sei
X&) ={X"YE):E€&}

Fiir Familie messbarer Riume (S;,S;)ic; und B € Q) _; S;, sei
Z(B) = {(3i>iel S XSZ : (Si1>--75in) S B}
il

die zu B entsprechende Zylindermenge auf X S; und
i€l

Z .= {Z(B) ‘Be gs i1y in € I}

paarweise
verschieden

die Menge aller Zylindermengen bzw.

Z' = {Z(.BZl X .. X Bi") : sz S Sim 11,y lp € I}
——

paarweise
verschieden

die Menge aller rechteckigen Zylindermengen auf X .S;.
iel

Hilfsaussage: Erzeugung des unendlichen Produktraumes

Es gilt
o(2)=0(2")
das heifst ®S¢ wird schon allein durch die rechteckigen Zylindermengen Z(B;, X .. X B; ) erzeugt.
i€l

Beweis: Seien zunéchst {iy,..,4i,,} C I fest. Seien Z;, ; und Z7 jeweils die Menge aller Zylindermengen

11..0p

Z(B), B € (X)Si, und die Menge aller rechteckigen Zylindermengen Z(B;, x .. x B;,), B, € S;, auf X ;.
k=1 i€l

Behauptung: 2;, ;, =0o(Z] ;).

Beweis: Offensichtlich ist Z;, ;, eine o-Algebra auf Q mit Z]

Ist A C 2(XS;) eine weitere o-Algebra mit 2] ;, C A, soist auch Z;, ;, € A. Sei
iel ’

2

- C Z;, .4, - Zu zeigen wére also:

By := {B € éSik : Z(B) GA}
k=1



Dann ist B4 eine o-Algebra auf X S;, . Wegen Z] |
k=1

in

C A, ist XS§;, C By, daher
k=1

Q) s, _g<><$,-k> C Ba
k=1

k=1

das heift Z;, ; C A.

Wegen
z= U 2., 2= U 2.
{i1,.,in yCI {i1,.in }CI
neN neN
gilt nun
g(zr):g[ U U(Zﬁ.iin)] =0(2)
{il,..,in}gl =z )
neN i1-in
O
Aufgabe 01

Sei I eine beliebige Indexmenge und (S;, S;)icr eine Familie messbarer Rdume, dazu X; : Q — S; Zufallsvariablen

und
X Si, X Si)

el i€l

5.5 = (

(a) Per Definition ist

S:=0(2)
so dass es geniigt zu zeigen X ~1(Z) € A fiir jede Zylindermenge
Z = {(Si)iel e XS8;: (5i17"73in) S B} , Be ®Szk, 11,50 €1 (01)
€N k=1 W_/
paarweise
verschieden

Tatsachlich ist
X Y2)= (Xi,,..X:,) " (B) € A

cA
nach Serie 03, Aufg. 3(e)

(b) Zu zeigen wire: o(X) ist die kleinste o-Algebra bzgl. der alle Xy, k € I messbar sind. Tatséchlich, gilt fiir
B € S;:

X,;'B)={weQ: X}w)eBy={weQ: X, €B, X;€8,;, i#k}

—x! ( {(s)ier € X 8021 € B}) e X718 = o(X)

Zylindermenge

das heift o(X; : i € I) C o(X). Anderseits gilt fiir rechteckige Zylindermengen

Z(Bilx"XBin)EZT 5 Bik esika ila“:ik el
~——

paarweise
verschieden

stets

Xﬁl(Z) = {w eQ: Xil(w) S Bi1a-~7X1' (W) € B1n} = ﬁ Xz_kl(Bik) € O'(X1 11 € I)

‘n
k=1 -
co(X;:iel)



das heifst

Nach Hilfsaussage folgt dann

——
o(Z")
nach
Hilfsaussage

(c) Seien (X;)ier unabhingig. Nach Kolmogorov ist P := &)
Eigenschaft

ier Px, existent und eindeutig bestimmt durch die

P(Z(Bi, x -+~ x Bi,)) = [[ Px,, (Bi,) ¥ Bi, €Si,, {in,in} €T
k=1

Doch tatsédchlich gilt

X;, unabh. n
Px (Z(Bi, x -+ x Bi,)) = Px,, ..x0)(Biy x . x Bi,) " =" [[ Px,, (Bi,)
k=1

Aufgabe 02
(a) Sei Fx die Verteilungsfunktion von X auf R, das heifit Fx(t) := P(X <t). Setze

—_

a::inf{teR:FX(t) > 2}

und beachte dass tatsdchlich a € R, da

lim Fx(t) = 1, tlim Fx(t) =0

t—o0 —
Da Fx rechtsseitig stetig ist, muss Fx(a) > % Per Konstruktion auferdem
1
Fx(t) < 3 Vt<a (0.2)
Schliefslich muss gelten
1
P(X >a)=P(X <a)+P(X =a) =(1- Fx(a)) + (Fx(a) — flgn Fx(a))=1- flgn Fx(a) > 5
t t
<3
nach (0.2)

(b) Zur Zufallsvariablen

X (01,2401, %(50+51)) ~R ., X(k)=k ke {01}

sind alle Zahlen a € [0, 1] Mediane.

(¢) Wegen
P(al <X<a2):1773(X§a1)777(X2a2) <0

>

>

W=
N

ist Pla1 < X < az)=0.



(d) e Normalverteilung: Sei X : Q — R normalverteilt um den Mittelwert a mit der Dichte

dPx 1 _(@—a)?

—_— o2 = —
I 5,¢ p(lz — al)
Dann gilt
POC<a@)= [ plle—al) de 27 [ plla ) du=P(X > a)
———
—0 a  p(lu—al)
bzw.
P(X<a)
—_———
P(X>a)=1-P(X >a)+P(X =a)
und somit

P(XZa):%(l—FP(X:a))Z%

Ganz analog auch P(X < a) > 1. Da p nirgends 0 ist, ist der Median nach (c) eindeutig bestimmt.
e Diskrete Gleichverteilung: Aus Py (X = z;) = 5x folgt direkt dass

INF1
a4 = TN+1
der Median von X ist, denn
N+1 1
X<a)=P(X >a)= > —
PXsa)=PX 20 =957 25

(e) Definitionsgeméfs ist X symmetrisch falls X 4 _X. Insbesondere gilt dann
P(X <0)=P(X >0)

Analog zu vorhin ist also

PX<0)=1-PX<0)+PX=0) = PX<0)=
N—_——
P(-X<0)
=P(X>0)

(1+P(X=0))>

N |
N |

(f) Sei a Median von X.

e Median von c¢X: Sei zundchst ¢ > 0. Wegen

1
PeX >ca)=P(X >a) > 3
ist ca Median von c¢X. Ahnlich auch im Fall ¢ < 0:
1 1
P(cX >ca)=P(X <a) > 3 P(cX <ca)=P(X >a) > B

Im Fall ¢ = 0 ist P.x = &g, cX besitzt also offensichtlich auch den Median 0 = 0 - a.
e Median von X + ¢: Aus

PX+c>at+e)=P(X>a)>= , P X+c<a+c)=P(X <a)>

|
DO~

ist ersichtlich dass X + ¢ den Median a + ¢ besitzt,

Aufgabe 03

0.B.d.A. konstruieren unabhéngige, identisch verteilte X7, Xo, .. auf ([0,1), Z([0,1), A1). Deren Fortsetzung

T = {gfz«w <)

erhilt dabei alle gewiinschten Eigenschaften, da der Vektor (Xj)zen die gleiche Verteilung wie (X )zen besitzt.



Konstruktion der X,

Setze
a} =0, a% = (1-0p), l% =(1-p), l% =p
so dass
[0,1) = [a1,a] + 1})W]ay, a5 + 13)
und

X1 = Liaga+13)

2

Gegeben seien nun die n ersten Zufallsvariablen X : [0,1) — ({0,1},2({0,1})), k¥ < n und die disjunkte
Zerlegung

2n
0,1) = Wlaf,al +17) , 0<al i <1, alyy =a +17 (0.3)
=1

des Intervalls [0,1). Dann definiere die neue disjunkte Zerlegung

2'n+l

0,1) = 1 [ay™ aptt 410 (0.4)

% [t
=1

wobei

ity =0 (L=p) , Lyt =1p

n+l . n n+l . n+l n+1 _ n
ag = ay , ay =ag o+l E=1,..,2

Beachte dass dies tatséchlich auch eine disjunkte Zerlegung von [0,1), gar eine Verfeinerung ist, denn
1 1
lag, ak + 1) = [agyy a5ty +1570) U [ag ™ aq ™ +I5) (0.5)

Definiere ferner die (n + 1) -te Zufallsvariable

on
Xnt1:= Z Lap+i7-(1=p).ap +17) (0.6)
k=1
Mozt ant )
Dabei ist
2n 2n
PXppr=1)=> [ =17-(1=p)l=p-Y I =p
i=1 =1

71

bzw. P(Xp+1 =0) = (1 —p).

Unabhéngigkeit

Zu zeigen ist: Fiir n € N sind X1, .., X, unabhéngig. Da X; alleine unabhéngig ist, geniigt es zu zeigen dass
aus der Unabhéngigkeit der X7,.., X,, auch die Unabhéngigkeit der Xi,.., X,,41 folgt. Tatséchlich, gilt fiir
t1, .., tnt1 € {0,1} und Darstellung

{(Xy=t1,..., X,

N
tn} = [ap ap, +17) , kie{l,.,2"}

1=

—



(beachte dass dies nach Konstruktion (0.6) und der Zerlegung (0.4) stets moglich ist) entsprechend

P(Xi=t1,..., Xnt1=tnt1) =P{{X1 =t1,..., Xn =tn} N {Xpnt1 = tns1})

A {Lﬂivzl [a;clﬂazi + l& ' (1 _p)ﬂ : t71+1 =0

+ =

= I:G/Zi’ G/ZL + l?b) N {Xn+1 = tn+1}‘| =

Il
_

%

AW [ap, + 0 - (U= p)ag, +0)] st =1

(1-p) X0, Ly tpy1 =0 N
= N = P(Xnt1 = tn1) - Y IR
PrXisa Iy, ttnpr =1 =1

Vor.

= P(Xnt1 =tns1) - M| [af,, af, +17)

Tea

I
-

2

P(Xlztl,..,Xn:tn)

Aufgabe 04
(a) Seien (Sk,Sk)7_, messbare Rdume und X,Y : (2,8,P) — < X Sk, @iy Sk) identisch verteilte, zuféllige
k=1
Vektoren. Dann gilt insbesondere

PXk(Bk) = P(Xl,..,Xn)(Sl X oo X Sk,1 X Bk X Sk+1 X X Sn)
= 'P(yh“’y")(sl X 0o X Sk—l X Bk X Sk+1 X oo X Sn) = Pyk (Bk) A4 Bk S Sk

baw. X, 2V, V k.

(b) Aufgrund der Symmetrie der Behauptung, geniigt es zu zeigen, dass die Unabhéngigkeit der X7, .., X,, die
Unabhéngigkeit der Y7, .., Y,, impliziert. Tatséchlich, sind X7, .., X,, unabhéngig, so folgt

Py:PX:®@:®PYk
k=1

=1 35

und somit die Unabhéngigkeit der Y7, ..,Y),.

O



