
Wahrscheinlichkeitstheorie
FSU Jena - WS 09/10
Serie 05 - Lösungen

Stilianos Louca

November 24, 2009

Konvention: Für Abbildung X : Ω→ S und Mengenfamilie E ⊆P(S) sei

X−1(E) :=
{
X−1(E) : E ∈ E

}
Für Familie messbarer Räume (Si,Si)i∈I und B ∈

⊗n
k=1 Sik sei

Z(B) :=
{

(si)i∈I ∈×
i∈I
Si : (si1 , .., sin) ∈ B

}
die zu B entsprechende Zylindermenge auf ×

i∈I
Si und

Z :=
{
Z(B) : B ∈

n⊗
k=1

Sik , i1, .., in︸ ︷︷ ︸
paarweise

verschieden

∈ I
}

die Menge aller Zylindermengen bzw.

Zr :=
{
Z(Bi1 × ..×Bin) : Bik ∈ Sik , i1, .., in︸ ︷︷ ︸

paarweise
verschieden

∈ I
}

die Menge aller rechteckigen Zylindermengen auf ×
i∈I
Si.

Hilfsaussage: Erzeugung des unendlichen Produktraumes

Es gilt
σ(Z) = σ(Zr)

das heißt
⊗
i∈I
Si wird schon allein durch die rechteckigen Zylindermengen Z(Bi1 × ..×Bin) erzeugt.

Beweis: Seien zunächst {i1, .., in} ⊆ I fest. Seien Zi1..in und Zri1..in jeweils die Menge aller Zylindermengen

Z(B), B ∈
n⊗
k=1

Sik und die Menge aller rechteckigen Zylindermengen Z(Bi1 × ..×Bin), Bik ∈ Sik auf ×
i∈I
Si.

Behauptung: Zi1..in = σ(Zri1..in).

Beweis: Offensichtlich ist Zi1..in eine σ-Algebra auf Ω mit Zri1..in ⊆ Zi1..in . Zu zeigen wäre also:

Ist A ⊆P(×
i∈I
Si) eine weitere σ-Algebra mit Zri1..in ⊆ A, so ist auch Zi1..in ⊆ A. Sei

BA :=

{
B ∈

n⊗
k=1

Sik : Z(B) ∈ A

}
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Dann ist BA eine σ-Algebra auf
n

×
k=1

Sik . Wegen Zri1..in ⊆ A, ist
n

×
k=1
Sik ⊆ BA, daher

n⊗
k=1

Sik = σ

(
n

×
k=1
Sik
)
⊆ BA

das heißt Zi1..in ⊆ A.

Wegen
Z =

⋃
{i1,..,in}⊆I

n∈N

Zi1..in , Zr =
⋃

{i1,..,in}⊆I
n∈N

Zri1..in

gilt nun

σ(Zr) = σ

[ ⋃
{i1,..,in}⊆I

n∈N

σ(Zri1..in)︸ ︷︷ ︸
Zi1..in

]
= σ(Z)

Aufgabe 01
Sei I eine beliebige Indexmenge und (Si,Si)i∈I eine Familie messbarer Räume, dazuXi : Ω→ Si Zufallsvariablen
und

(S,S) :=
(
×
i∈I
Si,

⊗
i∈I
Si
)

(a) Per Definition ist
S := σ(Z)

so dass es genügt zu zeigen X−1(Z) ∈ A für jede Zylindermenge

Z =
{

(si)i∈I ∈ ×
i∈N

Si : (si1 , .., sin) ∈ B
}

, B ∈
n⊗
k=1

Sik , i1, .., ik︸ ︷︷ ︸
paarweise

verschieden

∈ I (0.1)

Tatsächlich ist
X−1(Z) = (Xi1 , .., Xin)−1 (B)︸ ︷︷ ︸

∈A
nach Serie 03, Aufg. 3(e)

∈ A

(b) Zu zeigen wäre: σ(X) ist die kleinste σ-Algebra bzgl. der alle Xk, k ∈ I messbar sind. Tatsächlich, gilt für
B ∈ Sk:

X−1
k (B) = {ω ∈ Ω : Xk(ω) ∈ B} = {ω ∈ Ω : Xk ∈ B, Xi ∈ Si, i 6= k}

= X−1
({

(si)i∈I ∈×
i∈I
Si : sk ∈ B

}
︸ ︷︷ ︸

Zylindermenge

)
∈ X−1(S) = σ(X)

das heißt σ(Xi : i ∈ I) ⊆ σ(X). Anderseits gilt für rechteckige Zylindermengen

Z(Bi1 × ..×Bin) ∈ Zr , Bik ∈ Sik , i1, .., ik︸ ︷︷ ︸
paarweise

verschieden

∈ I

stets

X−1(Z) = {ω ∈ Ω : Xi1(ω) ∈ Bi1 , .., Xin(ω) ∈ Bin} =
n⋂
k=1

X−1
ik

(Bik)︸ ︷︷ ︸
∈σ(Xi:i∈I)

∈ σ(Xi : i ∈ I)
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das heißt
X−1(Zr) ⊆ σ(Xi : i ∈ I)

Nach Hilfsaussage folgt dann

σ(X) = X−1
( ⊗

i∈I
Si︸ ︷︷ ︸

σ(Zr)
nach

Hilfsaussage

)
= σ(X−1(Zr)) ⊆ σ(Xi : i ∈ I)

(c) Seien (Xi)i∈I unabhängig. Nach Kolmogorov ist P :=
⊗

i∈I PXi existent und eindeutig bestimmt durch die
Eigenschaft

P (Z(Bi1 × · · · ×Bin)) =
n∏
k=1

PXik (Bik) ∀ Bik ∈ Sik , {i1, .., in} ⊆ I

Doch tatsächlich gilt

PX (Z(Bi1 × · · · ×Bin)) = P(Xi1 ,..,Xin )(Bi1 × ..×Bin)
Xik unabh.

=
n∏
k=1

PXik (Bik)

Aufgabe 02
(a) Sei FX die Verteilungsfunktion von X auf R, das heißt FX(t) := P(X ≤ t). Setze

a := inf
{
t ∈ R : FX(t) ≥ 1

2

}
und beachte dass tatsächlich a ∈ R, da

lim
t→∞

FX(t) = 1, lim
t→−∞

FX(t) = 0

Da FX rechtsseitig stetig ist, muss FX(a) ≥ 1
2 . Per Konstruktion außerdem

FX(t) <
1
2
∀ t < a (0.2)

Schließlich muss gelten

P(X ≥ a) = P(X < a) + P(X = a) = (1− FX(a)) +
(
FX(a)− lim

t↗a
FX(a)

)
= 1− lim

t↗a
FX(a)︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2
nach (0.2)

≥ 1
2

(b) Zur Zufallsvariablen

X :
(
{0, 1}︸ ︷︷ ︸

Ω

,P ({0, 1})︸ ︷︷ ︸
S

,
1
2

(δ0 + δ1)︸ ︷︷ ︸
P

)
→ R , X(k) = k, k ∈ {0, 1}

sind alle Zahlen a ∈ [0, 1] Mediane.

(c) Wegen
P(a1 < X < a2) = 1− P(X ≤ a1)︸ ︷︷ ︸

≥ 1
2

−P(X ≥ a2)︸ ︷︷ ︸
≥ 1

2

≤ 0

ist P(a1 < X < a2) = 0.
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(d) • Normalverteilung: Sei X : Ω→ R normalverteilt um den Mittelwert a mit der Dichte

dPX
dλ

=
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 =: ρ(|x− a|)

Dann gilt

P(X ≤ a) =

a∫
−∞

ρ(|x− a|) dx u:=2a−x=

∞∫
a

ρ(|a− u|)︸ ︷︷ ︸
ρ(|u−a|)

du = P(X ≥ a)

bzw.

P (X ≥ a) =

P(X<a)︷ ︸︸ ︷
1− P(X ≥ a) +P(X = a)

und somit
P(X ≥ a) =

1
2

(1 + P(X = a)) ≥ 1
2

Ganz analog auch P(X ≤ a) ≥ 1
2 . Da ρ nirgends 0 ist, ist der Median nach (c) eindeutig bestimmt.

• Diskrete Gleichverteilung: Aus PX(X = xi) = 1
2N+1 folgt direkt dass

a := xN+1

der Median von X ist, denn

P(X ≤ a) = P(X ≥ a) =
N + 1
2N + 1

≥ 1
2

(e) Definitionsgemäß ist X symmetrisch falls X d= −X. Insbesondere gilt dann

P(X ≤ 0) = P(X ≥ 0)

Analog zu vorhin ist also

P(X ≤ 0)︸ ︷︷ ︸
P(−X≤0)
=P(X≥0)

= (1− P(X ≤ 0)) + P(X = 0) ⇒ P(X ≤ 0) =
1
2

(1 + P(X = 0)) ≥ 1
2

(f) Sei a Median von X.

• Median von cX: Sei zunächst c > 0. Wegen

P(cX ≥ ca) = P(X ≥ a) ≥ 1
2
, P(cX ≤ ca) = P(X ≤ a) ≥ 1

2

ist ca Median von cX. Ähnlich auch im Fall c < 0:

P(cX ≥ ca) = P(X ≤ a) ≥ 1
2
, P(cX ≤ ca) = P(X ≥ a) ≥ 1

2
Im Fall c = 0 ist PcX = δ0, cX besitzt also offensichtlich auch den Median 0 = 0 · a.

• Median von X + c: Aus

P(X + c ≥ a+ c) = P(X ≥ a) ≥ 1
2
, P(X + c ≤ a+ c) = P(X ≤ a) ≥ 1

2
ist ersichtlich dass X + c den Median a+ c besitzt,

Aufgabe 03
O.B.d.A. konstruieren unabhängige, identisch verteilte X1, X2, .. auf ([0, 1),B([0, 1), λ1). Deren Fortsetzung

X̃k(t) :=

{
Xk(t) : t ∈ [0, 1)
0 : t = 1

erhält dabei alle gewünschten Eigenschaften, da der Vektor (Xk)k∈N die gleiche Verteilung wie (X̃k)k∈N besitzt.
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Konstruktion der Xn

Setze
a1

1 := 0, a1
2 := (1− p), l11 := (1− p), l12 := p

so dass
[0, 1) = [a1

1, a
1
1 + l21) ·∪[a1

2, a
1
2 + l12)

und
X1 := 1[a1

2,a
1
2+l12)

Gegeben seien nun die n ersten Zufallsvariablen Xk : [0, 1) → ({0, 1} ,P({0, 1})) , k ≤ n und die disjunkte
Zerlegung

[0, 1) =
2n⊎
i=1

[ani , a
n
i + lni ) , 0 ≤ ani , lni ≤ 1, ani+1 = ani + lni (0.3)

des Intervalls [0, 1). Dann definiere die neue disjunkte Zerlegung

[0, 1) =
2n+1⊎
i=1

[
an+1
i , an+1

i + ln+1
i

)
(0.4)

wobei

ln+1
2k−1 := lnk · (1− p) , ln+1

2k := lnk · p
an+1

2k−1 := ank , an+1
2k := an+1

2k−1 + ln+1
2k−1 , k = 1, .., 2n

Beachte dass dies tatsächlich auch eine disjunkte Zerlegung von [0, 1), gar eine Verfeinerung ist, denn

[ank , a
n
k + lnk ) =

[
an+1

2k−1, a
n+1
2k−1 + ln+1

2k−1

)
·∪
[
an+1

2k , an+1
2k + ln+1

2k

)
(0.5)

Definiere ferner die (n+ 1) -te Zufallsvariable

Xn+1 :=
2n∑
k=1

1[ank+lnk ·(1−p),a
n
k+lnk )︸ ︷︷ ︸

1[an+1
2k ,a

n+1
2k +ln+1

2k )

(0.6)

Dabei ist

P(Xn+1 = 1) =
2n∑
i=1

[lni − lni · (1− p)] = p ·
2n∑
i=1

lni︸ ︷︷ ︸
1

= p

bzw. P(Xn+1 = 0) = (1− p).

Unabhängigkeit

Zu zeigen ist: Für n ∈ N sind X1, .., Xn unabhängig. Da X1 alleine unabhängig ist, genügt es zu zeigen dass
aus der Unabhängigkeit der X1, .., Xn auch die Unabhängigkeit der X1, .., Xn+1 folgt. Tatsächlich, gilt für
t1, .., tn+1 ∈ {0, 1} und Darstellung

{X1 = t1, . . . , Xn = tn} =
N⊎
i=1

[
anki , a

n
ki + lnki

)
, ki ∈ {1, .., 2n}
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(beachte dass dies nach Konstruktion (0.6) und der Zerlegung (0.4) stets möglich ist) entsprechend

P (X1 = t1, . . . , Xn+1 = tn+1) = P ({X1 = t1, . . . , Xn = tn} ∩ {Xn+1 = tn+1})

= λ

[
N⊎
i=1

[
anki , a

n
ki + lnki

)
∩ {Xn+1 = tn+1}

]
=


λ
[⊎N

i=1

[
anki , a

n
ki

+ lnki · (1− p)
)]

: tn+1 = 0

λ
[⊎N

i=1

[
anki + lnki · (1− p), a

n
ki

+ lnki
)]

: tn+1 = 1

=


(1− p) ·

∑N
i=1 l

n
ki

: tn+1 = 0

p ·
∑N
i=1 l

n
ki

: tn+1 = 1

 = P(Xn+1 = tn+1) ·
N∑
i=1

lnki

= P(Xn+1 = tn+1) · λ

[
N⊎
i=1

[
anki , a

n
ki + lnki

)]
︸ ︷︷ ︸
P(X1=t1,..,Xn=tn)

Vor.= P(Xn+1 = tn+1) ·
n∏
k=1

P(Xk = tk)

Aufgabe 04

(a) Seien (Sk,Sk)nk=1 messbare Räume und X,Y : (Ω,S,P)→
(

n

×
k=1

Sk,
⊗n

k=1 Sk
)

identisch verteilte, zufällige

Vektoren. Dann gilt insbesondere

PXk(Bk) = P(X1,..,Xn)(S1 × · · · × Sk−1 ×Bk × Sk+1 × · · · × Sn)

= P(Y1,..,Yn)(S1 × · · · × Sk−1 ×Bk × Sk+1 × · · · × Sn) = PYk(Bk) ∀ Bk ∈ Sk

bzw. Xk
d= Yk ∀ k.

(b) Aufgrund der Symmetrie der Behauptung, genügt es zu zeigen, dass die Unabhängigkeit der X1, .., Xn die
Unabhängigkeit der Y1, .., Yn impliziert. Tatsächlich, sind X1, .., Xn unabhängig, so folgt

PY = PX =
n⊗
k=1

PXk︸︷︷︸
=PYk

=
n⊗
k=1

PYk

und somit die Unabhängigkeit der Y1, .., Yn.
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