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Aufgabe 01
Vorbemerkung: Trifft eine Aussage p(w) P |¢ -fast sicher zu, so trifft sie auch P -fast sicher zu, denn P |¢
-Nullmengen sind natiirlich auch 7P-Nullmengen.
Eigenschaften der bedingten Wahrscheinlichkeit
(a) Per Konstruktion gilt
POINC) = /PQ\C)dP vCecC
——
P(C) (c,e)
das heift P(Q | C) ist die P |c-fast eindeutig bestimmte, C-messbare Dichte (vgl. Radon-Nikodym) von
P |c bzgl. P |c, sprich P(2]C) =1 P |c-fast sicher. Ahnlich ist

PONC) = / PW|C)dP Y CeC
——
0 (c,C)
das heift P() | C) = 0 ist P |c-fast sicher!.
(b) Seien A, As,.. € A disjunkt. Dann gilt:
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IFiir messbare f: (Q2,C,P) —» Rmit [ f dP =0V C € C gilt f = 0 P-fast sicher, denn sonst miisse
C

/ fdP >0 oder / fdP <0
{f>0} {f<0}

sein.



das heifst
ZPAW UAw w)

P |c-fast sicher (vgl. Radon-Nikodym). Beachte dass hier verwendet wurde, dass
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nach Beweis
Serie 02, Aufg. 02

von unten, mit n — oo punktweise gegen
o0
Y=Y P(4;]C)
Jj=1

konvergiert und so nach Satz iiber monotone Konvergenz von Bepo levi, gilt

S /m&mwzm{/nwzfyw
—
J= (o (c.e) (c.e

lim 377

n— oo

O

Die bedingte Wahrscheinlichkeit als Wahrscheinlichkeitsmaf3

Aus obigen Eigenschaften folgt nicht, dass fiir P-fast alle w, die Abbildung p, : A — P(A | C)(w) ein
Wahrscheinlichkeitsmafs ist. Denn zwar gilt nach (b) fiir jede disjunkte Folge Aj, As,.. € A eine gewisse o-
additivitat fur alle w € N (N € A geeignete P-Nullmenge):

WA | = n(4)) (0.1)
j=1 j=1

doch kann diese Nullmenge N von den jeweils vorliegenden (A;);en abhéngen. Es ist nicht gesichert, dass es
eine einheitliche Nullmenge Ny € A gibt, mit (0.1) V w ¢ Nay.

Spezialfall
Sind C4, ..,C,, € A eine disjunkte Zerlegung von Q und C := o {C4, .., Cy, }, so folgt nach Serie 02, Aufgabe 02
die Darstellung
A ﬂ C
P(A|C) = PlL/uw Z 1c,
(C5,A)
P(ANC;)

Aufgabe 02

(a) Da Erwartungswerte nur vom Verteilungsgesetz abhéingen, gilt

X—fX

EX ]E(—X) Linegritéit _EX

sprich EX = 0.



(b) Betrachtet sei die messbare Abbildung g : R? — R, g(z,y) := x + y. Nach Voraussetzungen kénnen wir
schreiben

X1,X2 —X1,—Xo
_1 unabhéngig _1 unabhingig
= ( le ® PXZ ) og =
~—~ ~—~

Pgo(x1,X2) P-xy  P-x, P-xi1-X5

Pxi+x, =P(x,,x2)°9 P-x1,-x5) © gt = go(—X1,—X2)
N—— ~————

das heift X7 + Xo £ —(X; + X»).

c) Betrachtet sei die messbare 1ldung f : — R, f(z,y):=x —y. Nach Voraussetzungen gilt
B h idi bare Abbild fRZ=R, f Nach V il

Px_xr = P(X,X/) o fil = (PX ®PX/) o fil = (PX/ ®Px) o fil = Pf(X’,X) =Px_x
SN—— ~N =N ———
Pf(nyl) PX/ pX p(X,,X)

(d) Da X, X’ unabhingig sind, gilt
PX—X’ = ,PX+(7X’) = PX * 'P_X/ (0.2)

Ist b : R — R invertierbar, differenzierbar mit h' # 0 und p die Dichte von Px, so gilt

Paoo(4) =Px(h () = [ parn= [ o) don ) = [ o) (07| ax YA€ B®)

h=1(A) A (1) dx A
das heifst
pr = p(h™") - |7t (0.3)
ist die fast-eindeutig bestimmte Dichte von P (xy. Speziell fiir h(z) := —x, folgt
P )= T () (04)
Anderseits besitzt die Faltung zweier Wahrscheinlichkeitsmafie P, Q mit jeweils Dichten p, ¢, die Dichte pxq,
denn

(PxQ)(4) = / / La(e+9) - plo) - aly) da dy “ = / / 14(2) - pla) - qlz — ) du dz
R R R R

:/1A(z)/p(x)q(z—m) da dz:/(p*q)(Z) dz
R R
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Somit besitzt insbesondere Px_ x/ die Dichte

dPx_x' (0.2) d P dP_x 4 | P dP
XX 02 & pyap) = [BX L ) 00 [P (P

— — — x
dX dX dX dA dX
sprich
dPx_x/, . [Px, . dPx
R

(e) Nach (0.5) besitzt (X — X') die Dichte

dPx_x A
%(w) = //\e*)‘zl(om)(z) . /\e*)‘(zf””)l(om)(z —x) dz = N2 / e M dy = 567)@ , >0
R (x,00)
e—232 /(2))



Aufgabe 03
Offensichtlich sind E(aje;) =0 V j also auch

]Eiozj{-:j =0
j=1

Daher ist
Bienaymé & n n n
;e unabhanglg B 2 2 2
E [y —VE o€ E V(aje;) = E aj -Elg|” = E aj
1 ~—— — —— —
j=1 j=1
a?Ve; 1
G VEq
Ferner ist

n
=F E Qj,..Q,Ej, . Ej, = E aj,..aj,E(gj,..€5,)

J1se3Ja=1 J1seeJa=1

§ :QJSJ

Wobei E(gj, ..€,) nur in einem der 4 Fille nicht verschwindet:

® j1=J2=J3=Ja

* i =J2FJ3=Ja

® 1 =JsFJ2=1]a

* i =JaFJ2=1Js
Daher kann man schreiben:
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