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Aufgabe 01
Vorbemerkung: Trifft eine Aussage p(ω) P |C -fast sicher zu, so trifft sie auch P -fast sicher zu, denn P |C
-Nullmengen sind natürlich auch P-Nullmengen.

Eigenschaften der bedingten Wahrscheinlichkeit

(a) Per Konstruktion gilt

P(Ω ∩ C)︸ ︷︷ ︸
P(C)

=
∫

(C,C)

P(Ω | C) dP ∀ C ∈ C

das heißt P(Ω | C) ist die P |C-fast eindeutig bestimmte, C-messbare Dichte (vgl. Radon-Nikodym) von
P |C bzgl. P |C , sprich P(Ω | C) = 1 P |C-fast sicher. Ähnlich ist

P(∅ ∩ C)︸ ︷︷ ︸
0

=
∫

(C,C)

P(∅ | C) dP ∀ C ∈ C

das heißt P(∅ | C) = 0 ist P |C-fast sicher1.

(b) Seien A1, A2, .. ∈ A disjunkt. Dann gilt:∫
(C,C)

∞∑
j=1

P(Aj | C) dP =
∞∑
j=1

∫
(C,C)

P (Aj | C) dP

=
∞∑
j=1

P (Aj ∩ C) = P

 ∞⊎
j=1

Aj ∩ C



=
∫

(C,C)

P

 ∞⋃
j=1

Aj | C

 dP ∀ C ∈ C

1Für messbare f : (Ω, C,P) → R mit
R
C

f dP = 0 ∀ C ∈ C gilt f = 0 P-fast sicher, denn sonst müsse

Z
{f>0}

f dP > 0 oder
Z

{f<0}

f dP < 0

sein.
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das heißt
∞∑
j=1

P(Aj | C)(ω) = P

 ∞⋃
j=1

Aj | C

 (ω)

P |C-fast sicher (vgl. Radon-Nikodym). Beachte dass hier verwendet wurde, dass

Yn :=
n∑
j=1

P(Aj | C)︸ ︷︷ ︸
≥0

nach Beweis
Serie 02, Aufg. 02

, n ∈ N

von unten, mit n→∞ punktweise gegen

Y :=
∞∑
j=1

P(Aj | C)

konvergiert und so nach Satz über monotone Konvergenz von Bepo levi, gilt

∞∑
j=1︸︷︷︸

lim
n→∞

Pn
j=1

∫
(C,C)

P(Aj | C) dP = lim
n→∞

∫
(C,C)

Yn dP =
∫

(C,C)

Y dP

Die bedingte Wahrscheinlichkeit als Wahrscheinlichkeitsmaß

Aus obigen Eigenschaften folgt nicht, dass für P-fast alle ω, die Abbildung µω : A 7→ P(A | C)(ω) ein
Wahrscheinlichkeitsmaß ist. Denn zwar gilt nach (b) für jede disjunkte Folge A1, A2, .. ∈ A eine gewisse σ-
additivität für alle ω ∈ N c (N ∈ A geeignete P-Nullmenge):

µω

 ∞⊎
j=1

Aj

 =
∞∑
j=1

µω(Aj) (0.1)

doch kann diese Nullmenge N von den jeweils vorliegenden (Aj)j∈N abhängen. Es ist nicht gesichert, dass es
eine einheitliche Nullmenge Nall ∈ A gibt, mit (0.1) ∀ ω /∈ Nall.

Spezialfall

Sind C1, .., Cn ∈ A eine disjunkte Zerlegung von Ω und C := σ {C1, .., Cn}, so folgt nach Serie 02, Aufgabe 02
die Darstellung

P(A | C) =
n∑
j=1

1Cj
P(Cj)

∫
(Cj ,A)

1A dP

︸ ︷︷ ︸
P(A∩Cj)

=
n∑
j=1

P(A ∩ Cj)
P(Cj)

· 1Cj

Aufgabe 02
(a) Da Erwartungswerte nur vom Verteilungsgesetz abhängen, gilt

EX X
d
=−X= E(−X) Linearität= −EX

sprich EX = 0.
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(b) Betrachtet sei die messbare Abbildung g : R2 → R, g(x, y) := x + y. Nach Voraussetzungen können wir
schreiben

PX1+X2︸ ︷︷ ︸
Pg◦(X1,X2)

= P(X1,X2) ◦ g
−1

X1,X2
unabhängig

=
(
PX1︸︷︷︸
P−X1

⊗ PX2︸︷︷︸
P−X2

)
◦ g−1

−X1,−X2
unabhängig

= P(−X1,−X2) ◦ g
−1 = Pg◦(−X1,−X2)︸ ︷︷ ︸

P−X1−X2

das heißt X1 +X2
d= −(X1 +X2).

(c) Betrachtet sei die messbare Abbildung f : R2 → R, f(x, y) := x− y. Nach Voraussetzungen gilt

PX−X′︸ ︷︷ ︸
Pf(X,X′)

= P(X,X′) ◦ f−1 = (PX︸︷︷︸
PX′

⊗PX′︸︷︷︸
PX

) ◦ f−1 = (PX′ ⊗ PX︸ ︷︷ ︸
P(X′,X)

) ◦ f−1 = Pf(X′,X) = PX′−X

(d) Da X,X ′ unabhängig sind, gilt

PX−X′ = PX+(−X′) = PX ∗ P−X′ (0.2)

Ist h : R→ R invertierbar, differenzierbar mit h′ 6= 0 und ρ die Dichte von PX , so gilt

Ph(X)(A) = PX(h−1(A)) =
∫

h−1(A)

ρ dλ =
∫
A

ρ(h−1) d(λ ◦ h−1)︸ ︷︷ ︸
|(h−1)′| dλ

=
∫
A

ρ(h−1) ·
∣∣(h−1)′

∣∣ dλ ∀ A ∈ B(R)

das heißt

ρh := ρ(h−1) ·
∣∣h−1

∣∣′ (0.3)

ist die fast-eindeutig bestimmte Dichte von Ph(X). Speziell für h(x) := −x, folgt

dP−X
dλ

(x) =
dPX
dλ

(−x) (0.4)

Anderseits besitzt die Faltung zweier Wahrscheinlichkeitsmaße P,Q mit jeweils Dichten p, q, die Dichte p∗q,
denn

(P ∗ Q)(A) =
∫
R

∫
R

1A(x+ y) · p(x) · q(y) dx dy
z:=x+y

=
∫
R

∫
R

1A(z) · p(x) · q(z − x) dx dz

=
∫
R

1A(z)
∫
R

p(x)q(z − x) dx

︸ ︷︷ ︸
(p∗q)(z)

dz =
∫
A

(p ∗ q)(z) dz

Somit besitzt insbesondere PX−X′ die Dichte

dPX−X′
dλ

(0.2)
=

d

dλ
(PX ∗ P−X′) =

[
PX
dλ
∗ dP−X

′

dλ

]
(0.4)
=
[
PX
dλ
∗
(
z 7→ dPX

dλ
(−z)

)]
sprich

dPX−X′
dλ

(x) =
∫
R

PX
dλ

(z) · dPX
dλ

(z − x) dz (0.5)

(e) Nach (0.5) besitzt (X −X ′) die Dichte

dPX−X′
dλ

(x) =
∫
R

λe−λz1(0,∞)(z) · λe−λ(z−x)1(0,∞)(z − x) dz = λ2eλx
∫

(x,∞)

e−2λz dz

︸ ︷︷ ︸
e−2λx/(2λ)

=
λ

2
e−λx , x ≥ 0
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Aufgabe 03
Offensichtlich sind E(αjεj) = 0 ∀ j also auch

E
n∑
j=1

αjεj = 0

Daher ist

E
∣∣∣∣ n∑
j=1

αjεj

∣∣∣∣2 = V
n∑
j=1

αjεj

Bienaymé &
αjεj unabhängig

=
n∑
j=1

V(αjεj)︸ ︷︷ ︸
α2
jVεj

=
n∑
j=1

α2
j · E |εj |

2︸ ︷︷ ︸
1

=
n∑
j=1

α2
j

Ferner ist

E
∣∣∣∣ n∑
j=1

αjεj

∣∣∣∣4 = E
n∑

j1,..,j4=1

αj1 ..αj4εj1 ..εj4 =
n∑

j1,..,j4=1

αj1 ..αj4E (εj1 ..εj4)

Wobei E(εj1 ..εj4) nur in einem der 4 Fälle nicht verschwindet:

• j1 = j2 = j3 = j4

• j1 = j2 6= j3 = j4

• j1 = j3 6= j2 = j4

• j1 = j4 6= j2 = j3

Daher kann man schreiben:

E
∣∣∣∣ n∑
j=1

αjεj

∣∣∣∣4 = 3
∑
i 6=k

|αi|2 |αk|2 E(ε2i ) · E(ε2k)︸ ︷︷ ︸
1

+
∑
i

|αi|4 E(ε4i )︸ ︷︷ ︸
1

= 3
∑
i6=k

|αi|2 |αk|2 +
n∑
i=1

|αi|4
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