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Aufgabe 01
(a) Zu zeigen wäre: Für J ⊆ {1, .., n} und Ej ∈ Ej , j ∈ J ist

P
( ⋂
j∈J

Ej

)
=
∏
j∈J
P(Ej)

Dabei reicht es zu zeigen: Für Ej ∈ Ej , 2 ≤ j ≤ n gilt

P (E2 ∩ · · · ∩ En) = P(E2) · .. · P(En)

Der allgemeinere Fall folgt durch Induktion zusammen mit der Gleichwertigkeit der Ej .

Sei also Ω =
∞⊎
m=1

Em1 disjunkte Vereinigung von Mengen Em1 ∈ E1, dann gilt

P (E2 ∩ · · · ∩ En)︸ ︷︷ ︸
P(Ω∩E2∩···∩En)

= P
[( ⊎

m∈N
Em1

)
∩ E2 ∩ · · · ∩ En︸ ︷︷ ︸U

m∈N(Em
1 ∩E2∩···∩En)

]
=
∞∑
m=1

P (Em1 ∩ E2 ∩ · · · ∩ En)︸ ︷︷ ︸
P(Em

1 )·
Qn

j=2 P(Ej)

=
n∏
j=2

P(Ej) ·
∞∑
m=1

P(Em1 )︸ ︷︷ ︸
P(Ω)=1

(b) Ähnlich zu (a), genügt es auch hier zu zeigen: Für Ej ∈ Ej , 2 ≤ j ≤ n gilt

P (E2 ∩ · · · ∩ En) = P(E2) · .. · P(En)

Tatsächlich, gilt

P (E2 ∩ · · · ∩ En)︸ ︷︷ ︸
P(Ω∩E2∩···∩En)

Stetigkeit
von unten= lim

k→∞
P
(
E

(1)
k ∩ E2 ∩ · · · ∩ En︸ ︷︷ ︸
↗

k→∞
Ω∩E2∩..∩En

)
=

n∏
j=2

P(Ej) · lim
k→∞

P(E(1)
k )︸ ︷︷ ︸

P(Ω)=1

Aufgabe 02
(a) Bekanntlich folgt aus der Unabhängigkeit von A,B auch die Unabhängigkeit von Ac, B, betrachten also

o.B.d.A. nur den Fall P(A) = 0. Dann ist

P(A ∩B) ≤ P(A) = 0 ⇒ P(A ∩B) = 0 = P(A) · P(B)

also A,B unabhängig.

(b) A,B sind unabhängig genau dann wenn

P(A ∩B)︸ ︷︷ ︸
P(A)

= P(A) · P(B)

was genau dann der Fall ist wenn P(A) = 0 oder P(B) = 1.
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Aufgabe 03
Für Mengenfamilie F ⊆P(S) bezeichne

X−1(F) :=
{
X−1(A) : A ∈ F

}
(a) Wegen Ω = X−1(S) ∈ σ(X),

[
X−1(A)

]
= X−1 (Ac) ∈ σ(X), A ∈ S und

⋃
n∈N

X−1(An) = X−1

[⋃
n∈N

An

]
∈ σ(X) , An ∈ S, n ∈ N

ist σ(X) tatsächlich eine σ-Algebra auf Ω.

(b) Offensichtlich ist X−1(S) ⊆ σ(X), sprich X ist messbar bzgl. σ(X). Ist anderseits X messbar bzgl. der
σ-Algebra A′, so ist X−1(S)︸ ︷︷ ︸

=σ(X)

⊆ A′, das heißt σ(X) ist tatsächlich die kleinste σ-Algebra bzgl. der X messbar

ist.

(c) Jede Menge A ∈ S kann dargestellt werden als A = {yi1 , .., yik} ·∪Ã, k ≤ n, 1 ≤ i1, .., ik ≤ n mit Ã∩X(Ω) =
∅. Daher ist

σ(X) =
{
X−1 (A) : A = {yi1 , .., yik} ·∪Ã ∈ S, 1 ≤ i1, .., ik ≤ n, k ≤ n, Ã ∩X(Ω) = ∅

}

=
{
X−1({yi1 , .., yik}) ∪X−1(Ã)︸ ︷︷ ︸

∅

: {yi1 , .., yik} ·∪Ã ∈ S, 1 ≤ i1, .., ik ≤ n, k ≤ n, Ã ∩X(Ω) = ∅
}

=
{ k⋃
j=1

X−1
({
yij
}) ∣∣ ∃ A ∈ S : {yi1 , .., yik} ⊆ A

}
Im Falle dass {y1} , .., {yn} ∈ S, vereinfacht sich σ(X) zu

σ(X) =
{ k⋃
j=1

X−1(
{
yij
}

) : 1 ≤ i1, .., ik ≤ n
}

= σ
{
X−1({yi}) : 1 ≤ i ≤ n

}
(d) Wegen

X−1(E1) ∩X−1(E2) = X−1
(
E1 ∩ E2︸ ︷︷ ︸
∈E

)
∈ X−1(E) , E1, E2 ∈ E

ist auch X−1(E) ∩-stabil. Zu zeigen bleibt nun, dass

X−1(

S︷︸︸︷
σ(E)) = σ(X−1(E))

Wegen E ⊆ σ(E) ist offensichtlich X−1(E) ⊆ X−1(σ(E)). Ist anderseits Ã ⊆ P(Ω) eine σ-Algebra mit
X−1(E) ⊆ Ã, so ist bekanntlich X : (Ω, Ã)→ (S, σ(E)) messbar (vgl. Maßtheorie), das heißt

X−1(σ(E)) ⊆ Ã

Daher ist X−1(σ(E)) die kleinste σ-Algebra die X−1(E) enthält.

(e) Seien Xi : (Ω,A)→ (Si,Si). Definitionsgemäß ist
n

×
i=1
Si := {A1 × · · · ×An : Ai ∈ Si}

ein Erzeugendensystem von S. Ferner ist

X−1(

∈
n×

i=1
Si︷ ︸︸ ︷

A1 × · · · ×An) =
n⋂
i=1

X−1
i (Ai)︸ ︷︷ ︸
∈A

∈ A ∀ Ai ∈ Si
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das heißt X : (Ω,A)→ (S,S) ist messbar.
Wegen

X−1
i (Ai) = X−1(S1 × ..×Ai

↑
i

× ..× Sn

︸ ︷︷ ︸
∈S

) ∈ X−1(S) := σ(X) ∀ Ai ∈ Si, 1 ≤ i ≤ n

sind alle Xi : (Ω, σ(X))→ (S,S) messbar.

Zu zeigen bleibt nun: Sind alle Xi bzgl. irgendeiner σ-Algebra Ã ⊆ P(Ω) messbar, so muss σ(X) ⊆ Ã
gelten. Tatsächlich, ist in diesem Fall

X−1(

∈
n×

i=1
Si︷ ︸︸ ︷

A1 × · · · ×An) =
n⋂
i=1

X−1
i (Ai)︸ ︷︷ ︸
∈ eA

∈ Ã ∀ Ai ∈ Si

bzw.
Ã ⊇ X−1

( n

×
i=1
Si

)
also

Ã ⊇ σ
[
X−1

( n

×
i=1
Si

)]
(d)
= X−1

[
σ

(
n

×
i=1
Si

)
︸ ︷︷ ︸
S

]
= σ(X)

(f) Nach Konstruktion ist

σ(Y ) def= (f ◦X)−1(S′) = X−1
[
f−1(S′)︸ ︷︷ ︸
⊆S
da f

messbar

]
⊆ X−1(S) = σ(X)

(g) Sei Ω := {1, .., 6}2. Da jedes A ∈P(R) dargestellt werden kann als A = A1 ∩A2, A1 ⊆ X(Ω), A2 ⊆ X(Ω)c

und daher X−1(A) = X−1(A1) ist, gilt stets

σ(X) ⊆ X−1 [P(X(Ω))]

Anderseits ist wegen P(X(Ω)︸ ︷︷ ︸
⊆N

) ⊆ B(R) auch

X−1 [P(X(Ω))] ⊆ X−1(B(R)) =: σ(X)

sprich
σ(X) = X−1 [P(X(Ω))] = X−1

(
P {2, ..., 12}︸ ︷︷ ︸
σ{{2},..,{12}}

) (d)
= σ

[
X−1 {{2} , . . . , {12}}

]
Es ergibt sich dementsprechend

σ(X) = σ
{
{(1, 1)} ,
{(1, 2), (2, 1)} ,
{(1, 3), (2, 2), (3, 1)} ,
{(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)} ,
{(1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1)} ,
{(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)} ,
{(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2)} ,
{(3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3)} ,
{(4, 6), (5, 5), (6, 4)} ,
{(5, 6), (6, 5)} ,
{(6, 6)}

}
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