Stochastik IT (Wahrscheinlichkeitstheorie) 2009/10
3. Serie

1. Gegeben seien n Mengensysteme &y, ..., &, C A auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P). Es
gelte
P(E1N---NE,) =P(E,)---P(E,)

fir alle E; € &, 1 < j < n. Zeigen Sie, dass dann &1, . . ., £, unabhéngig sind, wenn eine der beiden
folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(a) Fiir jedes j < n ist Q disjunkte Vereinigung hochstens abzihlbar unendlich vieler Mengen aus
&;.
(b) Fiir jedes j < n existieren Mengen E,(Cj) €&, k=1,2,..., mit E,(Cj) 1 Q fiir k — oo.
2. Sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
(a) Zeigen Sie, dass ein A € A mit P(A) = 0 oder P(A) = 1 und eine beliebige Teilmenge B € A
stets unabhéngig sind.
(b) Fur A,B € A gelte A C B. Wann sind A und B unabhingig ? Wann ist eine Menge A von

sich selber unabhéngig ?

3. Es sei X eine auf (Q2, A,P) definierte Zufallsvariable mit Werten in einem messbaren Raum (5, ).
Man definiert dann
o(X):={X"YB):Bec&}.
(a) Zeigen Sie, dass o(X) eine Teil-o—Algebra von A ist.
(b) Man beweise, o(X) ist die kleinste o—Algebra auf Q, fiir die X messbar ist.

(c¢) Eine Zufallsvariable X mit Werten in S nehme nur die (unterschiedlichen) Werte y1, ..., yn
aus S an. Beschreiben Sie die allgemeine Gestalt von Mengen in o(X).

(d) Sei & C G ein (N-stabiles) Erzeugendensystem von &. Zeigen Sie, dass dann auch
(XY E):Fecé&

ein (N-stabiles) Erzeugendensystem von o(X) ist.

(e) Gegeben seien Zufallsvariable X1, . .., X,, mit Werten in messbaren Riumen (S1,S1),. .., (S,, S,).
Wie iiblich versieht man S := S7 X ---5, mit der Produkt-oc—Algebra & := 6, ® --- ® &,,.
Die Abbildung X : Q +— S werde durch

X(w):=(X1(w),..., Xp(w)), weQ,

definiert. Zeigen Sie, dass X eine S—wertige Zufallsvariable (bzgl. &) ist. Auflerdem begriinde
man, warum o(X) die kleinste o—Algebra darstellt, beziiglich der alle X, 1 < j < n, messbar
sind.

(f) Sei f:S — S messbar, wobei (S, &) ein weiterer messbarer Raum sei. Mit dieser Funktion
f definiere man die S’—wertige Zufallsvariable Y := f(X). In welcher Relation stehen o(X)
und o(Y) ?

(g) Fiir X : {1,...,6}? —» R mit X (w;,ws) := w1 + wy bestimme man o(X).
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