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Aufgabe 01
(a) Bekanntlich ist
E|X]| :/P(|X\ >t) dt
—_———
0 =:G(t)

Da die (messbare) Funktion G : [0, 00) — [0, 1] monoton fallend ist, gilt

G([t]) <Gt) <G([t]) , t=0

so dass man abschétzen kann
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(b) Nimmt X Werte in N an, das heifit P(|X| > t) = P(|X| > [¢]), so folgt

E|X|:/P(|X|>t /P\X\> Z:: / P(|X|>n) dt
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(¢) Zeigen zunéchst: Gilt (1) fir irgendein cg, so gilt sie sogar fiir alle ¢ > 0.

Tatséchlich, im Falle ¢ < ¢ ist
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Alternativer Beweis:
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Zeigen nun: Gilt (1) fiir ein ¢ > 0, so muss E|X| < co. Tatsédchlich gilt dann (1) insbesondere fiir ¢ = 1,
die Aussage folgt also aus (b).

Zu zeigen bleibt: Gilt E|X| < oo, so gilt (1) fiir irgendein ¢ > 0. Doch dies folgt ebenfalls aus (b) (setze
c:=1).

(d) Fall p > 1: Analog zu vorhin gilt

P07+ PUX| > m)-n < p- 07~ 4 3O P(X] 2 ) - (= 17
n=2 n=2 Y~
>n/2
—p- S P(IX| 2 ) (n— 1Pt =p- /73 X| > [s])- [s — 1771 ds
n=1 0
E|X|?

/P |X| > s) psP™t ds
0

<p- /7’ |X] = [s]) - ls+ 177" ds=p- ZP|X|>TL) (n+ 1Pt =p+ Y P(X|=n)- (n+1)"
0 n=0

n=1 <2n

<p+207lp Y P(X|2n) 0t

n=1
Fall 0 <p < 1:
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Aufgabe 02

Existenz des bedingten Erwartungswertes

Sei zunédchst X > 0, dazu das Maf

w:C—10,1 , p(C):= / Xdp , CecC
(CA)



(vgl. MaBtheorie). Offensichtlich ist 4 < P da Integrale {iber Nullmengen verschwinden. Nach Radon-Nycodym
existiert daher eine eindeutig bestimmte (C-messbare) Dichte Y : (Q2,C) — [0, 00) mit

:/de\cz/YdP

(c,e) (c,e)

Fiir allgemeines X, E |X| < oo, seien Y ) Y5 jeweils die bedingten Erwartungswerte von X+, X~ bzgl. C.
Beachte dass wegen E | X| < oo die Teilfunktionen X+, X~ fast-sicher < oo sind. Dann ist auch
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Y =

0 : sonst

C-messbar, Y+ = Y &) (mod 0) und es gilt

/Xdp /X+d'P /X dP = /Y+ dP — /Y dP = /de, cecC
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f.s

Ferner ist Y P-fast sicher eindeutig bestimmt, denn:

Giibe es eine weitere Dichte Y : (2,C) — R mit [ X dP = [Y dP V C € C, das heift
c c

/(?++Y+) dP:/(f/er*) dP vCecC
C
so miisse nach Radon-Nycodyn (Y +Y*+) = (Y~ 4+Y ") bzw. ¥ = Y P-fast sicher.

Eigenschaften

(a) Seien Y7,Y; jeweils die bedingten Erwartungswerte von Xi, X5 bzgl. C. Dann ist aY; + Y, ebenfalls
C-messbar und der bedingte Erwartungswert von aX; + X5 bzgl. C, denn

/(aX1+ﬂX2) sza/Xl dP+ﬂ/X2 dP:/(aY1+/3Y2)d
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(b)
E(E(X |C) ¥ / E(X |C) ap € / X dp €' EX
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(2,0) Y (2,A)
Spezialfall

Im Fall C = 0 {41, .., Ay} mit (4;) C A disjunkte Zerlegung von €2, P(A4;) > 0, setze

Y = ZP /XdP

(AJ ~A)

Tatséchlich ist dann Y = E(X | C), denn zum einen ist Y offensichtlich C-messbar, zum anderen ist fiir

c=J4;"
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