Stochastik IT (Wahrscheinlichkeitstheorie) 2009/10

2. Serie

1. Beweisen Sie fiir eine (reellwertige) zuféllige GroBle X folgende Aussagen:
(a) Es gelten die Ungleichungen
o [e.e]
Y P(IX|>n) <E[X[ <1+ ) P(|X|>n).
n=1 n=1
(b) Nimmt X Werte in N an, so besteht sogar die Identitét
[e.@]
EX =Y P(X>n).
n=1

(c) Es gilt genau dann E | X| < oo, wenn fiir ein ¢ > 0 die Aussage
o0
> P(IX|>cn) < oo (1)
n=1

richtig ist. In diesem Fall gilt dann (1) sogar fiir alle ¢ > 0.

(d) Fiir ein p > 0 gilt dann und nur dann E | X|P < co , wenn man

oo
> P 'P(X] > n) < oo

n=1
hat.

2. Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4,P) und eine Teil-o—Algebra C von A.
Beweisen Sie folgende Aussage: Zu jeder zufélligen GroBe X mit E|X| < co existiert eine
P-f.s. eindeutig bestimmte C—messbare zufillige Gréfle Y mit

| ¥ ew = [ v e

fiir alle C € C.
Hinweis: Man nehme zuerst X > 0 an, konstruiere mit X ein Maf auf (£2,C) und verwende
den Satz von Radon—Nikodym.

Man nennt Y den bedingten Erwartungswert von X bzgl. C und schreibt
E(X|C):=Y .
Beweisen Sie folgende Eigenschaften des bedingten Erwartungswertes:
(a) Fiir a, f € R und integrierbare zufillige Grofilen X, Xo gilt
E(aX; + 6Xs5|C) = aE(X1|C) + BE(X2|C) P —fs.

(b) Man hat
E(E(X|C)) =EX .

Bestimmen Sie E(X|C) im Fall C = o{A1,..., A,} mit A; € A disjunkt, U?:l Aj =Qund
P(A]) > 0.
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