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Aufgabe 01
Richtung ”=": Beweis durch Widerspruch

Sei P <« Q und ¢ > 0 beliebig, dazu Folge 6,, \, 0 so dass
ay, = Z 5, =370
k=n

(z.B. 6, :=27™). Angenommen es gibe zu jedem 6,, > 0 ein A,, € A mit Q(A,) < J,, und P(4,,) > e. Fir die
monoton fallende Folge

By =] 4n
k=n
gelte dann
Q(B,) <Y Q(4,) == 0
k:nw—/
<n
das heifst

o( N Ba) =0

neN

Doch anderseits wire
P(B,) >P(A,) >e VneN

ein Widerspruch zu
P(B.) "5 P( () Ba) "£%0

neN

Richtung ”<”

Sei A € A so dass Q(A) =0, und € > 0 beliebig. Dann existiert ein ¢ > 0 so dass
VBeA:9Q(B)<d = PB)<e

insbesondere P(A4) < e. Da ¢ > 0 beliebig war, folgt P(A) = 0.
0

Hilfslemma 01

Seien (oY) C R so dass

und



Dann gilt

g 3o =3
Beweis: Siehe Ubungsserie 10 zur Vorlesung Maf und Integral, FSU Jena, SS 2008.

Aufgabe 02
‘Wahrscheinlichkeitsmaf’
Klar ist P : A — [0,1] und P(@) = 0. Zu zeigen bleibt die o-Additivitat. Seien A, € A disjunkt, dann

oo 00 o) N
P(t:JAn) = ;; AjiPi(An) = s ]\;Enoonz::l AiPi(An)
) oo N b N oo 0o
Hllfslegma 01 ngnooz Z )\]P](An) — ngnoo Z Z /\jpj(An) = Z,P(An)
j=1ln=1 n=1j=1 n=1

O
Bemerkung: Gezeigt wurde dass die Menge M; aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf (£, 4) konvex ist.

Integrabilitéit von nicht-negativen Funktionen

Sei zunéchst f : Q@ — [0, 0o] messbar und integrabel bzgl. P; V j, von unten approximiert durch die Treppen-

funktionen
Ky
k=1

mit AL, .., AK» disjunkt (fiir jedes n € N) und f* € [0, 00]. Dann

Kn o0
/f P& ] Lﬂgo/fn dP = lim 3 fiP(A}) = lim Z w2 NP4,
o k=1 Jj=1

oo K,
:nli_{rgozz FENP;(AF) H“f“emma‘nz lim A, /fn dP; _Z/\ /f P,
Jj=1k=1

Aj [ fndP;€[0,00)
Q
monoton wachsend

mmn

das heifit f ist integrabel bzgl. P genau dann wenn
PR / fdP; < oo
j=1 9]

Integrabilitdt messbarer Funktionen

f: Q2 — R ist genau dann integrabel wenn |f| integrabel ist (siehe oben).



Aufgabe 03

(a) Sei (2,4, P) ein atomloser Wahrscheinlichkeitsraum, Ay € A mit P(Ap) > 0. Nach Voraussetzung existiert
eine Teilmenge A > B C Ay mit 0 < P(B) < P(Ap), insbesondere existiert A > A; C Ag mit 0 < P(A;) <
P(Ap)/2 (wihle Ay := B oder A; := Ag\ B). Nach Induktion folgt dass fiir beliebiges n € N eine Teilmenge
A3 A, C Ay existiert mit P(A,) < 27™A, das heiflt Ay besitzt Teilmengen mit beliebig kleinem Maf!

Sei nun « € [0, 1], dazu

Aai={A€ A:P(4) <o}
ausgestattet mit der Halbordnung
A<SB & (A=B) v (ACB AN P(A)<P(B)) , ABeA,
Sei nun T' C A, eine vollstindig geordnete Untermenge von A, dazu

ap := sup P(B)
BeT

Man kann nun zwischen folgenden Féllen unterscheiden:

(i) Fall: 3 A € T mit P(A4) = ar.
Dann ist A eine obere Schranke von T', denn wegen

P(B)<P(A) VBeT
(Def. von ar) gilt
ALB VYT>B#A
(Def. von < und der Totalordnung), also BS A VBeT.
(ii) Fall: YV Be T :P(B) < ag.
o0
Wihle Folge A1 € Ay C .. € T so dass P(4,) "= ar '. Damnist A := | J A, € Ay denn

n=1

P(A) = lim P(A,,). Ferner ist A eine obere Schranke von T', denn:

Fiir jedes B € T (Erinnerung: P(B) < ar) existiert ein A4,, mit P(B) < P(A,), daher auch
B C A, insbesondere also

BCA N PBY<P(A) YVBeT
sprich BS A VBeT.

Jede total-geordnete Untermenge T' C A, besitzt also eine obere Schranke. Nach Zorns Lemma besitzt
dann A, ein maximales Element A, € A,. Fiir dieses gilt dann schlielich P(A,) = «, denn:

Wire P(A,) < «, so gibe es nach dem ersten Teil eine geniigend kleine Menge A, C A,°
mit 0 < P(A:) < (o — P(Ay)), sprich A,UA, € A, und 4, < A UA., ein Widerspruch zur
Maximalitat von A, in A,.

(b) Richtung ”=" ist klar, denn fiir P({x}) =: € > 0 miisse es eine Teilmenge A C {z} geben mit 0 < P(A),
etwas unmogliches!
Richtung ”<”: Sei P nicht atomlos, das heifit es existiere ein Atom A € %A, P(A) > 0, dazu = € A.
Betrachten die nicht-fallende Funktion

fle) =PANBx)) , €¢>0

Nach Voraussetzung an A ist f([0,00)) € {0, P(A)}, das heifit f besitzt genau eine Sprungstelle bei irgen-
deinem ¢q € [0, 1]. Insbesondere

lim f(2) < lim (5)

IDies ist immer moglich, da es per Konstruktion von ag stets eine Folge A1, Az, .. € T gibt, so dass P(4) /' ap. Aufgrund
n—oo

der Totalordnung, muss dann A; C A; 1 sein.



sprich, fiir Folgen €,, /" €¢, 0 \, €0 ist

monoton monoton
wachsend in n fallend in m
—
lim P(ANB? (z)) < lim P(AN By, (x))
n— 00 " m— o0
P(AnBe, (z)) P(ANBey ()

das heiftt
P [(A N Be, (2)) \ (A N BZ, (x))] >0

PlAN{z+teo}]
sprich P({z —eo}) > 0 oder P({x + eo}) > 0.

Aufgabe 04
Fiir beliebige B € & gilt
X"UBO\YH(B) Y~HB\X(B)

X YB)AY ' (B)={weQ: X(w)€B, Y(w)¢ Bju{weQ: X(w) ¢ B,Y(w) € B} C {X #Y}
N—_——

P—Nullmenge

das heift X ~1(B) = Y ~}(B) mod 0. Insbesondere

Aufgabe 05
Seien X : (Q1,&1,P1) — (5,8) und Y : (22,85, P3) — (5,S). Zu zeigen ist:

f(X) : (91,61,’P1) — R, f(Y) . (92,627732) — R

erzeugen identische Bildmafse. Doch dies ist tatséchlich der Fall, denn nach Voraussetzung sind die Bildmafse
Pi1x, Poy auf (S,S) identisch, so dass fiir jede Borelmenge A € #(R) gilt

Pricx)(A) = Pix (F71(A) = Pay (f7H(A)) = Payv)(A)



