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2 LE GROUPE FONDAMENTAL

1 Préface

1.1 Qu’est-ce ce?

Le suivent est un manuscrit personnel du cours de la topologie algébrique, offert par Prof. V. Sergiescu a 'UJF
l’année 2010/2011.

2 Le groupe fondamental

2.1 Rappels de topologie
2.1.1 Definition: Espace connexe

Un espace topologique X est dit connexe ssi il n’est pas la réunion de deux ouverts non-vides disjoints. Il est
dit localement connexe si pour tout point x € X et voisinage U 3 z, il existe un voisinage z € V C U tel
que V est connexe.

2.1.2 Definition: Chemin

Soit X un espace topologique, =,y € X. On appelle chemin d’origine x et d’extrémité y toute application
continue v : [a,b] = X (a < b € R) telle que v(a) = z et y(b) = y. On dit que x et y sont reliés ssi il existe un
chemin d’origine = et d’extrémité y.

On dit v un chemin fermé (ou lacet) ssi x = y. En ce cas on dit que 7 est basé en x et appelle z le point
base de 7.

Remarque : On peut regarder tout chemin fermé  : I — X comme une application continue S* — X et
vice versa.

2.1.3 Definition: Espace connexe par arcs

Un espace topologique X et dit connexe par arcs ! ssi tout couple 2,y € X est relié¢ par un chemin. Un espace
topologique X est dit localement connexe par arcs ssi pour tout x € X et voisinage U C X de z, il existe
un voisinage x € V C U tel que V est connexe par arcs.

Remarques :

(i) Si X,Y sont espaces topologiques, X connexe (par arcs) et f : X — Y continue, alors f(Y') est connexe
(par arcs).

(ii) Tout espace topologique connexe par arcs (localement connexe par arcs) est connexe (localement connexe).
(iii) Tout produit d’espaces connexes (par arcs) est aussi connexe (par arcs).

(iv) Tout espace connexe et localement connexe par arcs est connexe par arcs|3].

2.2 Homotopies & Contractions
2.2.1 Definition: Homotopie

Soient X, Y espaces topologiques et f, g : X — Y deux applications continues. Une application H : X x[0,1] =Y
continue par rapport & la topologie produit de X x [0, 1] est dit une homotopie entre f et g ssi H(-,0) = f
et H(-,1) =g.

Sien plus A C X est tel que H(z,t) = f(x) = g(z) Vax € A, t €[0,1], alors H est dit homotopie relative a A.
On dit que f, g sont homotopes ssi il existe une homotopie entre eux. Si g(X) = {x¢} pour un point zy € X,
on dit 'homotopie nul-homotopie et la fonction f nul-homotope (& xg).

1. Anglais : Path connected.
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Exemples :

(i) Soit Y un espace topologique et yo,31 € Y deux points reliés par le chemin + : [0,1] — Y. Alors, pour
tout espace topologique X # () I'application

H:Xx[0,1] =Y , D(zt):=n(t)

est un homotopie entre les constantes hg = yo et hy = y;.

D’autre part, si zg, 21 € Y sont homotopes par n’'importante quelle homotopie F': X x [0,1] = Y, c’est &
dire F(-,0) = z9 et F(-,1) = 21, alors zg, 21 sont reliés. En fait, F(z,-) : [0,1] — X est un chemin entre
eux.

(i) Soit S% C R? la surface de la boule unité dans R3 et R(a) € SO(3) la rotation dans R? autour une certaine
axe par I'angle a. Alors, 'application

H:S8?x[0,1] = S% | H(-t) ::R(tw)|52

est une homotopie entre l'identité Idgz et la transformation R(r)| g2°

Remarques :
(i) L’homotopie est une relation d’équivalence sur les fonctions continues X — Y, noté ~j,. Les classes
d’équivalence induites s’appellent classes d’homotopie. On note [f], la classe d’homotopie de f : X — Y.

(ii) Soient X, (Y;);er espaces topologiques et F; : X x [0,1] — Y; n’importante quelles. Soit Y := X'Y; 'espace
iel
produit des Y;. Alors, application F : X x [0,1] — Y définie par

F(x,t) = (Fi(z,t));c; , z€X, te][0,1]

est une homotopie ssi tout F; est une homotopie. Si f; : X — Y; sont continues, alors la classe d’homotopie
de (f;)ier est donnée par

[(fi)iéf]h = z_é [fi]h

En particulier, une continue f : X — Y est nul-homotope ssi ses composants f; : X — Y; sont nul-
homotopes.

(iii) Soient X,Y deux espaces topologiques, y,y" € Y et f : X — Y continue, nul-homotope a y. Alors f est
aussi nul-homotope a y’ ssi y et y’ sont reliés. Cela suit d’exemple 2.2.1(i).

2.2.2 Caractérisation des nul-homotopies sur S”

Soit X un espace topologique. Soit B"*! la boule unité dans R"*!, S™ = 9B"*! et f: S — X continue. Alors,
f est nul-homotope ssi il peut étre prolongée & une fonction continue f : B**! — X, c.a.d. f|5" = f.

Preuve :

Direction = : Soit H : S™ x [0,1] — X une nul-homotopie de f. Alors Papplication f: B! — X définie par

7oy JH @/ 2, T=]=z]) z#0
f(l") - {H(-,l) cx =0

est continue sur B"*! et une prolongée de f.
Direction < : Soit f: B"*t! — X continue et une prolongation de f. Alors, Papplication H : S™ x [0,1] — X
définie comme H(x,t) := f (x - (1 —t)) est une nul-homotopie de f.
O
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2.2.3 Definition: Chemins strictement homotopes

Deux chemins 79,71 : [a,b] — X dans un espace topologique X sont dit strictement homotopes ssi il y
a une application I' : [a,b] x [0,1] — X continue telle que T' est une homotopie entre vy et v; et en plus
I'(a,t) = vo(a), T'(b,t) = v0(b) pour tout ¢t € [0,1]. Autrement dit, tout I'(-,¢) est un chemin entre les mémes
points. On dit I' une homotopie de chemins stricte et on note vy ~ps 71-

Remarques

(i) L’homotopie stricte ~j, entre chemins est une relation d’équivalence. Ses classes d’équivalence [-], , sont
dites classes d’homotopie stricte.

(ii) Soient (Y;);er espaces topologiques et ~vo;,v1; : [0,1] = Y;, ¢ € I chemins. Alors, (voi)icr : [0,1] = (Yi)ier
est strictement homotope & (y1;)icr ssi tout vp; est strictement homotope a vy;.

2.2.4 Definition: Chemin contractile

Soit X un espace vectoriel. Alors, un chemin 7 : S — X fermé est dit contractile (4 zg) si il est nul-homotope,
c.a.d. il existe une homotopie I' : S* x [0,1] — X telle que I'(-,0) = 7 et I'(-,1) = 2 pour un z¢ € X.

On dit que v : St — X est strictement contractile a o € v(S!), si pour un sy € S* onaI'(sg,t) = x¢ Vt € [0, 1],
c’est a dire ’homotopie est stricte. On note [x),,, la classe d’homotopie stricte des lacets strictement contractiles
a Zo-

Note que par 2.2.5 tout chemin est contractile ssi il est strictement contractile.

2.2.5 Lemme : Caractérisation de contractilité

Soit X un espace vectoriel, z € X n’importante quel et v : S' — X un lacet basé en y € X. Alors, le suivants
sont équivalents :

1. Le lacet 7 : S — X est contractile & x.

2. Les points = et y sont reliés et v est contractile a y.

3. Les points x et y sont reliés et v est strictement contractile a y.

4

. Le lacet v peut étre prolongé en une fonction continue 7 : B2 — X, out B? est la boule unité (fermée) dans
R? et 7(0) = .

Preuve :

1=2: Soit y(sg) = y pour un sg € S*. Soit ' : S* x [0,1] — X une nul-homotopie entre v et x. Alors
I'(so,-) : [0,1] = X est un chemin entre y et x. Par remarque 2.2.1(iii), - est nul-homotope a y.

2 = 1 : Suit de remarque 2.2.1(iii).

2 = 3 : On considére le lacet comme ~ : [0,1] — X et suppose v(0) = (1) =y. Soit I : [0,1] x [0,1] — X une
homotopie entre v et y, telle que I'(0,t) = I'(1,¢t) V t € [0,1]. Alors, I'application T" : [0,1] x [0,1] — X
définie comme

['(0,4st) 0<s< 1
(s, t) := 1“(25—%,1?) :%gsgi
LO,t+(1—t)(4s—3)) :2<s<1

est une homotopie stricte entre et y, c’est a dire satisfait f(O, t)y=y Vtel0,1].
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t

—

Q _>y'

Fyg_)y@ _)Q _>y'
352 -

FIiGURE 1: Sur la contractilité d’un chemin & un point y
dans son image, qui est équivalente & sa contractilité stricte.

3 = 2 : Trivial.
1 < 4 : Implication de 2.2.2.

2.2.6 Definition: Espace simplement connexe

Un espace topologique X connexe par arcs est dit simplement connexe ssi tout chemin fermé sur X est
contractile.

Remarque : La connexité simple est une invariante d’homeomorphie.

2.2.7 Definition: Espace contractile

Un espace topologique X est dit contractile (& xg) ssi I'identité Id : X — X est homotope a une constante
2o € X. On dit une homotopie H : X x [0,1] — X entre Id et xy une contraction de X a xg. Si X est une
variété lisse, on dit que X est lisse contractile si H peut étre choisie lisse.

Exemple : Soit F un espace normé, C' C E une convexe et g € C. Alors application H : C x [0,1] = C
définie comme
H(z,t):=(1—-t)-x+t-xo

et une homotopie entre I'identité Id : C' — C et la constante C' — {x¢}. Donc, C' est contractile.

2.2.8 Caractérisation des espaces contractiles

Un espace topologique X est contractile ssi toute application continue f : Y — X d’un espace topologique Y
dans X est nul-homotope.

Preuve :

= : Soit X contractile, H : X x [0,1] — X une nul-homotopie de l'identité Idx et f : ¥ — X continue.
Alors lapplication F' : Y x [0,1] — X définie comme F(y,t) := H(f(y),t), y € Y, ¢t € [0,1] est une
nul-homotopie de f.

<« : Trivial.
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2.2.9 Lemme : Connexité des espaces contractiles

Tout espace topologique X contractile est simplement connexe.

Preuve : Soit H : X — X une homotopie entre Idx et un point xg € X. Soient x,y € X n’importante quels.
Défini les chemins 7y, 7, : [0,1] = X comme

Ve (t) := H(z,t) , ~y(t) :=H(y,1—1)

Alors Papplication « : [0, 2] — X définie comme

et un chemin entre x et y. Par conséquence, X est connexe par arcs.
Soit 7y : S* — X un chemin fermé. Alors I'application I' : S x [0,1] — X définie comme

T(p,t) = H(y(s),t) , €8 te]0,1]

est une homotopie entre v et le point zg.

Exemples :

(i) L’espace C \ {0} n’est pas contractile, car le lacet 7 : [0,27] — C\ {0} défini par v(¢) := > n’est pas
contractile.

(ii) Par 2.4.7, la surface S? est simplement connexe. Cependant, elle n’est pas contractile.

2.2.10 Definition: Equivalence d’homotopie

On dit deux espaces topologiques X,Y homotopiquement équivalents ssi il existe deux fonctions continues
f: X —=Yetg:Y — X telles que go f ~p Idx et fog ~p Idy. Quelquefois les applications f, g sont appelées
équivalences d’homotopie entre X et Y.

Remarque : L’équivalence d’homotopie est une relation d’équivalence entre les espaces topologiques.

Exemple : Deux espaces topologiques homéomorphes sont homotopiquement équivalents. Le réciproque est
généralement faux.

2.2.11 Definition: Rétracte

Soit X un espace topologique et A C X. Une rétraction de X dans A est une application continue r : X — A
telle que r|A = Id4. Une partie A C X est dit rétracte? de X, ssi il existe une rétraction r : X — A de X
dans A. Si en plus Idy ~p (ior) oui: A < X est l'inclusion de A dans X, on appelle r une rétraction
par déformation et A une rétracte par déformation. On appelle toute homotopie entre Idx et (i o r) une
homotopie de la rétracte A.

Remarques :
(i) Un point 29 € X est une rétracte par déformation ssi X est contractile a .

(ii) Si A est une rétracte par déformation dans I’espace topologique X, alors A et X sont homotopiquement
équivalentes. En fait, soit » : X — A une rétraction par déformation et ¢ : A — X l'inclusion de A dans
X. Alorsior ~p Idx et roi =1d4.

2. Anglais : Retract.
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Exemple : La surface S C X := R""! \ {0} est une rétracte par déformation dans X, par rapport a la
rétraction

x
= X .
r(x) i x €

En fait, Papplication R : X x [0,1] — X donnée par
R(z,t) ::t~x+(1—t)-ﬁ

est une homotopie entre ¢ or et Idx, ot ¢ : S™ — X est l'inclusion de S™ dans X.

2.3 Le groupe fondamental
2.3.1 Definition: Chemin inverse

Soit X un espace topologique et v : [a,b] — X un chemin. On définit le chemin inverse 7 de 7 comme

J:la,bl > X , Fit):=v(E-a+(1—1)-b)

Remarques : Deux chemins sont strictement homotopes ssi leurs inverses sont strictement homotopes. On
écrit donc souvent [y],! au lieu de [7], ..

2.3.2 Definition: Composition de chemins

Soit X un espace topologique et ; : [a;, b;] — X deux chemins tels que v1(b1) = v2(az). Alors, on définit leur
composition (v; ® vy2) : [0,1] = X comme le chemin donné par

I mlar +2t(b1 — ar)) 0<t<1/2
(1 ®72){F) = {72(&2 2 —1)(by—as)) 1/2<t<1

Y1 D Y2

FIGURE 2: Sur la composition des chemins.

Remarques :
(i) La composition des chemins préserve les classes d’homotopie stricte, c’est a dire, si v1 ~ps V1 €t Y2 ~ns Vo,
alors y1 ® ¥2 ~ns V1 ® 75. On peut donc écrire [y1],, ® [72],, au lieu de [y1 ® 72],,,-
(ii) La composition de chemins n’est pas associative ni commutative.

(iii) L’associativité est donnée si on regarde seulement des classes d’homotopie stricte : Soient 1, y2,7vs : [0,1] = X
trois chemins tels que 71 (1) = 72(0) et 72(1) = ~3(0). Alors ’homotopie stricte I' : [0,1]x [0, 1] — X donnée

par
4 t+1
m (ﬁ) 0<s< 5

D(s,t) = Qs —1—-1t) Bl <s< 2
1 () <<

10
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satisfait (71 ® v2) ® 3 =T'(-,0) et 11 ® (72 ® v3) =T'(+,1) et donc
(11 ®72) ® 73 ~hs 11 @ (12 ®73)
En particulier
([’yl]hs ® [VQ]hs) ® [73]hs = [vl]hs ® ( [72]}15 ® [73]hs)

(iv) La composition d’'un chemin v avec un lacet contractile [ préserve la classe d’homotopie, c’est & dire

s @ Wps = Dns
(v) La composition d’un chemin v : [0,1] — X avec son inverse 7 donné un lacet contractile, c’est-a-dire

Plhs ® Dlre = (O

2.3.3 Definition: Le groupe fondamental

Soit X un espace topologique et xo € X fixé. Le groupe fondamental de X basé en g, noté IT; (X, o),
est 'ensemble des classes d’homotopie stricte [7],, (vois 2.2.1) des lacets v : [0,1] — X basé en x¢. Sa loi de
composition est donnée par

lns @ Dalps = @2l 5 ls s 2], € Thi(X, o) (2.3.3.1)

avec 1’élément unité le chemin constante [z¢],, et I'inversion [7] ;51 = [}

Remarques :

(i) D’aprés remarque 2.3.2(i), la loi de composition (2.3.3.1) est bien défini, c’est & dire indépendant des
représentants i, vs.

(ii) D’apres remarque 2.3.2(iii), la loi de composition (2.3.3.1) est vraiment associative. Donc, II; (X, x) est
vraiment un groupe.

(iii) Le groupe fondamental n’est pas impérativement abélien.

2.3.4 Théoréme : Invariance du groupe fondamental
Soit X un espace topologique connexe par arcs et xg,yo € X n’importante quels. Alors 13 (X, zg) = I2(X, yo)-

Preuve: Soit~ :[0,1] — X un chemin d’origine z( et d’extrémité yo. Alors, I'application IT; (X, z) — I2(X, yo)
donnée par

Blps = @B 5 [Blps € Th(X, x0) (2.3.4.1)

est par remarque 2.3.2(i) bien défini. De plus, elle est un isomorphisme entre les deux groupes fondamentaux.

FIGURE 3: Sur linvariance du groupe fondamentaux des
espaces connexes par arcs.

11
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Remarques :
(i) Si X est connexe par arcs, on dénote II; (X) la classe d’isomorphismes des groupes fondamentaux de X.

(ii) L’isomorphisme (2.3.4.1), défini en utilisant un chemin v entre x et y, est par remarque 2.3.2(i) le méme
pour tout chemin choisi de la classe d’homotopie [7], .. Autrement dit, si v ~ps 7, alors

¥ RBRY ~ns TRBR7

pour tout lacet 8 basé en xg. Noter qu’en général, 'affirmation ne reste plus vraie si 7/ et v ne sont pas
strictement homotopes.

2.3.5 Lemme : Groupes fondamentaux triviales

Soit X un espace topologique connexe par arcs et xg € X quelconque. Alors, il y a équivalence entre :
1. Le groupe fondamental II; (X)) est trivial.
2. L’espace est simplement connexe.

3. Tous chemins 7g, v : [0,1] = X d’origine z tels que yo(1) = 71(1) sont strictement homotopes.

Preuve :
1< 2 : Conséquence directe du lemme 2.2.5.

2= 3: Le lacet 7y ® 'yfl basé en = := 7y(0) est par supposition et 2.2.5 strictement homotope & x par une
homotopie stricte H : [0,1] x [0,1] — X. L’application H : [0,1] x [0,1] — X définie par

H(2t,s) 0<t<i 0<s<d
~ H[2t(2 —2s), % 0<t<lil l<g<
H(t,s) = [24( 93] 1 72’27871

H(2-2t1-5s) 5<5t<1,0<s<35

H[(2-2t)(2-2s),3] :3<t<1, 1<s<1

est une homotopie stricte entre 7g,y; (vois figure 4).
HO0,) =7 @77} H(t,-) H(1,-) =7(0)
70(1) ® (1) ® (1)
70(0) ’»u(U).i/‘f "«0(0).
H(0,) H(l,")
'JWU(U /Wn(l)
¥0(0) 70(0) / 70(0).

FIGURE 4: Sur la preuve de 2.3.5, direction 2 = 3.

3 = 2 : Par cette supposition, tout lacet est strictement homotope au point constant. Donc IT; (X, o) = {0}.
O

2.3.6 Lemme : Homomorphismes entre groupes fondamentaux
Soient X, Y espaces topologiques, ¢ : X — Y continue et ¢ € X. Alors, I'application

0o (X, 20) = (Y, 0(20)) , [Blhy & [0(B)]hs

est bien définie et un homomorphisme de groupes.

12
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Remarques

(i) Méme si ¢ est injective, le morphisme ¢, n’est pas nécessairement injectif. Comme exemple, considérer
I'inclusion i : C* < C. Alors, méme si IT;(C*) # 0, 'image 4, [II; (C*)] dans IT; (C) est trivial.

2.3.7 Lemme : Homotopies et groupes fondamentaux

Soient X1, X5,V espaces topologiques, ® : X1 x X — Y continue et (z1,22) € X1 X X5. On suppose que X;
est simplement connexe. Soit 5 : X5 x Y la restriction ®o(-) := ®(xq,-). Alors

Dy, [Hl(Xg, 1'2)} =, [Hl(Xl X Xz, (1‘1,1}2))} . (2371)
Preuve : On considére Uinclusion ¢ : X5 < X3 x X5 donnée par i : © — (z1,z). Alors, car &3 = d o ¢,
c'est-a-dire P9, = P, 0 iy, il suffit & montrer que i, [I11 (X2, 22)] = I (X; x Xo, (z1,22)). L’inclusion “C” est
triviale. Soit inversement v := (v1,72) : [0,1] — X3 x X5 un lacet basé en (z1,x2). Car X; est simplement
connexe, v, est strictement homotope au point x1. Par remarque 2.2.3(ii) v est strictement homotope & (x1,72).

Evidement (z1,72) € i [I11(Xa, 22)].
O

Conséquence : Si H: X x [0,1] = Y est une homotopie, alors
H(,to)« [ (X, z0)] = Hi [II (X % [0,1], (0, t0))]

pour tout g € [0,1] et zg € X.

2.3.8 Théoréme : Groupes fondamentaux des espaces homotopiquement équivalents

Soient X, Y espaces topologiques, ¢ : X — Y une équivalence d’homotopie et zg € X. Alors I'homomorphisme
s I (X, x0) = 1 (Y, p(20)) défini dans lemme 2.3.6 est un isomorphisme.

Exemple : Soit A une rétracte par déformation dans I'espace topologique X, avec rétraction par déformation
r : X — A. Alors, par remarque 2.2.11(ii) et lemme 2.3.8 le groupe fondamental II; (X, zq) & zg € X est
isomorphe au groupe fondamental IT; (A, r(zo)).

2.3.9 Lemme : Produits de groupes fondamentaux

Soient (X;);cr espaces topologiques, X := X X leur espace topologique produit, z; € X; et x := (x;);c1. Alors
iel

H1 (X, ,T) = XHl(Xi,Qii)
iel
Preuve : L’application ® : XTIy (X;, z;) — II; (X, z) définie par

=1

@ ([Vils)ser [(%‘)iel]hs

est d’aprés remarque 2.2.3(ii) bien définie. De plus, elle est un isomorphisme des groupes.

13
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2.4 Le groupe fondamental de S! et S?
2.4.1 Lemme : Relévements de chemins dans S!

Soit 7 : [a,b] — S1 € C un chemin. Alors, il existe une 7 : [a,b] — R continue telle que v(t) = exp [27i - Y(t)],
appelée relévement de v dans R. Tous relévements de « sont égales modulo Z, c’est a dire, 7' : [a,b] — R est
aussi un relévement de « ssi 7/ =5 + n pour un n € Z.

[a, b]fy—>

*Q\W x
[

FIGURE 5: Sur les relévements des chemins. Le diagramme
commute.

Cette affirmation et sa preuve est un cas spécial du théoréme 3.1.7 ci-dessous.

Preuve d’existence : On suppose que v(a) = 1. Soit £ : R — C donnée par £(t) := exp(2mit). On pose
Ul =S\ {1} et U? := S\ {~1}, alors

e UY = L-ﬂ (m—1,m) , EYU?) = H—J (m—1m+1)

MmeEZL =11 .72

D’aprés Lebesgue A.0.8, il existe un € > 0 tel que
Vsé€la,b : 3j€{1,2} : B(s)N[a,b] S~ (UI) .

On choisit a = 51 < 89 < -+- < s, = b tels que |sg — sg—1| < & Vk, donc pour tout 1 <k <nilyaunje€{1,2}
tel que y([sg—1, sx]) C U?. Pose 7(a) := 0 et suppose par récurrence que 7 : [a, Sy—1] — R est déja donnée et en
particulier satisfait 7| 0= Eo 7y|[

[a,55— a,s,-1]"

Soit v([sk—1,sk]) € U7 pour quelque j € {1,2}, alors J(sx_1) € EL(UY) et il existe un m € Z tel que
Y(sk—1) € I,. D’autre part on a U? = £(IJ,) et Papplication 5|I,- : I7, — U7 est un homéomorphisme. Donc
on peut poser

~ —1
7}[Sk—1,sk] ::£|Ifn OV‘ (2411)

[$k—1,5k]

Note que (2.4.1.1) préserve la valeur derniére de ¥(sx—1), donc ﬂ[a‘%] est défini et continue. On peut continuer

comme cela jusqu’a tout 'ﬂ[a . est obtenu.

Preuve d’unicité : Soient 7,7 : [a,b] — R deux relévements du chemin v : [a,b] — S*. Alors par définition
exp [2mi7(t)] = exp [2miy/ ()] V t € [a,b]

et donc application s(t) := 7'(t) — 7(t) satisfait »#(t) € Z V t € [a,b]. Mais s : [a,b] — R est continue, donc
» = const.

O

2.4.2 Théoréme : Relévement d’une homotopie dans S!

Soit T : [a,b] x [0,1] — S' C C une homotopie. Alors, il existe une T : [a,b] x [0,1] — R continue telle
que I' = exp [Qm' . F}, appelée relévement de I'. Tous relévements de I' sont égales modulo Z, c’est a dire,
I : [a,b] x [0,1] — R est aussi un relévement de I" ssi I = T" +n pour un n € Z.

14
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—

R

FIGURE 6: Sur le relévement de la homotopie I' : [a, b] x
[0,1] — S*.

Preuve d’existence : Sera prouvé par théoréme 3.1.12.

Preuve d’unicité : Soient I',T” : [a,b] x [0,1] — R deux relévements de ’homotopie I : [a,b] x [0,1] — S*.
Alors par définition B B
exp [2mil(s,t)] = exp [2mil"(s,t)] V (s,t) € [a,b] x [0,1]

et donc lapplication s := I — T satisfait s(s,t) € Z V (s,t) € [a,b] x [0,1]. Mais 5 : [a,b] x [0,1] — R est

continue, donc s = const.
O

Remarques : Soit I' : [a,b] x [0,1] — S* une homotopie avec relévement I : [a,b] x [0,1] — R. Alors :
(i) Pour tout ¢ € [0,1], la fonction T'(-,¢) est un relévement du chemin I'(-, ) : [a,b] — S

(ii) L’homotopie I' est stricte ssi le relévement I' est une homotopie stricte. Pour voir la direction “=”, on
peut supposer que I'(a,-) =1+ 0-4, donc I'(a,-) : [0,1] — Z. Mais I'(a, -) est continue, donc constante. De
méme pour I'(b,-). La direction “<” est claire.

2.4.3 Definition: Degré
Soit v : [a,b] — S* continue avec relévement 7 : [a, b] — R défini comme dans 2.4.1. Alors la valeur
dg(7) :==7(b) = 7(a)

est d’aprés 2.4.1 bien définie et s’appelle degré de +. Pour continue f : S — S' on définit le degré

dg(f) := dg(f oexp(27i ) .
[0,1] =51

Pour homotopie stricte T : [a,b] x [0,1] — ST on pose
dg(I') := dg(T'(-,0))

Noter que selon 2.4.2(ii) on a dg(T") = dg(T'(-,t)) pour tout ¢ € [0, 1].

2.4.4 Lemme : Le degré comme un morphisme

Soient y1,72 : [0,1] — ST deux chemins tels que (1) = 42(0). Alors
dg(m1 ®72) = dg(mn) +dg(v2) -

et dg(7) = —dg(v).

15



2.4 Le groupe fondamental de S* et S> 2 LE GROUPE FONDAMENTAL

Preuve : Soient 41,72 : [0,1] — R des relévements des -1, v2. On peut supposer que ¥;(1) = 72(0). Alors, la
composition 7 := 4; ® ¥2 est un relévement de y; ® v, et donc

dg(1 ®v2) = 7(1) = 7(0) = 72(1) — 71(0) = dg(71) + dg(72)
De plus, 5, est un relévement de 7, et donc
dg(71) =71 (1) = 31(0) = 31(0) = F1(1) = — dg(m1)
O
Conséquence : Si 3:[0,1] — ST est un lacet basé en zg € S et v : [0,1] — S un chemin d’origine z¢ et

d’extrémité yo € S, alors
dg(¥®@ B®@7) =dg(B) .

2.4.5 Lemme : Le degré sur le groupe fondamental de S!
Soit xg € S*. Le degré dg : 11; (S, 29) — (Z,+), donné par
dg: (V). = dg(v) » [, € (S, 20) (2.4.5.1)

est bien défini et un isomorphisme de groupes.

Preuve : Par remarque 2.4.2(ii) on sait que deux chemins strictement homotopes ont méme degré, donc
(2.4.5.1) est bien défini. Par lemme 2.4.4, dg est un homomorphisme. Le lacet [0,1] — S! avec relévement

¥(s):=n-s+arg(xg)/2m , n€Z ,

est de degré n, donc dg est surjective. Soient 7,y des lacets basé en x( avec les relévements 7p, vy, et méme
degré. On suppose 5(0) =71(0) (et donc Fo(1) = 71(1)) et trouve que

(-, t) =% +t- [T — 0]

est un relévement d’une homotopie stricte entre vy et v1. Alors dg : II; (S, x9) — Z est bijective.

2.4.6 Corollaire : Le groupe fondamental de S!

Par 2.4.5, le groupe fondamental II;(S') est isomorphe & (Z,+). D’aprés la conséquence de 2.4.4, 'isomor-
phisme (2.3.4.1) qui connecte deux n’importante quelles IT; (S, x), II;(S*, y), préserve le degré, c’est-a-dire le
diagramme ci-dessous commute.

Hl(Sl,l')

ad,

" H1(517y)
dg dg
Z

FIGURE T7: Sur la préservation du degré sur S' par trans-
port entre groupes fondamentaux basés en deux points z, vy,
reliés par un chemin ~. Le diagramme commute.

Conséquence : Le 2-tore posséde le groupe fondamental I1; (ST x S1) 22 11, (S?) x 13 (S') 2 Z x Z.
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2.4.7 Lemme : Le groupe fondamental de S?

Le surface S? et simplement connexe. Par conséquence, d’aprés 2.3.5 son groupe fondamental IT; (S?) est trivial.
En fait, ’assertion reste vrai si on supprime un point de S2.

Preuve : Bien siir 52 est connexe par arcs. Soit 7 : [0, 1] — S? un chemin et 2o € S2\ ([0, 1]). Alors, il existe
un homéomorphisme f : S? \ 7o — C (projection stéréographique). Car S? \ x est simplement connexe, f o~y
et donc 7 et homotope & un point. Alors S? est aussi simplement connexe.

O

2.4.8 Lemme : Le groupe fondamental de S? avec deux trous
Les groupes fondamentaux du cylindre infini Rx S, de R?\ {0}, du disque ouvert avec un trou {z € C: 0 < |2| < 1}

et de S? avec deux trous, sont tous isomorphes & (Z, +).

Preuve : Les quatre espaces sont homéomorphes, donc possédent le méme groupe fondamental. Par 2.3.9 et
2.4.6 on a IT; (R x S') = I1; (R) x I1;(S1) =2 Z.

1

Rxst =~ {0<]zf<1}cC S2\ {, v}

FIGURE 8: Sur lemme 2.4.8 : Tous les espaces topologiques
montrés sont homéomorphes et posséde le groupe fondamen-
tal Z.

2.4.9 Corollaire : Théoréme du point fixe de Brouwer

Toute fonction continue f : B2 — B2 sur la boule unité fermée de R? admet au moins un point fixe.

Preuve : Supposons que f n’a pas de points fixes, c’est a dire f(x) # x pour tout € B?. On va construire
une rétraction par déformation r : B2 — S* = B2 Pour v € B? et t € [0,1] pose H(z,t) :=t-g(z)+ (1 —1t)-z,
ou g(z) € St est I'intersection unique de la prolongation (au droite) du segment [f(z),z] jusqu’a un point du

cercle S'. Alors, car g : B2 — S! est bien définie et continue, constante sur S', on a trouvé une homotopie
entre Idg2 et la rétraction H(-,1): B> — S'.

Sl

FIGURE 9: Sur la preuve du théoréme du point fixe de
Brouwer.
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Donc St est une rétracte par déformation de B? et par 2.3.8 il faut I1(B?) = I1;(S!) = Z. Mais B? est
simplement connexe, donc on a trouvé une contradiction !

O
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3 REVETEMENTS

3 Revétements

3.1 Revétements et relévements
3.1.1 Definition: Revétement

Soient C, X espaces topologiques et p : C — X continue, surjective. Alors, p s’appelle revétement® de la
base X par l'espace total (ou espace étalé) C, ssi pour tout x € X il existe une ouverte V > z telle que
p (V) = ;e Us est une union des ouvertes U; disjointes et p|Ui : U; = V est un homéomorphisme Vi € I.
Souvent on dit aussi la paire (C,p) revétement de X.

Les ouvertes U; s’appellent feuillets* sur le trivialisant® V. On appelle fibre® au-dessus du point z le
sous-espace (discret) p~—!(z) C C.

Si on peut prendre V = X, on dit le revétement trivial.

C

FI1GURE 10: Revétement d’un intervalle réel ouvert par pro-
jection p d’une courbe C' dans R?.

Remarques :

(i) Soit V un trivialisant du revétement p : C' — X. Alors, tout sous-ouvert § # V' C V est aussi un
trivialisant.

(ii) De (i) on déduit que les ouverts trivialisants de X forment une base de sa topologie.
(iii) Soit p : C' — X un revétement de X, X, C X n’importante quel et Cy := p~1(Xy). Alors, la restriction
p|C0 : Cy — X est un revétement de Xo.

Exemples :
(i) exp[2mi -] : R — S C C est un revétement de S1.
(i) (z+> 2™): St — S est un revétement de S*.

(iii) Si X est un espace topologique et F' un espace topologique discret, alors la projection p : F x X — X est
un revétement trivial de X par F' x X.

(iv) L’application exp : C — C\ {0} est un revétement.

(v) L’application R? — S* x S donnée par (z,y) — (€27, ¢*™¥) est un revétement.

(vi) Soit G un groupe qui agit via homéomorphismes sur I’espace topologique X. Alors 'opération G x X — X
est en fait un revétement de X par G x X, ou G est munit de la topologie discréte.

(vil) Si G est un groupe qui agit proprement discontiniiment via homéomorphismes sur 'espace topologique X,
alors 'application quotient X — X /G est un revétement de X/G. Voir 3.4.5 pour plus d’informations.

. Anglais : Covering.

. Anglais : Sheets.

. Anglais : Evenly-covered neighborhood.
. Anglais : Fiber.

UL W
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3.1 Revétements et relévements 3 REVETEMENTS

3.1.2 Definition: Revétements équivalents

Soit Y un espace topologique. Alors, deux revétements (Co,pg), (C1,p1) de Y sont dit équivalents ssi il existe
un homéomorphisme h : Cy — Cy tel que pg = p1 o h. En ce cas, on note (Co,pg) = (C1,p1).-

Remarque : L’équivalence de revétements de Y est une relation d’équivalence.

3.1.3 Lemme sur revétements et rétractes

Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. Soit Yy C Y tel que Cp := p~1(Y}) est une rétracte
de C par déformation(vois 2.2.11). On suppose qu’il existe une homotopie H:C x [0,1] = C de la rétracte Cy
satisfaisant p[ﬁ(cl, )] = p[f[(cz, )] pour tous c1,ce € C' dans le méme fibre. Alors, Y, est une rétracte de Y
par déformation.

Preuve : Pour ¢ € [0,1] et y € Y pose H(y,t) := p[ﬁ(c, t)] olt ¢ € p~1(y) est n’'importante quel. Alors, par
hypothése 'application H : Y x [0,1] — Y est bien définie. On va montrer que H est une homotopie de la
rétracte Yy. Evidement H(-,0) = Idy. De plus, H(Y,1) C Y, et H(yo, 1) = yo pour tout yo € Yp. Il reste donc
a montrer que H est continue. Par A.0.10 il suffit de montrer que H|VX[0’1] : V x [0,1] — C est continue pour
tout ouvert trivialisant V' C Y. En fait, si U C C est un feuillet de V' par rapport a p, alors par définition

H Vx[0.1] posséde la forme

H‘VX[O,I] =poll {p|;1(~), }

et est évidement continue.

O
3.1.4 Lemme : Topologie des espaces étales
Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. Alors :
1. Y est localement connexe ssi C' est également.
2. Y est localement connexe par arcs ssi C' est également.
Preuve : Suit du fait que p: C' — Y est localement un homéomorphisme.
O

3.1.5 Definition: Relévement des applications

Soient X, Y espaces topologlques (C,p) un revétement de Y et f: X — Y continue. Si f X — C est continue
telle que f = po f7 alors f est dit un relévement ” de f par ~p. On dit f la projection de f sur Y. Si
xo € X, cg € C sont points tels que f(xo) = ¢g, on note souvent f : (X, zq) = (C,co).

3.1.6 Lemme : Unicité des relévements des applications

Soient X, Y espaces topologiques, X connexe et (C,p) un revétement de Y. Soient fy, f1 : X — C continues
tels que po fo =po f1 et folxo) = f1(xo) pour quelqu'un zy € X. Alors fo = fi.

7. Anglais : Lift.
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3.1 Revétements et relévements 3 REVETEMENTS

(X7 330)+’C

FiIGURE 11: Sur [lunicité des relévements. Si
fi, f2 1 (X,20) = (C,co) relévent la méme application
X = Y, alors f1 = fa.

Preuve : Soit X := {z € X | fo(z) = fi(z)} et x € X n’importante quel. Soit V' C Y un voisinage tri-
vialisant de p(fo(z)) et U C C un feuillet de V contenant fy(x). Alors, pour ' € f3*(U) N f;7*(U) on a
p|U(f0(x’)) = p|U(f1(x’)) et donc fo(z') = f1(a') car p|U : U — V est bijective. Alors

ouvert

ze fo (U)NfHU)C X

et par conséquence, X est ouvert. D’autre part, soit © € X'° := X \ X' et V un trivialisant de p(fo(z)) = p(f1(z))
et Uy, Uy des feuillets de V' qui contenant fo(z) et fi(x) respectivement. Alors car fi(z) # fo(x), par la méme
argumentation comme ci-dessus, il faut Uy # Us et donc Uy N Us = . Par conséquence

ze fo'U)Nfii(U) S X\ X,

done X¢ est ouvert aussi. Car zg € X # () et X = XWUXC est connexe, alors X = X.

3.1.7 Théoréme : Relévements des chemins

Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. Soit ¢y € C et v : [a,b] — Y un chemin d’origine
p(co). Alors, il existe un chemin unique ¥ : [a,b] — C d’origine ¢y et tel que v = p o 5. On appelle 7 le
relévement de v par p d’origine ¢p.

B
=
v

FIGURE 12: Sur le relévement 7 d’un chemin « par un
revétement (C, p). L’origine du relévement détermine tout le
relévement. Le diagramme commute.
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3.1 Revétements et relévements 3 REVETEMENTS

Preuve : L’unicité suit de lemme 3.1.6, donc il suffit de montrer I'existence. Soit (V7);c; un recouvrement
de Y par ouverts trivialisants. Pour tout j € J soient (U] );cyi les feuillets de V;, c.a.d.

V)= U

el ouvert

Car {’y_l(Vj) |j € J} est un recouvrement ouvert de [a, b], d’aprés Lebesgue A.0.8, il existe un € > 0 tel que
Vscla,b : 3j€J : B(s)N[a,b] €~y (V)

On choisit @ = 51 < 59 < --+ < s, = b tels que s — sp_1| < € Vk, donc pour tout 1 <k <nilyaunjeJ tel
que ¥([sg—1, 8x]) C V7. Pose F(a) := ¢y et suppose par récurrence que 7 : [a, S,—1] — R est déja donnée et en

particulier satisfait 7’ =po ﬂ sk ]’

la,sk—1]
Soit y([sx_1,sx]) € V7 pour quelquun j € J, alors 3(sx_1) € p~*(V7) et il existe un i € I tel que §(sx_1) € U7 .
D’autre part on a V7 = p(U}) et Papplication p|U_j : U] — V7 est un homéomorphisme. Donc on peut poser

(3.1.7.1)

~ —1
’Y|[sk,1,sk] ::p|Uij O’Y’[sk,l,sk]

Noter que (3.1.7.1) préserve la valeur derniére de J(sx—1), donc 7| fa,55] €5t définie et continue. On peut continuer

comme cela jusqu’a tout 7’[(1 b est obtenu.
O

Interprétation : Soit v :[0,1] — Y un chemin tel que v(0) = yo. Alors, le fibre p~*(y9) C C est en bijection
avec les relévements ¥ de v via 'application 5 — 7(0).

FIGURE 13: Sur la bijection entre fibres et relévements de
chemins.

3.1.8 Corollaire sur la cardinalité des fibres

Soit Y un espace topologique, (C, p) un revétement de Y et yo,y; € Y reliés. Alors, les deux fibres p~(yo), p~1(y1)
ont méme cardinal.

Preuve : Soit v :[0,1] — Y un chemin d’origine y, et extrémité y;. Les relévements de 7 sont en bijection avec
les relévements de l'inverse 7. D’aprés 3.1.7, les fibres p~1(yo) et p~1(y1) sont en bijection avec les relévements
de v et 7 respectivement, donc ont méme cardinal. En fait, les points de p~*(yo) sont lides un & un aux points
de p~1(y1) via les relévements de 7.

O
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3.1.9 Definition: Fibration

Soient C, X, Y espaces topologiques et p: C' — Y continue, telle que :
Pour homotopie H : X x [0,1] — Y et continue ho : X — C telle que H(-,0) = po Eo, il existe
continue H : X x [0,1] = C telle que H(-,0) = hg et H = po H.
Alors, on dit que p satisfait la propriété de relévements des homotopies par rapport a X. Si p satisfait
cette propriété pour tout espace topologique X, on appelle p une fibration ou (C,p) un espace de fibre de
Hurewicz. Pour y € Y on dit p~1(y) le fibre au dessus de y par rapport a p. On appelle I'espace Y la base et
C l'espace total de la fibration.

X x {0} hh o

H

X % [6,1]

FIGURE 14: Sur la définition d’une fibration p : ¢ — Y.
Si le diagramme bleu commute, alors il existe un H tel que
tout le diagramme commute.

Remarques
(i) L’existence d’un relévement H dit rien sur son unicité.
(ii) L’existence du relévement ho : X — C de H (0,-) est en général indispensable pour lexistence d'un
relévement H de H.

Exemples
(i) Soient Y, F espaces topologiques n’importante quels. Alors, la projection Py : F XY — Y est une fibration.
En effet, si X, H et hg sont comme dans 3.1.9, alors le relévement

H:Xx[0,1] = FxY , Ht) = [Ppﬁo(x),ﬂ(x,t)

satisfait les affirmations, ot Pr est la projection FF x Y — F'.
(ii) Par théoréme 3.1.11, tout revétement est une fibration.

3.1.10 Lemme sur trivialisants et homotopies

Soient X, Y espaces topologiques, (C,p) un revétement de Y et H : X x [0,1] — Y une homotopie. Alors, pour
tout z € X il existe un ouvert x € W C X et valeurs 0 =t < t; < --- < t, =1 tels que, pour tout 1 <k <n
il existe un trivialisant V- C Y de p tel que H(W X [tg—1,tx]) C V.

Preuve : Soit (V;);e; un recouvrement de Y par trivialisants. Alors, les U; := H~Y(V;), i € I forment un

recouvrement de X x [0, 1]. Par A.0.11 et remarque 3.1.1(i) on peut trouver un recouvrement (U;);ecs de X x [0, 1]
tel que :

e Les ﬁj sont de la forme (7]- =W, xT;, ou W; € X, T; € [0,1] sont ouverts.

e Tout H (177) est contient dans un trivialisant.

Soient 7y : X x [0,1] — [0,1] et mx : X x [0,1] — X les projections dans [0, 1] et X respectivement. Soit x € X
n’importante quel et considére seulement les U; qui contient au moins un point de {z} x [0,1]. Par A.0.8 on
peut choisir € > 0 tel que pour tout ¢ € [0, 1], B.(t) est contient dans un wl(ﬁj). En particulier, on peut trouver

0=ty <t; <--<t,=1tels que [tp_1,tx] C 77(U;,) pour quelquun Uj,. Pose W := Ni—y 7x(U;,), alors

W > x est ouvert et W X [tx_1, )] est contient dans Uj, .
O
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3.1.11 Théoréme : Relévement des homotopies

Soient X,Y espaces topologiques et (C,p) un revétement de Y. Soit H : X x [0,1] — Y une homotopie et
ho : X — C continue telle que H(-,0) =po ho. Alors, il existe un relévement unique H:X x [0,1] = C de H
tel que H(-,0) = ho. En particulier, p : C — Y est une fibration.

X =[a,b]

X x[0,1] H

X, [0,1])

FIGURE 15: Sur les relévements des homotopies par revé-
tements. Ici, montré le relévement d’une homotopie H de
chemins. Le diagramme commute.

Preuve : Unicité suit de lemme 3.1.6 car tout H(z,-) est un relévement du chemin H(z,-) qui satisfait a la
condition H(z,0) = ho(z).

L’existence (sans continuité) suit de théoréme 3.1.7 sur relévements des chemins : Pour chaque z € X, pose
H(z,-) : [0,1] = C comme le relévement du chemin H(z,-) : [0,1] — Y qui satisfait H(x,0) = ho(z). Donc il
reste & montrer la continuité de cette construction.

Soit (V7);es un recouvrement de Y par ouverts trivialisants. Pour tout j € J soient (U )16 i les feuillets sur

V;, c.a.d.
- U

ield ouvelt

Soit x € X n’importante quel. On va démontrer que H est continue sur W, x [0,1] pour quelqu'un voisinage
W, C X de x.
e Par 3.1.10 on peut trouver un voisinage W, > = et valeurs 0 =tg < t; < --- < t, =1 tels que

Vi<k<n :3djeJ: H(Wz,[tk_l,tk])gvj

e Pose 7L|me{0} = EO’W;

e Suppose que h est donnée pour W, x [0,t;_1] et satisfait

po h‘me[O,tk,l] = H’me[o,tk,l]

Suit j € J tel que H(W,, [tk 1, tk]) € Vi, alors h(x,tr_1) € p~1(VF). Soit U7 le feuillet de V7 qui contient
h(ac t)_1). On peut suppose® que h(W x {tp-1}) C Uj Alors p|UJ U] — V7 est un homéomorphisme et
on peut pose

o H}WL

|W$><[tk Ltk] p|UJ o X [th—1,th]

Comme ¢a, on a prolongé E|W [0t ] AU W, x [0,tg] contintiment, ou le voisinage W, est peut étre plus

petit que loriginal.
H Wy, [tk—1,tx]) CV

8. Sinon remplace W, par Wy N wx (E|;V1 < {th 1}(Ug)) o mx : X x [0,1] = X est la projection dans X. Alors W est encore
o X {tg—
ouvert et contient x.
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e En continuant comme ¢a, on construit h: W, x [0,1] — C comme relévement de H ‘W «[0,1] qui satisfait

h‘wzx{o} = ho’Wz. _ ~ ~ 77 h
Par 3.1.6 le relévement h(z,-) du chemin H(z,-) avec h(z,0) = ho(z) est unique, donc H(z,-) = h(x,-) pour
tout © € W,. Autrement dit h’w, «[0,1

;= ﬁ|wa[0,1]7 donc H est continue sur W, x [0, 1]. Done, on a trouvé

un recouvrement ouvert (W, x [0,1]),cx de X x [0,1] tel que }NI]WV est toujours continue. D’aprés A.0.10,

~ x[0,1]
¢a implique la continuité de H : X x [0,1] = Y.
O

3.1.12 Corollaire : Relévements des homotopies de chemins

Soit (C,p) un revétement de 1’espace topologique Y et H : [a,b] X [0,1] — Y une homotopie de chemins. Soit
cop € C tel que p(cg) = H(a,0). Alors, il existe un relévement H : [a,b] x [0,1] — C de H unique tel que
H(a,0) = ¢p. Si de plus H est stricte, alors H est aussi stricte.

H([a,b],[0,1])

FIGURE 16: Sur les relévements des homotopies de chemins.

Preuve : L’unicité suit de lemme 3.1.6. Pose hg : [a,b] — C comme le relévement du chemin H(-,0) : [a,b] — Y
qui satisfait hg(a) = co (vois 3.1.7). Par théoréme 3.1.11, il existe un relevement H : [a,b] x [0,1] — C de H tel
que H(-,0) = ho.
Soit de plus H stricte, alors le chemin H(a,-) est un point constant. Donc, il permet un unique relévement
h:[0,1] — C qui satisfait 2(0) = H(a,0), a savoir exactement H(a,-) et le constant h = H(a,0), donc
H(a,-) = H(a,0). De méme pour H(b,-). Bilan, H est aussi stricte.

O

3.2 Action du groupe fondamental sur le fibre

3.2.1 Théoréme : Revétements comme homomorphismes injectifs

Soit Y un espace topologique, (C,p) un revétement de Y et ¢g € C. Alors :
1. Pour deux chemins 7y, 71 : [0, 1] = C' de méme origine tels que p(Jo) ~ns p(71), il faut Yo ~ps 1.
2. L’homomorphisme p, : I1; (C, ¢p) — 1 (Y, p(co)) induit par p et défini dans 2.3.6 est injectif.

3. Soit 7 : [0,1] = C un chemin tel que p(Jo) ~ps 71 pour un autre chemin ~; : [0,1] — Y quelconque. Alors,
il existe un chemin 7; € [%] hs tel que p(71) = 1. Par conséquence :

[P(Y0)lns = P (Molps)

Preuve :

1. Par 3.1.12 tout homotopie stricte H : [0,1] x [0,1] — Y entre les chemins p(Jp) et p(71) se reléve a une
homotopie stricte H : [0,1] x [0,1] — C qui satisfait H(0,0) = 7o(0). Par unicité, le relévement H(-,0) de
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p(Fo) est égal Jo. Car H est stricte, on a aussi H(0,1) = H(0,0) = 70(0) = 31 (0). Donc par unicité on aussi
fI(-, 1) =7;. Donc, H est une homotopie stricte entre g, 71 -
2. Suit de proposition (1).
3. Soit H : [0,1] x [0,1] — Y une homotopie stricte entre p(7p) et v1. Alors d’aprés 3.1.12, elle se reléve a une
homotopie stricte H : [0,1] x [0,1] — C qui satisfait H(0,0) = 70(0). Pose 7, := H(-, 1), alors 7(0) = 71(0)
et p(Fo) ~ns p(71). Par assertion (1) il faut 5o ~ps 71-
O

Remarques :

1. Tout lacet [ : [0,1] — C basé en ¢y € C est envoyé a un lacet p@ dans Y. Mais le réciproque est gé-
néralement faux : Dans la plupart des cas, il existe lacets dans Y basés en p(cg), dont les reléves ne sont
pas lacets dans C. Comme exemple, considére le revétement ¢ +— exp [27i-c] de S par R et le chemin
v(s) :=exp [2mi - 5], s €[0,1].

2. Soient Jp,71 : [0,1] — C chemins d’origine ¢y € C' tels que leurs projections p(Jp), p(71) sont lacets
strictement homotopes basés en p(cg). Alors, d’aprés affirmation (2), il faut que 7y ~ps 71 et en particulier
Fo(1) =71(1) € p~(p(co))-

3. Affirmation (3) dit que, si [v],, € L (Y,p(co)) et [¥],, € II1(C,co) sont tels que [v],, = p« [7],,5, On peut
supposer que v = p(¥).

3.2.2 Definition: Action de monodromie du groupe fondamental sur fibres

Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. Soit 3o € Y, co € p~1(y0), 7 : [0,1] — Y un chemin
d’origine ¥ et [7],,, sa classe d’homotopie stricte. Soit 7 son relévement unique dans C' d’origine cy. On note

co- [V]hs i =7(1) . (3.2.2.1)

D’aprés remarque 3.2.1(2), (3.2.2.1) est bien défini, c’est a dire ¢ - [7],, ne dépend pas du représentant v de la
classe d’homotopie stricte [y], .. Car ¢ et ¢q - [y] sont dans le méme fibre ssi [7],,, € II;(Y,y0), on a défini une
application

P~ yo) x i (Yyy0) = p~(wo) (e [Vhs) = ¢ s

sur le produit du fibre p~*(yo) et le groupe fondamental IT; (Y, o).

- Dlay =71

FIGURE 17: Sur la définition de ’action de monodromie de
I, (Y, yo) sur le fibre p~(yo).

26



3.2 Action du groupe fondamental sur le fibre 3 REVETEMENTS

Propriétés :

a) Pour tout ¢ € p_l(yo) onac- [yo]hs =
Preuve : Evident.

b) Pour [8,,, V], € II1(Y,y0) on a

(€ [Blns) - DMlns = € ([Blns ® [V1s)

Preuve : Soient 5,7 les relevements de (8 et v d’origines c et B(l) = c-[f],,, respectivement. Alors, E@ﬁ
est le relévement de 8 ® v d’origine ¢. Donc

(e [Blas) - s = B) - [y = A1) = ¢+ [B&,, = ¢+ ([Blas ® Do)

On dit que le groupe IT; (Y, 3o) agit du droit sur le fibre p~!(yo). Cette action est dit action de monodromie
de IT; (Y, yo) sur le fibre et la bijection sur le fibre p~*(yo) induit par un élément [7], ; € II; (Y, yo) monodromie.

3.2.3 Lemme : Propriétés de la monodromie

Soit Y un espace topologique, (C,p) un revétement de Y et yo € Y. On considére la monodromie de IT; (Y, o)
sur le fibre p~1(yp). Alors :

1. Soit cg € p~1(yo). Alors, son stabilisateur est St, (co) = p« [I11(C, co)].-

2. On suppose que C' est connexe par arcs. Alors, le groupe I1; (Y, yo) agit transitivement sur le fibre p=!(yo).

3. On suppose que C est connexe par arcs. Soit co € p~!(yo), alors, 'application

pi 1 (C,c)] \ T (Y, 50) = p~ " (w0) 5 s MI1(C,c0)] @ [Y]1s — o - [V

co-ensembles & droite

est bien définie et bijective. En particulier

‘p_l(yo)’ = |1 (Y, o) : p« [H1(Cyc0)]| - (3.2.3.1)
———
cardinalité index du sous-groupe

du fibre

Preuve :

1. C’est évident que p, [II1(C, ¢)] € Str, (cp). D’autre part, soit [v],, € Stm, (¢co), c’est & dire le relévement 7
du v d’origine ¢y est un lacet. Alors, [7],, € II1(C, ¢o) et donc [7],,, = p« [V]),s € P« I11(C, co)]-

2. Soient ¢, c1 € p~t(yo) et 7 : [0,1] — C un chemin d’origine cq et extrémité c;. Alors p(y) est un lacet basé
en yo et o - [p(Y)]ys = 1-

3. D’aprés propriété (1), p« [I11(C, co)] est le stabilisateur de c. D’aprés (2), le fibre p~(yo) est 'orbite de cp.
L’affirmation est une propriété générale d’actions de groupes.

O

3.2.4 Corollaire sur la cardinalité des fibres

Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. Si gy € Y, alors :
1. Si C est connexe par arcs, alors le cardinal du fibre p~!(y) est égal au index de p, [I11(C, co)] dans 11 (Y, o).
2. Si C est simplement connexe, alors le cardinal du fibre p~!(yg) est Pordre de I1; (Y, yo).

Preuve :
1. Suit de 3.2.3(3).
2. Par 2.3.5 le groupe fondamental IT; (C, ¢p) est trivial. L’affirmation suit de 3.2.3(3).
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3.2.5 Lemme : Classes de conjugaison dans le groupe fondamental

Soit Y un espace topologique, (C,p) un revétement de Y et yo € Y. Alors, pour [v],, € II1(Y,yo) on a
e [M1(Crco - (])] = e @24 [Mi(Crc0)] @ ], Voo €7 (wo) -

Preuve : Par 3.2.3(1) on sait que p, [II1(C, ¢o - [7],,,)] et le stabilisateur de ¢q - [7],,. L’affirmation est un fait

général d’actions de groupes.
O

Remarques :

(i) On suppose que C est connexe par arcs. D’aprés 3.2.3(2) IT; (Y, yo) agit transitivement sur le fibre p=!(yo).
Alors, les conjugués de p, [II1(C, ¢o)] dans II; (Y, yo) sont exactement du type p. [II1(C,c1)] avec ¢1 €
p~1(yo). Autrement dit, la famille

{p.[M1(C,c0)] s co € p~ (o)}

forme une classe de conjugaison. On peut donc parler de la classe de conjugaison d’un fibre.

3.3 Automorphismes de revétements
3.3.1 Théoréme de relévements principal

Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. Soit X un espace topologique connexe par arcs et
localement connexe par arcs. Soit f : X — Y continue et 29 € X, ¢y € C tels que p(cg) = f(zg). Alors, le
suivants sont équivalents :

1. Tl existe un relévement f : (X, z¢) — (C,co) de f par p.
2. On a f, [IT1(X, 20)] < ps [T11(C, ¢0)].

En tout cas, le relévement fest par 3.1.6 unique.

(’C, co) H}(C, co)
f p f* s
(X, xai—f»(y, o) Iy (X, él))f—»nl(y, 0)
f:pof f*:p*of*

FIGURE 18: Sur les relévements de fonctions f : X — Y
par le revétement p. Les diagrammes commutent.

Preuve :
1=2: Car f, =pso0 f; cette direction est triviale.

2=1: Car X est connexe par arcs, f(X) est également. Pour z € X soit v : [0,1] — Y un chemin d’origine
f(xo) et extrémité f(x) et 7 : ([0,1],0) — (C,cp) le relévement unique de v qui satisfait 7(0) = ¢o (vois

3.1.7). Pose f(x) :=75(1). Alors, f(x) est bien défini :

SiB:[0,1] = Y est aussi un chemin entre f(zo) et f(x) avec relévement B+ ([0,1],0) —= (C, o),
alors A := v ® 3 est un lacet basé en f(z) et

Al € fe [II(X, 20)] € pa [I11(C, o)
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Donc, par remarque 3.2.1(3) il existe un lacet A : [0,1] — C basé en co, tel que p(X) = A. Pose

V) =A(3) » F6)=1(32)

alors 7 et 3 sont relévements de ~ et 3 qui satisfont 7 (0) = co et 3'(0) = co. Par unicité (vois
3.1.7) des relévements il faut ¥ =75 et § = 3’. Donc ¥(1) = A(1/2) = 5(1).

Donc, on a construit une fonction ]?: X — C telle que f =po fet f(gco) = ¢p.

FIGURE 19: Sur la construction du relévement f: X =C
de f: X — Y. Le diagramme commute.

Il reste & montrer que fest vraiment continue. Car X est localement connexe par arcs, il existe pour tout
x € X un voisinage W de x connexe par arcs tel que f(W) est contient dans un ouvert trivialisant V'

de Y9, Soit U C C le feuillet de V contenant f(z), alors p|U : U — V est homéomorphe. Car f(WW) est

connexe par arcs, il faut f(W) C U :

Car p|U : U — V est homéomorphe, tout chemin d’origine f(z) dans V' a son unique relévement

d’origine f(x) dans U. Pour &’ € W on peut choisit un chemin v ® +' entre zg et ', tel que

~ connecte xg & x et 7 connecte x & x’. Soient ¥ et 7' leurs reléves uniques (déterminé par

~(0) = ¢p), alors par construction 7'(0) = ¥(1) = f(z), donc 7/([0,1]) C U. Par conséquence

fa') €301 eU.

En particulier, la restriction ﬂW = p’U_l o f|W est continue. Par A.0.10, tout ]7: X — C est continue.
O

3.3.2 Definition: Groupe des automorphismes d’un revétement
Soient C, X espaces topologiques et (C,p) un revétement de X. On note
Aut(p) := {f : C — C homéomorphisme | po f = p}

le groupe des homéomorphismes sur C' (par rapport & la composition) qui préservent p a droite '°. On appelle
les éléments de Aut(p) automorphismes du revétement p.

9. Choisit V un trivialisant contient f(z). Choisit un ouvert W connexe par arcs tel que x € W C f~%(V). Alors f(W) C V.
10. Anglais : Deck transformation group.
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Remarques :
(i) L’ensemble Aut(p) est vraiment un groupe.

(i) Soit yo € Y. Alors, pour ¢y € p~t(yo) il faut p(co) = p(f(co)) et donc f(co) € p~1(yo). Autrement dit,
tout fibre est un invariant de tout automorphisme de p. Par conséquence, automorphismes des revétements
opérent sur fibres comme permutations. En particulier, Aut(p) agit sur tout fibre par restriction.

3.3.3 Lemme sur automorphismes des revétements

Soit ¥ un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. On suppose que C est localement connexe. Soit
Yo € Y et W C Y un voisinage de yo. Alors, il existe un voisinage trivialisant V' C W de yq tel que, si Uy est le
feuillet de V' contenant ¢y € p~*(yo), alors f(Up) est le feuillet contenant f(cy) pour tout f € Aut(p).

C
f(Uo)

Uo

plco)

FIGURE 20: Sur les images des feuillets par automorphismes
du revétement.

Preuve : Soit ¢y € p~!(yo) quelconque et W C Y un voisinage de yo. Car C' est localement connexe, on peut
11

choisir le trivialisant V' C W de yq tel que tout son feuillet est connexe .
Soit Uy le feuillet contenant cq. Soit f € Aut(p) et Uy le feuillet de V' contenant f(cp). On va montrer que
F(Uy) =Uy.
Soit xg € Uy quelconque. On sait que f(zp) est dans le méme fibre que zg, donc il existe un feuillet l?l de V
qui contient f(zo). En particulier, f(Uy) C p~ (V). Si f(Uy) € Uy, alors f(Up) est union des ouverts non-vides
disjointes, une contradiction car f(Up) est aussi connexe. Donc il faut f(Up) C Us.
D’autre part, on sait que f~! € Aut(p) est tel que f~(f(co)) = co € Up. Donc, de méme on trouve
f_l(Ul) C Uy.

O

Interprétation : Tout point yo € Y posséde un voisinage trivialisant, tel que tout automorphisme f € Aut(p)
permute les feuillets de V.

11. Car tout trivialisant dans Y est homéomorphe & une ouverte dans C, il est_aussi localement connexe. Soit V' un voisinage de
yo trivialisant contenant dans W. Choisit voisinage yo € V' C V connexe. Alors, V est aussi un trivialisant. Car il est homéomorphe
& tous ses feuillet, ils sont aussi connexes.
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3.3.4 Lemme : Commutativité des automorphismes avec la monodromie

Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. Soient yo € Y, f € Aut(p) et v : [0,1] = Y un
chemin d’origine yo. Alors, on a

f (o [Vns) = flco) - [V Veo € p~H(yo)

En particulier, les actions des groupes Aut(p) et IT; (Y, yo) sur le fibre p~!(yo) commutent.

Preuve : Si7 est le relévement de v d’origine c¢g, alors f(7) est le relévement de v d’origine f(cp).

3.3.5 Lemme : Unicité des automorphismes d’un revétement

Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. On suppose que C' est connexe. Si ¢g,c; € C, alors
il existe au plus un f € Aut(p) tel que f(co) = cs1.

Preuve : Soit f € Aut(p) tel que f(co) = c¢;. Pose (X, zg) := (C, ) et f :=po f. Alors f : (X,20) = (C,c1)
est un relévement de f: (X, xz9) — (Y,p(c1)) par p lui méme, et par 3.1.6 unique.
[

Remarques :

(i) Soit Y connexe par arcs. Alors, par 3.1.8 tous fibres du revétement ont méme cardinalité. D’aprés 3.3.5,
Aut(p) est au plus de méme cardinal que tout fibre.

(ii) Un automorphisme du revétement p est 'identité ssi il posséde un point fixe. Autrement dit, le groupe
Aut(p) agit librement sur C.

3.3.6 Théoréme : Existence d’automorphismes de revétements

Soit Y un espace topologique et (Co,po), (C1,p1) deux revétement de Y. On suppose que Cy, C; sont connexes
par arcs et localement connexes par arcs. Soient ¢y € Cp, ¢1 € C; tels que po(cg) = pi(c1). Alors, le deux
affirmations sont équivalentes :

L. po« (II1(Co, co)) = p1+ (111 (C1, c1))-
2. 1l existe un homéomorphisme f: (Co,c0) = (C1,¢1) tel que pg = p1 o f
En tout cas, d’aprés 3.1.6 fest unique.

Preuve :
1=2: Pose (X,zg) := (Co,co) et f:=po: (X,x0) = (Y,p1(c1)). D’aprés les hypothéses on a

fo 1(X, z0)) C p1s (11 (Ch, 1))

Donc, par théoréme 3.3.1 il existe un relévement f (X xg) — (C4,c1) unique de f par pi, c’est a dire
une f (Co,¢0) = (C1,c1) continue qui satisfait p; o f = po. Mais de méme fagon on peut trouver une

g: (C1,c1) = (Co, co) continue telle que pg o g = p1. Donc p; o fo g=pi et fog(c1) = ¢1. Par remarque
3.3.5(11) il faut f o g = Id. De méme on retrouve g o f Id, donc f est un homéomorphisme avec inverse
qg.

2 = 1 : Par symeétrie, il suffit de montrer I'inclusion po. (IT1 (Co, ¢o)) < p1« (I11(Ch, ¢1)). Soit [7],,, € o« [I11(Co, co)],

c’est-a-dire le relévement 7 de v par pg d’origine ¢g est un lacet. Alors, par les hypothéses f(7) est un (le)
relevement de 7 par p; d’origine ¢; et évidement fermé. Donc [v],; € pi 111 (C1, ¢1)).

O
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Remarque : En appliquant le théoréme au cas (Co, po) = (C1,p1) =: (C,p), on trouve une condition nécessaire
et suffisante pour l'existence d’un automorphisme f € Aut(p) satisfaisant f(co) = ¢1.

3.3.7 Lemme : Classes d’équivalence de revétements

Soit Y un espace topologique et (Co,po), (C1,p1) revétements de Y. On suppose que Cy, C; sont connexes par
arcs et localement connexes par arcs. Soient ¢y € Cp, ¢1 € C tels que po(co) = p1(c1). Alors on a équivalence
entre :

1. Les revétements sont équivalents.

2. Les sous-groupes po. [II1(Co, co)] et p1s [II1(C1, ¢1)] sont conjugués dans I1; (Y, y).

Remarque : Choisir y € Y fixé. Par remarque 3.2.5(i) on peut redire affirmation du théoréme comme :

Les revétements p, p2 sont équivalents ssi les deux classes de conjugaison

{pr+ 1 (C,0)] i c € p,zl(y)} ,k=1,2

du fibre de y par rapport & p; et py sont égales.

Donc, classes d’équivalence de revétements (de la connexité ci-dessus) correspondent a classes de conjugaison
de sous-groupes du groupe fondamental I, (Y, y).

Preuve :

1=2: Soit h: Cy — C7 un homéomorphisme tel que pg = p1 o h et ¢} := h(cp), alors ¢| € Cy est aussi dans
le fibre de y et h : (Co,co) — (C1,¢)). Par théoréme 3.3.6 il faut po. [I11(Co, co)] = p1s [I11(Co, ¢})]. Par
remarque 3.2.5(1) p1« [I11(C1, ¢})] est conjugué a py. [I11(C1, ¢1)].

2 =1 : Par remarque 3.2.5(i) il existe un ¢} € p;*(y) tel que py. [TI1(Cy,¢})] = po« [11(Co, co)]. Par théoréme
3.3.6 il existe un homéomorphisme h : (Cy, cg) — (C1,¢}) tel que pg = p1 o h, donc les revétements sont
équivalents.

O

3.3.8 Théoréme : Automorphismes comme permutations des fibres

Soit Y un espace topologique et (C, p) un revétement de Y. On suppose que C' est connexe par arcs et localement
connexe par arcs. Soit yy € Y quelconque fixé. Alors ’ensemble

Sym, (yo) := {g € Sym(p~"(y0)) : g (co - [V]ns) = 9(co) - (Vs Yo € P~ (W0)s Vs € Ma(Y00) }

est un sous-groupe de Sym(p~!(yo)) et I'application
Aut(p) = Symy(yo) . f = |0, (3.3.8.1)

un isomorphisme de groupes. Elle envoie tout automorphisme de p & une permutation du fibre p~!(yo) qui
commute avec l'action de monodromie.

Interprétation : Les permutations du fibre p~!(yg) compatibles a 1’action de II; (Y, yo), sont exactement ceux
induis par les automorphismes de p.

Preuve : D’aprés remarque 3.3.2(ii), la restriction f |p ) d’un automorphisme f € Aut(p) est vraiment une

~Hyo
bijection du fibre p~1(yo) dans lui méme, qui d’aprés 3.3.4 commute avec l’action de monodromie. Evidement

Papplication (3.3.8.1) est un homomorphisme de groupes. Par unicité 3.3.5 elle est injective.

D’autre part, soit g € Sym,,(yo) et co € p~Y(yo) quelconque. Alors, les deux points cg, g(co) ont méme stabili-
sateur par rapport a la monodromie. D’aprés 3.2.3(1) ¢a implique p. [I11(C, ¢g)] = p« [I11(C, g(co))] et par 3.3.6
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il existe un f € Aut(p) tel que f(co) = g(cp). Il reste & montrer que f‘p ) =9 Soit ¢1 € p~1(yo) quelconque.

~!(po
Par 3.2.3(2) on peut trouver un [v], ., € II1 (Y, yo) tel que ¢; = ¢ - [7],,,- Donc

g(c1) = gleo) - Vs = f(co) - Vs = fler)

qui prouve l'affirmation.

3.3.9 Théoréme : Structure du groupe des automorphismes

Soit Y un espace topologique et (C, p) un revétement de Y. On suppose que C' est connexe par arcs et localement
connexe par arcs. Alors, pour ¢y € C on a

Aut(p) = N (ps [I11(C, co)]) /p« [ (C, co)] (3.3.9.1)

ot N(+) est le normalisateur d’un sous-group ' dans II; (Y, p(co)). En particulier, si II; (C') = {0}, on trouve

Aut(p) =TI (Y) .

Preuve : Note N := N (p, [II1(C, ¢y)]). Soit [7],, € N. Alors

3.2.3(1)

p- M (Creo - ()] 72 St (eo - [],,) 2

[V]hs ® Stlco) @ Al

= [’ﬂhs ®p* [HI(C7 CO)] ® [ﬁ]hs = D« [Hl(cu CO)]
c’est & dire
ps [H1(Cco - [Yp)] = ps M1 (C c0)] (3.3.9.2)

Par théoreme 3.3.6 il existe une unique f € Aut(p) telle que f(co) = ¢o - [v],s- On peut donc définir une
application
®: N = Aut(p) , [y, = (V)

ot ®([],,,) est exactement cet automorphisme de p qui envoie ¢ & ¢ - [7],,. Cette application satisfait :
e ® est un homomorphisme de groupes : Pour [3], ., [7],,, € N, d’aprés 3.3.4 automorphisme ®([5],,,) © ®([7],.)
est I'automorphisme du p qui envoie ¢g a ¢ - [ ® 7],,,. Autrement dit :

@ ([Blhs @ Nps) = @ ([Blns) © @ ([1]1)

e & : N — Aut(p) est surjectif : Si f € Aut(p), alors il existe un chemin 7 : [0,1] — C entre ¢ et f(cp). De
plus, p(7) est un lacet basé en yo car f(co) € p~*(yo) et donc [p(F)],,, € 1 (Y,y0). Si B € I (C, cp), alors

pF)],.© PB)],.® P@],. = [PE©B®7)],, € p [L(C,co)]

lacet basé
en co

@) @ pB)],. © p@)],. = pGeBed)],. =" o f GoF)],. €p. [ML(C,e)]

lacet basé lacet basé
en f(co) en co

et donc [p(ﬁ)]hs € N. Finalement, on trouve ® ([p(¥)],,) = [-
e Par remarque 3.3.5(ii) : ker ® = St(co) N N = p, [II;(C, ¢p)]-
Par le premier théoréme d’isomorphisme, on obtient

Aut(p) = N (p. [11(C, co)]) /p« II1 (C, co)]
O]

12. Si H C G est un sous-ensemble du groupe G, alors N'(H) = {g € G:gHg ' =H} ={9e€ G:gHg ' CH A g 'HgC H}.
Se rappeler que N'(H) est un sous-group de G et si H < G, alors H I N'(H).
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3.4 Revétements galoisiens
3.4.1 Definition: Revétement galoisien
Soit Y un espace topologique et (C, p) un revétement de Y. Alors, p est dit galoisien (ou régulier ou normal)

ssi Aut(p) agit transitivement sur tout fibre.

Remarques

(i) Si C est connexe, alors par remarque 3.3.5(ii) Aut(p) agit librement sur tout fibre. Si le revétement est
galoisien, alors Aut(p) est en bijection avec tout fibre.

3.4.2 Théoréme : Caractérisation de revétements galoisiens

Soit Y un espace topologique et (C, p) un revétement de Y. On suppose que C est connexe par arcs et localement
connexe par arcs. Soit yg € Y quelconque. Alors, les suivants sont équivalents :

1. Aut(p) agit transitivement sur le fibre p=*(yq).

2. Aut(p) est galoisien, c’est & dire il agit transitivement sur tout fibre.

3. Pour tous cg,c1 € p~(yo) on a py [111(C, cp)] = p« [11(C, c1)].

4. Pour ¢g € p~(yo), le sous-groupe ps [I1; (C, co)] est normal dans Ty (Y, o).

5. Si [v],,. € H1(Y,v0) et co € p~*(yo) sont tels que ¢ [],,, = co, alors ¢1-[7],, = c1 Ver1 € p~1(yo). Autrement
dit, si un relévement d’un lacet v basé en yg est fermé, alors tous ses relévements sont fermés.

Preuve :

1=-2: Soienty; €Y et by, by € p~L(y1). Car C est connexe par arcs, Y est également. Soit v : [0,1] — Y un che-
min d’origine y; et extrémité yo, alors by 1-[7],,, € p~*(yo). Soit f € Aut(p) tel que f (bo - [v],,.) = b1 - [V]},e
alors f(bo - [v]),5) = f(bo) - [7]5 et donc f(bo) = b1

2 =1 : Trivial.

1 = 3 : Suit de 3.3.6 car il existe un f € Aut(p) tel que f(co) = c1.

3 =1 : Soient cy,c; € p~!(yo). Par théoréme 3.3.6 il existe un f € Aut(p) tel que f(co) = 1.

3=4: Soit [v],, € I (Y, yo), alors

P [ (Coco - [1])] 2 e [ (Cleo)]

- 3.2.5
W ® ps [Mi(Cc0)] @ s =
donc p. [IT1(C, ¢p)] est normal.
4 = 3 : D’apres 3.2.3(2) le groupe II; (Y, yo) agit transitivement sur le fibre p~!(yo). Soit [7],, € I (Y,y0) tel
que ¢ = ¢g - [7],,- Alors

pe L (C, e1)] 2% [nd @ pa [M(C, c0)] @ [y "2 po [T(C, )]

1 =5 : Soit ¢y [7],, = co pour quelques co € p~*(v0), [V],, € (Y, yo). Pour ¢; € p~*(yo) choisis f € Aut(p)
tel que f(cp) = c¢1. Alors

c1 - h’]hs = f(co) - h’]hs = f(co- [’Y]hs) = f(co) = 1

5 = 3 : Ilsuffit a montrer que p, [I1;(C, co)] C ps [I11(C, c1)] pour tout o, c1 € p~*(yo). Soit [v],, € p« [II1(C, )],
c’est a dire cg - [7],,, = co. Par supposition ¢a implique ¢, - [7],,, = ¢1 et donc [7],,, € p« [II1(C, c1)].

O
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Remarque : C’est intéressant de noter ’équivalence entre la transitivité de Aut(p) sur un concréte fibre et
tous les fibres, ou de méme, 1’équivalence entre la normalité d’un p. [II;(C, ¢o)] dans II; (Y, p(co)) et la normalité
de tous sous-groupes de ce type. Cela suit du fait que pour tout cg,c¢; € C' les groupes fondamentaux I, (C, ¢o),
II,(C,c1) sont isomorphes (vois 2.3.4) via lisomorphisme ®z induit par un chemin 7 connectant ¢y et ¢;.
De méme, p(y) induit I'isomorphisme &, entre II;(Y,p(co)) et 11 (Y,p(c1)). Car p, respecte la structure
des chemins, c’est-a-dire p, o ®5 = ®p,5) 0 px, la normalité p, [I1;(C,co)] < II1(Y,p(co)) implique la normalité
pi [II1(C, e1)] QLT (Y, p(er))-

25
I (C, co —mommme 111 (C' c1)

p* p*
I, (C, P(%))Lﬁgr‘m>ﬂl (C,p(c1))
p(7)

FIGURE 21: Sur la caractérisation de revétements

galoisiens : Le diagramme ci-dessus commute. Donc,
si p« [II1(C,c0)] 2 (O, p(co)), alors p.[II1(C,e1)] <
L (Y, p(er))-

3.4.3 Corollaire : Structure des revétements galoisiens

Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement galoisien de Y. On suppose que C' est connexe par arcs
et localement connexe par arcs. Soit ¢y € C' et yo := p(cp). Alors

Aut(p) = I (Y, yo) /p« [H1(C, co)]

En particulier, par lemme 3.2.3(3) Aut(p) a le méme cardinal comme les fibres p~!(yo).

Preuve : Par 3.4.2 le sous-groupe p, [II1(C, ¢g)] est normal dans IT; (Y, y). Donc Paffirmation suit de théoréme
3.3.9.

3.4.4 Corollaire sur fibres de cardinal 2

Soit Y un espace topologique et (C, p) un revétement de Y. On suppose que C' est connexe par arcs et localement
connexe par arcs. Si yo € Y est n’importante quel tel que le fibre p~(yg) a cardinal au maximum 2, alors p est
galoisien.

Preuve : Soit cg € p~1(yo) quelconque. Par lemme 3.2.3(3) I'indice de p. [I11(C, ¢o)] dans T1; (Y, yo) est égal
au cardinal de p~!(yo), c’est-a-dire au maximum 2. Comme on sait, cela implique p, [II;(C, co)] < T (Y, yo),
donc par théoréme 3.4.2 que p est galoisien.

O

3.4.5 Lemme : Actions de groupes proprement discontinues

Soit C' un espace topologique. Soit G un groupe qui agit sur C' via homéomorphismes proprement disconti-
niment, c’est & dire

Ve e C: 3 voisinage U 3 ¢c:Vge G\ {1} : g(U)NU =0 . (3.4.5.1)

Alors, Tapplication quotient p : C' — C/G (vois A.0.12) définie par p(c) := Orbg(c) =: [¢] est un revétement
galoisien dont les fibres sont exactement les orbites de GG sur C. Si de plus C est connexe, alors son groupe des
automorphismes est exactement Aut(p) = G.
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Preuve : Par construction de la topologie quotient, p : C — C/G est continue. Soit [¢] € C/G et U un
voisinage de ¢ € C tel que g(U)NU =0 Vg € G\ {1} et pose V := p(U). Alors V C C/G et un ouvert qui
contient [c] car

V) =p ) = | g)

9€G ouvert

Car glU)Nf(U)=0 V f # g € G on aen fait

V)= H 9(U)
geG

I1 reste & montrer que les ouverts {g(U)}g4cq sont des feuillets du V' par rapport & p. Le fait que pour tout
f#9g€Gles f(g(U)),g(U) sont disjoints, implique que pour tout élément x € g(U) on a [z] N g(U) = {z}.
Alors, la restriction ;3|g(U) : g(U) = V est bijective. Si U C g(U) est une ouverte, alors par les mémes arguments

comme ci-dessus son image p(U) est ouvert, c’est-a-dire (ﬁ|g(U))_1 : V. — ¢g(U) est aussi continue. Donc,
ﬁ|g(U) : g(U) = V est un homéomorphisme et p un revétement.

Car tout g € G préserve les orbites on a G C Aut(p). Comme G agit transitivement sur les orbites, ¢’est-a-dire
les fibres, Aut(p) fait également et donc p est galoisien. D’autre part, soit C' connexe et f € Aut(p), alors
pour tout ¢ € C il faut [f(c)] = [¢], c’est-a-dire il existe une g € G telle que f(c) = g(c). Par V'unicité des
automorphismes des revétements 3.3.5, il faut f = g, c’est-a-dire Aut(p) C G.

O

3.4.6 Lemme : Discontinuité propre des automorphismes

Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement de Y. On suppose que C' est connexe et localement
connexe. Alors, le groupe Aut(p) agit proprement discontiniiment sur C.

Preuve : Soit ¢y € C. Alors, par lemme 3.3.3 on peut choisir un voisinage V' trivialisant de p(cp), tel que
pour tout automorphisme f € Aut(p) 'image f(U) d’un feuillet U de V est encore un feuillet de V. Soit Uy le
feuillet de V' qui contient cg et f € Aut(p) \ {Id} quelconque. On sait que f(cp) est dans le méme fibre comme
co et par 3.3.5 que l'image f(co) est inégal & cg, donc le feuillet f(Up) est inégal, c’est a dire disjoint, a Uy.

O

3.4.7 Théoréme : Représentation de I’espace base

Soit Y un espace vectoriel et (C,p) un revétement galoisien de Y. On suppose que C' est connexe par arcs et
localement connexe par arcs. Soit p : C — C/ Aut(p) comme dans lemme ** 3.4.5. Alors, il existe un homéomor-
phisme h : C'/ Aut(p) = Y tel que p = hop.

C

=)
=

C'/Aut(p)

FIGURE 22: Sur la représentation d’espace base Y par l'es-
pace quotient C'/ Aut(p). Le diagramme commute.

13. Se rappeler que Aut(p) agit d’aprés remarque 3.3.5(ii) librement et d’aprés 3.4.6 proprement discontiniment sur C.
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Interprétation : Par définition d’un revétement galoisien, les orbites de Aut(p) sont exactement les fibres de
p. Dongc, le théoréme réaffirme U'intuition que l'espace base Y est en principe ’espace totale modulo ses fibres
avec revétement l'application quotient.

3.4.8 Definition: Action du groupe fondamental sur ’espace total

Soit Y un espace topologique, (C,p) un revétement galoisien de Y et yg € Y fixé. On suppose que C est
connexe et choisit un ¢y € p~'(yo) fixé. Soit [7],, € H1(Y,yo) n’importante quel. Alors, par définition d'un
revétement galoisien et 3.3.5, il existe un unique f., ), € Aut(p) tel que f, (), (co) =co- (7], L’association
Vhs = feoy,, donne une application I1;(Y,yo) — Aut(p), qui est par 3.3.4 en fait un homomorphisme,
c’est-a-dire
Feo,bnl.®bval, = feoslnln. @ feo lral,,

En ce fagon, II;(Y,y) agit sur C' via automorphismes de p. Note que l'exact action dépende du choix de
co € p~(yo). Pour ¢; € p~1(yo) on trouve

fertln, = 90 feo i, 09"

ol g € Aut(p) est I'unique automorphisme de p qui envoie ¢g sur ;.

3.5 Le théoréme de van Kampen
3.5.1 Definition: Produit libre de deux groupes
Soient G, H deux groupes. Alors, leur produit libre G x H est le groupe, dans lequel les groupes G et H

s’'injectent via morphismes i : G < GxH et j : H — G % H et qui satisfait la propriété universelle suivante :

Pour tout groupe K et morphismes des groupes g : G — K, h : H — K il existe un unique
morphisme f:GxH — K tel que g = foiet h= foj.

L’universalité ci-dessus définit G x H de maniére unique & isomorphisme prés. L’existence est montré ci-dessous
dans 3.5.2.

G : G«H

g 7

-

FIGURE 23: Sur la définition du produit libre Gx H. L’uni-
versalité de G x H se traduit & l'existence du morphisme
f:Gx H — K, tel que le diagramme commute.

3.5.2 Représentation du produit libre

Soient G, H deux groupes et Gx H ’ensemble des mots formés par une alternance d’éléments de G et d’éléments
de H, c’est-a-dire

G\ {1} :ie?2Z

GxH:={()}u U *XnSi ot Si::{H\{l} i€ T\ 2%

n,meN =
n<m

On définit sur G+ H Popération binaire o : (GxH) X (Gx H) — (G * H) donnée par I'enchainement et réduction
du résultat par les régles de réduction suivantes :
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(i) Remplacer toute paire d’éléments adjacents de méme groupe G ou H par leur produit dans leur groupe
original.

(ii) Annuler toutes instances des éléments neutres 1.
(iii) Répéter les réductions (i) et (ii) jusqu’a il n’y a rien a faire.
Cette opération est associative et admet comme élément neutre le mot vide. De plus, tout mot (s1, ..., $,) € GxH

posséde linverse (s * 81_1) € G x H. Par conséquence, la paire (G * H, o) posséde la structure d’un groupe.

Les morphismes i : G — GxH, j: H — GxH définis par i(g) = (g) et j(h) := (h) s’appellent les plongements
canoniques des G, H dans G x H.

Ce groupe satisfait en fait I'universalité postulée dans 3.5.1 : Si (K, 0) est un groupeet g: G — K, h: G — K
morphismes de groupes, alors le morphisme

g(s) :s€G

f:GxH—=K | f(s1,.,8,):= f(s1)0-+-0 f(sn) , f(s):{h(s) s H

est le (unique) morphisme qui satisfait g = foiet h = foj.

Remarques :
(i) Le produit libre est symétrique, ¢a veut dire Gx H = H xG.
(ii) Si les deux groupes G, H ne sont pas triviaux, alors G« H est toujours d’ordre infini et non-abélien.

(iii) Si le groupe G est trivial, alors le plongement canonique j : H < G x H est un isomorphisme et donc
GxH=H.

Exemple : Si G et H sont les groupes cycliques infinies engendrés par g et h, alors G x H se compose des
produits alternants des puissances de x et puissances de y.

3.5.3 Definition: Pushout de morphismes

Soient f; : Z — X, f,: Z — Y deux morphismes. Alors, leur pushout est un objet P avec deux morphismes
9z : X = P, gy : Y — P tels que g, o fy = g © f, et qui satisfait la propriété universelle :

Si @ est aussi un objet avec morphismes h, : X = @, hy : Y — @Q tels que hy o f = hy o f,, alors
il existe un unique morphisme ® : P — @ tel que hy = ®o g, et hy = P o g,.

A cause de la propriété universelle, deux pushouts des morphismes f,, fy sont isomorphes.

77— .x
fy G
Y 9y

FIGURE 24: Sur la définition du pushout (P,gz,gy) des
morphismes f; : Z — X, fy, : Z = Y : Il consiste d’un
object P et morphismes g, : X — P, gy, : Y — P tels
que le diagramme bleu & gauche commute, et tels que, si le
sous-diagramme rouge & droite commute, alors il existe un
morphisme unique ¢ : P — @ tel que le diagramme & droite
commute.
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3.5.4 Definition: Produit libre amalgamé

Soient F,G1, G5 trois groupes et fi : F' — Gg, k = 1,2 morphismes de groupes. Le produit libre amalgamé

des (G1,G: le long de F est le le pushout des morphismes de groupes fi, f2, c’est a dire le groupe Gg xr G

avec morphismes g : G = Gy g Go, k= 1,2 qui satisfont :

1. La commutativité du diagramme, c’est-a-dire g1 o fi = g2 o fa.

2. La propriété universelle : Pour tout groupe H et homomorphismes hy : G, — H tels que hy o f; = hg o fo,
il existe un unique morphisme h : Gy xp G1 — H tel que hy = hogg, k=1,2.

L’universalité ci-dessus définit G; xp G2 de maniére unique & isomorphisme prés. L’existence est montré ci-
dessous dans 3.5.5.

FIGURE 25: Sur 'universalité du produit libre amalgamé
des G1, G2 le long de F'. Pour tous morphismes hy : G, — H
tels que le sous-diagramme rouge commute, il existe un
unique morphisme h : G1 xr G2 — H tel que tout le dia-
gramme commute.

Remarque :

1. Sigi(F) = {0}, k= 1,2, alors le produit libre amalgamé est en fait le produit libre, ¢’est-a-dire
G1 *F GQ = Gl*GQ

2. Si Go = {0} alors par remarque 3.5.2(iii) G1 *G3 = G;. De plus, par définition 3.5.4, 'universalité du produit
libre amalgamé se traduit & 'universalité A.0.14 de groupes quotients dans G et on trouve

G1+r G2 2 Gy/ (f1(F))

nor

ou (fi(F)),., est le plus petit sous-groupe normale dans G contenant I'image fi(F).

3.5.5 Lemme : Représentation du produit libre amalgamé

Soient F, G, G5 trois groupes et fi : F — G, k = 1,2 morphismes de groupes. On considére tout élément des
G1, G5 plongé dans leur produit libre (G1xG2, o) comme décrit dans 3.5.1. Soit N := <{f1(a)f2(a)_1 Ta € F}>
le plus petit groupe normal dans G * G contenant { f1(a)f2(a)™" : a € F}. Alors

nor

G1 *F G2 = Gl *GQ/N

est une représentation du produit libre amalgamée des G1, G le long de F'. Les morphismes g, : Gy — G1 xp Go
définis par gi(x) := (z) o N, z € Gy, s’appellent les plongements canoniques des Gy, G2 dans leur produit
libre amalgamé le long de F.

Deux mots s,t € G1xG4 sont égales dans G1*pGa, ssi ils différent a droite par un mot dans <{f1(a)f2(a)*1 ta € F}>
En particulier, tout fi(a)f2(a)~! est considéré comme trivial dans G1 xr Ga.

nor’

3.5.6 Théoréme de Van Kampen

Soient Uy, Us sous-espaces d’'un espace topologique U, tels que U est 'union des intérieurs des Uy, Us. On
suppose que Uy N Uy # () et Uy, Us, Uy N U; sont tous connexes par arcs.
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Soient fr : Uy N Uz — Uy, k = 1,2 les inclusions de l'intersection U; N Uy dans Uy et Us. Soit zg € Uy N Uy
quelconque. Soient fi, : II;(Uy N Uz, x9) — 11 (Uk,x0), k = 1,2 les morphismes de groupes induits par fi, fa.
Alors, U est aussi connexe par arcs et son groupe fondamental est donné par le produit libre amalgamé des
Hl(Ul,{Eo) et Hl(UQ,xo) le IOHg de Hl(Ul n UQ,(EQ) :

1 (Ur U Us, o) = 1 (Ut, 20) *11, (U, nUs 20 111 (U2, T0)
Preuve : Voir [4].

Remarques :

(i) Si le groupe fondamental de V'intersection Uy N Us est trivial (si par exemple U; N Uy serait contractile),

alors par remarque 3.5.4(1) :
Hl(Ul U UQ) = Hl(Ul) *Hl(UQ)

(if) SiII;(Usz) = {0}, par remarque 3.5.4(2) on trouve
I (Uy UUz) =1L (U1)/ {f1+ [ (U1 N U)))

sous-groupe normale
dans II; (U1) engendré
par fi.[I11 (U1NUz2)]

nor

3.6 Revétements universels
3.6.1 Definition: Revétement universel

Un revétement (C, p) d’un espace topologique est dit universel ssi C' est connexe par arcs, localement connexe
par arcs et II; (C') = {0}.

Exemples :
(i) Le revétement p: R — S, p(t) := exp [27it] est universel.
(i) L’application quotient R? — R?/Z? est un revétement universel du tore T? := R? /Z?.

Remarques : Soit p: C' — Y universel. Alors :
(i) Par 3.4.2 p est galoisien.

(ii) Par 3.3.9 Aut(p) = II; (Y). L’isomorphisme @ : II; (Y') — Aut(p) sous-jacent est de la structure suivante :
Choisir ¢g € C. Alors, pour [v],, € II1 (Y, p(co)) poser ®([7],,) € Aut(p) comme I'unique automorphisme
satisfaisant ®([v]ns)(co) = co - [1])s-

S

3.6.2 Théoréme : Caractérisation des revétements simplement connexes

Soit Y un espace topologique et (C, p) un revétement de Y. On suppose que C est connexe par arcs. Soit ¢g € C'
quelconque. Alors, il y a équivalence entre :

1. C est simplement connexe.

2. Pour deux chemins 7p,7; : [0,1] — C d’origine ¢y et de méme extrémité, les chemins p(Jp), p(31) dans Y
sont strictement homotopes.

Preuve :

1= 2: Soient 7g,71 chemins dans C' de méme origine et extrémité. Par lemme 2.3.5, ils sont strictement
homotopes. Done, leur images p(7g), p(71) sont également.

2 =1 : Soient 79,71 chemins dans C' de méme origine et extrémité. Par 3.2.1(1), ’homotopie stricte des chemins
p(F0), p(71) implique 'homotopie stricte de leurs revétements 7y, 1. Par lemme 2.3.5, cela implique que
C est simplement connexe.

O
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3.6.3 Théoréme : Universalité du revétement universel

Soit Y un espace topologique et (C, p) un revétement de Y. On suppose que C est connexe par arcs, localement
connexe par arcs et qu’il existe un revétement universel de Y. Alors, 1l y a équivalence entre :

1. (C,p) est universel, c’est-a-dire C' est simplement connexe.

2. (C,p) satisfait la propriété universelle : Pour tout revétement (Cp,pg) de Y il existe un revétement

Po

: C'— Cy de Cy par C tel que p = pg o p.

FIGURE 26: Sur l'universalité d’un revétement universel :
Il existe un revétement p : C — Cp tel que le diagramme
commute.

Preuve :

1=2: Soient c € C, ¢g € Cp tels que p(c) = po(co). Car (C,p) est universel, on a

P« [II1(C, ¢)] = {0} < pos [I11(Co, co)]

Donc, par théoréme 3.3.1 il existe une continue p : (C, ¢) — (Co, ¢p) telle que p = pg o p. Il reste & montrer
que (C,D) est un revétement de Y. Soit y € Y quelconque. Car py et p sont revétements de Y, on peut
choisit un voisinage V C Y de y trivialisant par rapport a po et '* p. Si (Ug);cr et (U7) e sont les feuillets
de V par rapport & py et p respectivement, on peut supposer qu'ils sont connexes par arcs !°. Alors, tout
point x € U’ dans un feuillet U7 est envoi par p dans un feuillet U} car p(z) € p, L(V). En fait, car les
(U7), sont connexes, tout U7 est envoi dans un seul feuillet U$. Donc on peut écrit

p|UJ‘ :p|Ug Oi’DV|U‘7‘

et donc L 4 ‘
ﬁyw_ =p|;i op’Uj :U? — U" : homéomorphe ,
0

¢a veut dire p : C' — Cy est un homéomorphisme locale, donc un revétement.

2 = 1 : On choisit (Cy, pp) comme revétement universel et un revétement p : C' — Cy. Choisit ¢ € C quelconque,

alors par 3.2.1(2) 'homomorphisme p, : IT; (C, ¢) — II; (Cp, p(c)) est injectif. Par supposition IT; (Cy, p(c))
est trivial, donc II; (C, ¢) est aussi et (C,p) est universel.

O

Interprétation : Soit (C,p) un revétement universel de Y et (Cp, pg) un revétement de Y quelconque. La
preuve de ce théoréme a montré que pour trivialisants assez petits dans Y, les feuillets du revétement universelle
(C,p) s’envoient un par un homéomorphiquement sur les feuillets de (Cp,po). Autrement dit, le revétement
universelle de Y est assez grand de couvrir tout autre revétement.

3.6.4 Lemme : Unicité du revétement universel

Les revétements universels d’un espace topologique forment une classe d’équivalence de revétements.

14. Prends l’intersection des deux trivialisants par rapport & p et po.
15. Sinon, choisir ¢ € p~1(y) quelconque dans le feuillet U70 et prends un voisinage U C U0 de € connexe par arcs. Alors, car

tous les feuillets (Ué)i, (U7); sont homéomorphes & UJo, U correspond & un voisinage de y trivialisant avec feuillets connexes par

arcs.

41



3.6 Revétements universels 3 REVETEMENTS

Preuve : Supposer que (Cp, pg) et (C1,p1) sont revétements universels de Y. Choisir ¢y € Cy et ¢; € C1, alors
Pos [I11(Co, co)] = 0 = p1. [I11(C1, c1)], donc par 3.3.7 les revétements sont équivalents.

D’autre part, si un revétement est équivalent & un revétement universel, c’est claire qu’il est aussi un revétement
universel.

O

3.6.5 Lemme sur revétements universels et chemins
Soit Y un espace topologique et (C,p) un revétement universelle de Y. Soit ¢y € C' et

I:={[],, : 7:[0,1] =Y chemin d’origine p(co)}

Alors, l'application ® : C' — I' donnée par ®(c) := [p(¥)],,
bien définie et en fait bijective.

;o7 :[0,1] = C est un chemin reliant ¢ et ¢, est

Preuve : Par 2.3.5 et le fait que II; (C') = 0, tous chemins dans C reliants ¢ et ¢ sont strictement homotopes,
donc @ : C' — T est bien définie. Elle est surjective car tout chemin dans Y d’origine p(co) se reléve par 3.1.7 a
un chemin dans ¢y. Par 3.2.1(1) deux chemins strictement homotopes dans Y se reléve a chemins strictement
homotopes dans C, c’est-a-dire ® est injectif.

O

3.6.6 Definition: Relativement simplement connexe

Soit Y un espace topologique. Alors, une sous-partie U C Y est dit relativement simplement connexe dans
Y ssi elle est connexe par arcs et ’homomorphisme i, : II; (U) — II;(Y) induit par l'inclusion ¢ : U < Y est
trivial, c’est-a-dire tout lacet dans U est contractile dans Y.

L’espace Y est dit semi-localement simplement connexe '® si tout point ¥y € Y admet un voisinage V telle
que tout lacet dans V' est contractile dans Y.

Remarques :

(i) Tout espace simplement connexe ou localement simplement connexe, est semi-localement simplement
connexe. L’inverse n’est pas vrai.

(ii) Soit Y localement connexe par arcs et semi-localement simplement connexe. Alors, pour tout point y € Y’
et voisinage V de y, il existe un voisinage U relativement simplement connexe tel que x € U C V. En
particulier, ses ouverts relativement simplement connexes forment une base de la topologie de Y.

(iii) De méme comme 2.3.5, on peut prouver qu’une partie U C Y connexe par arcs est relativement simplement
connexe dans Y ssi tous chemins 79,1 : [0,1] — U de méme origine et méme extrémité, sont strictement
homotopes dans Y.

Exemples :

o Le tore S x S! est localement simplement connexe et donc semi-localement simplement connexe. Mais il
n’est pas simplement connexe.

e Le boucle d’oreille de Hawaii est un espace qui n’est pas semi-localement simplement connexe.

3.6.7 Théoréme : Existence des revétements universelles

Soit Y un espace topologique connexe par arcs et localement connexe par arcs. Alors, il y a équivalence entre :
1. Y posséde un revétement universel.

2. L’espace Y est semi-localement simplement connexe.

16. Anglais : Semi-locally simply connected.
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Preuve :

1= 2: Soit V C Y une ouverte trivialisant, U C C un feuillet de V, yo € V quelconque et cq € p~*(yo) N U.
Soient 7 : U — C l'inclusion de U dans C' et j : V — Y linclusion de V' dans Y, alors

jop|, =poi:(Uc) = (Y,y)
ol p}U : U — V est un homéomorphisme. Par conséquence
G 0 (0| y)e = pe 0 1 I (U, c0) = T (Y, 90) -
Car C est universel, il faut i, [II; (U, ¢o)] = {0} et donc j. o (p|,,)« [ (U, co)] = {0}. Car p|, : U =V

est un homéomorphisme, (p|U)* est un isomorphisme, c’est-a-dire (p}U)* [I11 (U, ¢o)] = 1(V, o). Donc
J« [1(V, yo)] = {0}. Autrement dit, tout lacet dans V est contractile dans Y.

I, (U, co)———11, (C, ¢o)

trivial

D«

oydiourost

(p|U)*

I, (V, yo)TﬂTl(Y» Yo)

FIGURE 27: Sur la preuve de théoréme 3.6.7. Le diagramme
ci-dessus commute.

2=1: Pour y € Y pose
Ly :={[l], : 7:[0,1] =Y chemin d’origine y}

On choisit un point yg € Y fixé. Pour ouverte U C Y relativement simplement connexe dans Y pose
Dy i= { Bl €T, A1) €U}
Pour chemin [3],, € T'y, v, pose
Ugl,. = {B®7h, = v €Ts), 7([0,1]) CU}

comme ’ensemble des prolongements de [f], , dans U.

Yo
FIGURE 28: Sur la définition de Ujgy, ..
Note que Ujg,, est bien définie et satisfait 17,

(1) Uly,,. = Upgy,.. pour tout chemin Vs € Upg, .-

(ii) Si U[Bo]hs N U[ﬂ1]hs 7& 1] pour (g, f1 € Fy07U, alors U[ﬁo]hs = U[ﬂﬂhs'
On munit I'y, de la plus petite topologie &' contient

U = {U[ﬁ]h,s : U C Y ouverte, rel. simplement connexe, (3 € FyO)U} .

Alors, par A.0.13 la sous-base % est en fait une base de la topologie & :

17. Se rappeler les remarques sur la composition des chemins a 2.3.2.
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Car pur tout chemin [f],, € T'y, il existe un voisinage U de ((1) relativement simplement
connexe dans Y, et donc [3],, € U, , on sait que % est un recouvrement de I'y,. Bien str
Iy, v €% et pour

0 1
Ulsol,..» Ula)

hs

0 1 —.
S % ) h/]hs € (Uv[BO];L5 N U[ﬂl]h,s> =V

il existe un Upg), € U tel que [v],, € Ugg),. € V. Pour le voir, considéres le voisinage Unut
de ¥(1). Par remarque 3.6.6(ii) on peut trouver une ouverte U relativement simplement connexe
telle que v(1) e U C U NUZ. Alors, [y],, € Uy, C U2, N U[%Y]h . Par remarque (i) on a en

] 0 1 hs s
fait Upy,,, € U, N Ups,

hs ]hs ’

L’application
p:ly =Y [l — B(1)
est surjective car Y est connexe par arcs. Son image réciproque d’un point y € Y n’importante quel est

exactement {[3] € Ty, : B(1) = y}. Son image réciproque d’une ouverte relativement simplement connexe
U CY est donnée par 'union

p_l(U) = U U[ﬁ]hs
(B]1,s €T yo
B(1)eU

qui est par remarque (ii) une union des ouvertes disjointes (ou égales). Par remarque 3.6.6(ii), tous ouverts
relativement simplement connexes de Y forment une base de sa topologie, donc p est continue. Elle est
aussi ouverte, car pour tout Uy, €  on ap (U[B]hs) = U parce que U est connexe par arcs.

Toute

p|U[ﬁ]hs : U{mhs —U

ou [f],s € I'yy, B(1) € U, est surjective car U est connexe par arcs et injective car :

Soient [ ® k], € Upg,., & = 1,2 tels que B(yi(1)) = B(12(1)). Par remarque 3.6.6(iii)
et la connexité relative simple de U, on sait que 7; et 2 sont strictement homotopes. Donc

(8@ 71l = [B© Y2lps-
Car p est ouverte, la restriction p| Vg, : Upg),., — U est également, donc un homéomorphisme. Donc
p: Ty, =Y est un revétement.
L’espace topologique I'y, est connexe par arcs, car tout élément [3], . € I'y, est relié a [yo],,, :
Pose
V00,1 =Ty =) =[]

@) [0, =Y, y(t)(s) := Blts)
est le chemin partiel de 3 jusqu’a le temps t. Alors, sauf continuité, 7 est un chemin entre [yo],,
et [0];,,- Soit t € [0,1] fixé et Up,), € % une ouverte contenant [y(t)],,. Par remarque (i) on
peut suppose o = y(t) = (s — B(st)). Car § est continue, il existe un voisinage V; C [0,1] de
t et un voisinage Vs C [0,1] de 1 tels que 3 (Vs - V;) C U, c'est-a-dire (s > 8(s- 7)) € Upy),.
pour T € V;.
Pour montrer la connexité simple de (I'y,, &), on va utiliser la caractérisation 3.6.2 :

Soit 8 : [0,1] — Y un chemin dans Y d’origine yo et 7 : [0,1] — I'y, son relévement d’origine
[Y0]),s- On a vu ci-dessus, que ¢a c’est exactement le chemin

F it A(t) = [(s = B(ts))],,

car p(y(t)) = B(t). Autrement dit, I'extrémité du revétement d’un chemin g : [0, 1] — Y d’origine
[Y0],, st toujours sa classe d’homotopie stricte [3], . En particulier, revétements avec la méme
extrémité, correspond & chemins de la méme classe. Donc par 3.6.2 I'y, est simplement connexe.

La connexité par arcs locale de I'y, suit par 3.1.4 du fait que, p: I'y;, = Y est un revétement d’un espace
localement connexe par arcs. Donc, (I'y,,p) est un revétement universel de Y.

O
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3.7 Fibrations

On se rappelle que par définition 3.1.9 une fibration p : C — Y est une continue qui satisfait la propriété de
relévements d’homotopies par rapport & tout espace topologique.

3.7.1 Equivalence d’homotopie de fibres

Soit Y un espace topologique connexe par arcs et p : C' — Y une fibration de Y. Alors, tous fibres p~!(y) ou
y € Y, sont homotopiquement équivalents.

Preuve : Vois [(], théoréme 6.12.

3.7.2 Théoréme : Propriété principale de fibrations

Soit Y un espace topologique connexe par arcs et p : C'— Y une fibration de Y. Soient ¢y € C et yy := p(co).
Soit Fy := p~(yo) le fibre de yq et i : Fy < C 'inclusion de Fy dans C. Alors,

114 (Fo, co) SN I1; (C, co) 25 T (Y, yo) (3.7.2.1)

est un suite exacte courte (voir 4.1.2), c’est-a-dire image(i.) = ker(p.).

Interprétation : Les lacets 7 : [0,1] — C basés en ¢ tels que p(§) ~ns Yo, sont exactement ceux qui sont
strictement homotopes & un lacet dans le fibre Fj.

Preuve : Vois [6], théoréme 6.29.

3.7.3 Definition: Fibré localement triviale

Soient C,Y et F espaces topologiques. Une fibré localement triviale de C sur Y de fibre F est une continue
surjective p : C' — Y avec une collection d’homéomorphismes {<p UXF — p_l(U)} pour ouvertes U C Y tel
que :

1. Pour toute carte ¢ sur une ouverte U C Y on a7y =pop, ouny : U X F — U est la projection sur U.
2. Tout point y € Y posséde un voisinage sur lequel il existe une carte.
3. Si ¢ est une carte sur 'ouverte U C Y et V C U est ouvert, alors la restriction @‘V est une carte sur V.

On dit Y la base, C 'espace total et F' le fibre. L'ensemble {(U, ¢) : ¢ carte de U} est dit trivialisation
locale du fibré. Si de plus Y est homéomorphe a Y x F, c’est-a-dire p est essentiellement la projection de
Y x F sur Y, on dit le fibré trivial.

Remarque : Tout fibré localement trivial est une fibration de Y. Voir [7] pour plusieurs informations.

3.8 Exemples
3.8.1 L’espace projectif réel

Considérons 'espace projectif réel RP" := S™/(xz ~ —z) munit de la topologie quotient. Alors :

1. L’espace projective RP" est homéomorphe & B"/ ~, ot B" est la boule unité dans R" et  ~ —z, x € B"
est la relation d’équivalence identifiant les points antipodales sur 9B™.

2. L’application quotient p : S™ — RP", x — {x,—x} =: [x] est un revétement galoisien de RP™ par S™.
3. RP! est homéomorphe a S*.
4. 11, (RPY) = Z et 11, (RP") = Z /27 pour n > 2.
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Preuve :

1. En identifiant les points antipodals sur S™ on peut se restreindre sur I’hémisphére nord, en identifiant les
points antipodals sur I’ équateur frontiére. Car B™ est homéomorphe au hémisphére nord de S™ par projection,
I’affirmation est prouvé.

2. Considérons 'action du groupe G := Z/27Z sur S™ a gauche donnée par 0 : z — x et 1 : x — —z. Alors
G est un sous-groupe de homéomorphismes qui agit totalement discontinuent sur S™ et induit exactement
S™/G = RP". Par 3.4.5 on sait que Papplication quotient p : S™ — RP™ est un revétement galoisien.

3. Considérons S' C C. L’application RP' — S1, [2] = 22 est un homéomorphisme.

4. Soit x € S™ quelconque. Par 3.2.3(3), l'indice de p, [II;(S™, z)] dans II; (RP", p(z)) est égal au cardinal du
fibre, c’est-a-dire 2. Pour n > 2 on sait que S™ est simplement connexe et donc p, [II1(S™,z)] = {0}. En

particulier
I (RP",p(x)) 2 Z/2Z , n>2 .

D’aprés (3) S! est homéomorphe a RP!, donc II; (RP') = II, (S') = Z.

3.8.2 Les revétements de S!

On considére S! < C et ses classes d’équivalence de revétements. On connait déja les revétements poo : R — S*
et p, : ST — S, n € N définies par po(t) := > et p,(2) := 2". Alors :

1. Sous les revétements connexes par arcs, ces sont les seules classes d’équivalence des revétements de S*.

2. Tout revétement de S est galoisien.

3. Poo : R = S! est le revétement universel de S?'.

Preuve :

1. La preuve utilise lemme 3.3.7 8. Soit so € S! n’importante quel. On sait que I1;(S?, s¢) = Z, donc il existe
pour tout n € N U {co} un unique sous-groupe dans II; (S, sg) d’indice n. Soit (C,p) un revétement de
S1 connexe par arcs et ¢g € p~1(sg). On sait que le sous-groupe p, [I1;(C, co)] < 1(S1, s0) est cyclique et
d’indice n € N ou oo.

En premier cas, ce groupe est exactement p,. [Hl(Sl,sl)] olt 81 € p;*(sg). Donc, par lemme 3.3.7 les
revétements (C,p) et (S1,p,) sont équivalents.

En deuxiéme cas, le sous groupe p, [I1;(C, ¢o)] est le groupe trivial, donc égal & peos [I11 (R, tg)] ot tg € pt(s0).
Donc, par lemme 3.3.7 les revétements (C,p) et (R, po) sont équivalents.

2. Comme le groupe fondamental II;(S!) est abélien, tout son sous-groupe est normal. Par caractérisation
3.4.2(4) des revétements galoisiens, suit affirmation.

3. Suit de définition 3.6.1, car R est simplement connexe.

3.8.3 Fonctions de degré 2 sur S!

Soit f: S' — S continue de degré 2. Alors, f posséde un point fixe dans S*.

Preuve: On considére S' = R/Z. On considére le relévement fde f parlerevétement p : R - R/Z, ¢t — ¢t + Z.
Car f est de degré 2 il faut f(1) = f(0) + 2. En particulier, car f est continue, son graphe (z, f(z))zc(0,1)

coupe la droite (z,z + 1)zer dans un zp € [0,1) (voir figure 29). Cela implique f(z¢) = xo + 1, c’est-a-dire

f(wo) = p(f(x0)) = f(x0) +Z = 20 + Z.

18. Note que par 3.1.4 tout revétement de S! est localement connexe par arcs.
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/ F)
e .

W z point

d'intersection

FI1GURE 29: Sur la preuve de théoréme 3.8.3. Le graphe de
f coupe le graphe de z — (z + 1) dans un zo € [0,1).

3.8.4 Le lemniscate de Bernoulli

Considérons le lemniscate H := (St — 1) U (S* + 1) < C, montré dans figure 30.

FIGURE 30: Le lemniscate de Bernoulli.

Alors, un revétement p : C' — H est donné dans figure 31. Les permutations du fibre préservant laction de
IT; (H) sont exactement les translations entiers de I'espace étalé, c’est-a-dire pour tout y € H on a Sym,,(y) = Z
(vois 3.3.8) et donc Aut(p) = Z. Bien sur Aut(p) agit transitivement sur les fibres et donc par 3.4.3 on a

Aut(p) =TI (H) /p« 111 (C)]

FIGURE 31: Revétement du lemniscate.

Revétements alternatifs sont montrés dans figure 32. Car leurs fibres sont de cardinal 2, par 3.4.4 ils sont
galoisiens aussi.
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JP Jp
- OO°

FIGURE 32: Revétements alternatifs du lemniscate.

a

Finalement, par le théoréme de Van Kampen 3.5.6 le groupe fondamental du lemniscate est donné par

I (H) 2T (SY) « T, (SN 2 Z+Z .

3.8.5 Exemple : Groupe fondamental du tore avec un trou
Considérons le tore T := R? /Z? avec I’application quotient p : R? — R?/Z? comme revétement. Soit g € p [(0, 1)2]
n’importante quel et Ty := T\ {zo}. Alors IT; (Ty) = II; (lemniscate).

Preuve : Soit Cy := p~1(Ty) = R*\p~!(z¢), alors par remarque 3.1.1(iii) la restriction p}CO :Co — Th

est un revétement de Ty. Soit Ty, 1= p (8[0, 1]2) et Cox := p~1(Tp). Alors, Cp, est une rétracte de

Cy par déformation, avec une homotopie de rétracte qui envoie points du méme fibre sur points du

méme fibre. Donc, par lemme 3.1.3 Tj. est aussi une rétracte par déformation dans 7. Par lemme

2.3.8 cela implique
1T (To) = 111 (7o)

D’autre part, c’est évident que T, est homéomorphe au lemniscate de Bernoulli.

Lemniscate
TO TO* de Bernoulli

rét,raction. § ~
par déformation | ) —
o

FIGURE 33: Rétraction du tore avec la trou xo au lemnis-
cate de Bernoulli.

Par conséquence

3.8.4
Hl(To) = H1 (TO*) = H1 (lemniscate) ~ Zx7 .

Si de plus T, == p((0,1)?), alors

I (To N Ti) 2 T (ST x (0,1)) 2T, (SY) = Z . (3.8.5.1)
Soit i : (To N Tinn) — Tp linclusion de (Tp N Tin) dans Tp. Soient a,b les générateurs de 114 (Ty) = Z x Z
correspondant aux lacets singles orthogonauz, c’est-a-dire avec relévements dans R x {const} et {const} x R.

Alors 'homomorphisme i, : Iy (Tp N Tin) — 4 (Tp) induit par ¢ envoie le générateur 1 de Iy (Ty N Ti,) & Z
(lacet au tour le trou xg) au élément aba~1b~1 (voir figure 34).
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aba™ bt € I1 (Tp)

e i NS N

1 1€ 10L(Ty N Tin)

FIGURE 34: Sur le groupe fondamental de tore avec un trou
Zo. Le générateur de I1;(To N Tin) est envoyé par l'inclusion
t: (ToNTn) — To a aba~'b~'. Montrés sont en fait les
relévements des lacets par p.

Noter que par van Kampen 3.5.6 remarque (ii), on a

3.5.6(1i1)
Zx 2 (D) = LTy UT) = IL(T)/ (i [ (T N T

~

DL (D)) / (0 (1)) por = T (To)/ (aba™ b7

3.8.6 Théoréme de la boule chevelue

11 n’existe pas de champ de vecteurs continu sur S? non-nul partout.

Preuve : On va montrer I'affirmation en plusieurs étapes.
Proposition : Le groupe orthogonal spécial SO3(R) est homéomorphe a l’espace projectif RP3.

Preuve : Par 3.8.1(1) il suffit de montrer ’homéomorphie entre SO3(R) et B3/ ~= RP? ou z ~ —z
pour x € dB™. Pour x € B3 pose M (x) € SO3(R) telle que M est la rotation au tour I'axe orientée
x par 'angle 7 - ||z|| si  # 0 et M(0) := Id. Note que si x € 9B™ on a M (z) = M(—z), c’est-a-dire
'application B3/ ~— SO3(R), =+ M (x) est bien définie. Elle est continue, ouverte injective et en
fait surjective, donc un homéomorphisme.

Par 3.8.1(4) cela implique
I, (SO3(R)) = IL, (RP?) = Z /27 . (3.8.6.1)

Supposer que V : §? — T'S? < R? est un champ de vecteurs sur S? non-nul partout. Alors, 'espace S% x SO (RR)
est homéomorphe a SO3(R).
Preuve : Par normalisation on peut supposer que ||[V| = 1. On définit la continue injective
o :8? — SO3(R) comme
| | |

0T V(|x) 1:><|V(x) :|U

et la continue surjective 7 : SO3(R) — S? comme 7 : M + v, oll

0
€52

<
Il
= O
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est le pole nord. Alors, o(x) est pour x € S? une matrice de SO3(R) qui envoie le pole nord v sur z,
c’est-a-dire 7 o 0 = Idg2. De cela on déduit que I'application

£:5% x SOa(R) — SO3(R) , f: (2, A) s o(x) <g‘ ?)

est continue, bijective avec I'inverse
S Mo (7(M), o (r(M))] M), M € SO4(R)
En fait si M € SO3(R), alors o(7(M)) est une matrice de SO3(R) qui envoie v sur Mv. Donc

[o(T(M))]"" M préserve v, c'est-a-dire est de la forme (f)l (1)> avec A € SO3(R). Evidement

7 (1), o))~ M) = M.
Cela implique

IT; (SO(3)) = 11, (S? x SO(2)) = T1;(S?) x I;(SO(2)) =Z (3.8.6.2)
{0} 7

par 2.4.7  car 86(2)251

une contradiction a (3.8.6.1).
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4 La cohomologie de de Rham

4.1 Complexes de cochaines
4.1.1 Definition: Complexe de cochaines

Un complexe de cochaines (M;, f;)icz est la donnée d’une suite de groupes (modules) .., M;, M;;1,.. et mor-
phismes de groupes (modules) f; : M; — M;, 1, appelés opérateurs de cobord '%, tels que f;(M;) C ker(f;11),
c’est-a-dire f; 1 o f; = 0 pour tout i € Z. On note

MZL)MZ+1f7—H>MZ+2—)

Les éléments des M; s’appellent cochaines 2. Les éléments du noyau ker( f;) s’appellent des cocycles 2!, les élé-
ments de I'image f;(M;) s’appellent des cobords ??. Donc, tout cobord est un cocycle. Les groupes (modules)
de cohomologie du complexe (M;, f;)icz sont 2

H'(M) := ker(f;)/image(f;_1) , i€7Z .
Un complexe de cochaines borné ?#, est un complexe de cochaines dont presque tous les groupes (modules) sont
triviaux. On note

0—s M oy 2 v, o (4.1.1.1)

4.1.2 Definition: Suite exacte

Une suite exacte est un complexe de cochaines (M;, f;)icz tel que f;(M;) = ker(f;+1). Souvent on considére
des suites exactes bornées, notées comme dans (4.1.1.1). En particulier ker(f;) = {0} et fr,—1(My—1) = M,,. On

dit une suite

VLN VARECNE LS VA

des groupes M; et morphismes f; exacte courte si ker(f;11) = image(f;) pouri=1,..,n — 2.

4.1.3 Formule de sommation des dimensions pour suites exactes

Soient V1, .., V,, K-espaces vectoriels de dimension finie et

0—W Ity Iy o

une suite exacte de morphismes K-linéaires. Alors

Preuve : On sait que dimV; = dimker(f;) + dimimage(f;) pour i € {1,..,n} ou f, : V,, — {0} soit le
morphisme triviale. Donc

n

Z(—l)i -dim V; = — dimker(f) —dim image(f7) + - - - +(—/1)id4m’kef(m+ (=1)" dimimage(f,) =0 .
i=1 — —

Cela compléte la preuve.

19. Anglais : Boundary operators.

20. Anglais : Cochain.

21. Anglais : Cocycles.

22. Anglais : Coboundaries

23. On suppose que toute image(f;—1) est normale dans ker(f;).
24. Bounded cochain complex.
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Remarques
(i) Soit
M1 — M2 — M3

une suite exacte courte de morphismes d’espaces vectoriels. Si My et M3 sont de dimension finie, alors Mj
est également.

4.1.4 Lemme des cingq

Soient A7 2 ... X% A: et By By Py Bs suites exactes courtes de groupes et ®; : A; — B;, i =
1,..,5 morphismes de groupes tels que le diagramme 35 ci-dessous commute. On suppose que P, et &4 sont
isomorphismes, ®; un épimorphisme et ®5 un monomorphisme. Alors, ®3 est un isomorphisme.

FI1GURE 35: Sur le lemme de cing. Le diagramme commute.

4.1.5 Definition: Application de cochaines

Une application de cochaines entre deux complexes de cochaines (M;, fi)icz, (]\Z, fi)iEZ est une suite (P;);ecz
de morphismes ®; : M; — M, qui est compatible avec les opérateurs de cobord, c’est-a-dire f; o ®; = ®;11 0 f;
pour tout ¢ € Z. On écrit souvent (®;); : (M, fi); — (M;, f;); ou méme & : (M, f) — (M, f).

L fi-1 M, fi M fir1

(I'i, 1 (I'i, (I)H»l

MM M
J1

fi—l f’L

FIGURE 36: Sur la définition d’applications de cochaines.
Le diagramme commute.

Noter que tout ®; envoie cobords a cobords et cocycles & cocycles. De plus, application de cochaines (®;); :
(M;, )i — (M, f;); induit naturellement une famille de morphismes ®; : H*(M) — H*(M) donnée par

®;: [z] = [®i(2)] , [2] € ker(fi)/image(fi1) , i€Z .
Si tout ®; : M; — M; est un isomorphisme, alors le morphismes induits H (M) — H Z(M ) le sont également.

Preuve : On va montrer que ®; : H(M;) — H(M;) est bien définie. Note que si z € ker(f;), alors
fi®ix = @44y fir = 0, Cest-a-dire ®;(z) € ker(f;). De plus, siy € ker(f;) est tel que [z] = [y] dans ker(f;)/ image(fi_1),
alors © —y = f;_1(2) pour un z € M;_1. Donc ®;x — P,y = ®;f;_12 = fi_lfbi_lz, c'est-a-dire [®;z] = [D;y]
dans ker(ﬁ)/image(ﬁ,l). Evidement ®; : H (M) — Hl(ﬁ) est un morphisme.

Supposons maintenant que tout ®; est isomorphe. Soit = € ker(f;) tel que [®;x] = 0, alors il existe un z € M;_,

tel que fi,lz = ®,z. Comme P, _; est surjectif, il existe un w € M;_; tel que z = ®;_jw, et donc ¢;x =
fio1®;_qw = @, f;_1w. Comme ®; est injectif, on en déduit z = f;_jw € image(f;), c’est-a-dire [x] = 0 et
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®; : H(M) — H’(M) est injectif. Soit d’autre part y € ker(ﬁ) quelconque. Alors, comme ®; est surjectif il
existe un = € M; tel que ®;& = y. Donc 0 = fiy = f;®;x = $;41 fix et comme @, 1 est injectif, f;z = 0. Donc

x € ker(f;) et ®; : H{(M) — H'(M) est surjectif.
O

Remarque : Souvent on omet les indices des M;, f;, ®; et écrit ® : M; — Z\Z ott méme ® : M — M. Dans
cette notation on a ®o f = fo d.

4.1.6 Definition: Suite exacte d’applications de cochaines

Pour tout n € Z soit (M, i, fn.i)icz un complexe de cochaines et (®,,;);cz une application de cochaines entre
(Mn,’ia fn,i)i et (M"H-l,i’ fn-‘rl,i)i' A]OI‘S, la suite

P, D, @,
v —>1 (anfn) — (Mn-‘rlaf’n-'rl) —+>1 s

est dit suite exacte d’applications de cochaines ssi a chaque niveau i € 7 la suite

Dy

/i Dy Prt1,i
— Mn,i — Mn-i—l,i

est exacte.

4.1.7 Théoréme : Prolongation de suites exactes d’applications de cochaines
Soient (M 4, f1.i)icz, (M2, f2.i)iez, (M3, f3.i)icz complexes de cochaines et
0 — My 25 My 22 My — 0
une suite exacte d’applications de cochaines. Alors, il existe a chaque niveau ¢ € Z un morphisme
8" HY(Ms) — H™ (M)
tel que la suite

o HUOMy) 2 HI(My) 24 5 (M) 2 HFY(My) — . (4.1.7.1)

est exacte.

Preuve :

e Définition de §° : On va omettre V'indice i de Dy, et Py ;. Soit w € ker(f3;), alors, comme P®g est surjectif il
existe un W € My ; tel que w = ®0. Donce Po fo ;w0 = f3;Potv = f3,w =0, donc fa ;0 € ker(®y) = image(P4).
Comme ®; est injectif, il existe un unique n € M ;41 tel que @19 = fo ;0. Car

0= foit1foi0 = foit1®1n=P1f1i117m

on trouve par injectivité de ®; que fi;11m = 0, c’est-a-dire 1 € ker(f1,+1). On pose §' [w] := [n] ot

[w] € ker(f3;)/image(fsi—1) , [n] € ker(f1,41)/image(f1:)
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] w ) w
0 My iy L oMo y 2 »Ms; 1 0
h fa f3
n faw
0 M ; L 2,0 L M3 ; 0
f fa f3
0—My i 1— 2 oMy sy 1— 2 oMy i 0

FI1GURE 37: Sur la preuve de théoréme 4.1.7 : Tout w €
ker(fs,:) C Ms,; se releve a un n € ker(fii+1) C My iy1.
Posons ¢ [w] := [7].

e On va montrer que &° est bien définie. Supposons d’abord @' € My ; tel que w = ®&’, alors de méme fagon
on trouve qu'il existe un unique 1’ € ker(f1 ;+1) C M1 41 tel que @17 = fo ;0. De plus @ — &’ € ker(®3) et
donc @ — @' = ®1 A pour un A € My ;. Donc

Di(n—1") = foi(@— @) = fo; PN = 1 f1\

et comme ®; est injectif, n — 7' = f1,\ € image(f1 ;). Donc [] = [n/] et §’ [w] ne dépend pas du choix de
we oy H(w).
Supposons w’ € ker(f3;—1) tel que [w'] = [w], ¢’est-a-dire w —w’ € image(f3;_1). Alors il existe un A € M3 ;4
tel que w —w’ = f3,;_1A. Choisir = My ;1 tel que A = (I>2X, alors (I>2f2,i,1x = f3,i71¢2X = f3,-1A. Posons
W= — fg)i_lx, alors
(PQLNU/ = (I)QLNU —fg,,’_l/\ = OJ/ .
~—

w

De plus _
f2,,0" = fo,@ — fa,ifoic1A = P1n
0
donc par définition 6° [w'] = [] = §% [w]. On en déduit que &’ est bien définie.
o Il reste & montrer que (4.1.7.1) est une suite exacte. Si w € ker(f1;), alors ®2®P; [w] = [P2P1w] = [0] = 0.
Inversement, soit w € ker(fs,;) tel que @ [w] = 0, c’est-a-dire Pow € image(fs,;—1) et donc Pow = f3,-17
pour un n € Ms;_1. Choisir 7 € My ;_1 tel que ®277 =7, alors

Do (w — fa,i-17) = f3,i—1m — Pafoi—1 = f3i-11m — f3i-1 o) =0
~—
n
c’est-a-dire w — fo ;17 € ker(®3) = image(®P1). Alors il existe un ¢ € M ; tel que w — fo,_17 = 199, d’or

on déduit
Q) ] = [w— fai1m] = [w]
donc ker @5 = image ®; dans H*(M).

De fagon similaire on montre que ker §° = image ®, dans H*(M3) et ker ®; = image 6° dans H**1(My).
O

4.1.8 Produit directe de complexes de cochaines

Soit I un ensemble d’indices quelconque. Pour chaque i € I soit (M, f;) := (M, fik)kez un complexe de

cochaines. Alors, les groupes (modules) produits My, := X M; j et les morphismes f := (fi ), forment un
iel

complexe de cochaines, noté X (M;, f;). Pour linstant note (M, f) := X (M,, f;). Tout groupe (module) de
iel i€l
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cohomologie H* (M) := ker(f),)/image(f_1) est isomorphe au produit directe

X Hk(MZ) = X ker(f; )/ image(fir—1)
el el

des groupes (modules) de cohomologie des (M; k, fik)k, ¢ € I via l'isomorphisme

H]\/[ : i>€<IHk(Mi) — Hk(M) ) HM : ([wi])iGI = [(Wi)iel}

Soit (G, g) := (G, gk )kez aussi un complexe de cochaines. Si pour tout i € I, ®, est une application de cochaines
entre (G, g) et (M;, fi), alors

((I)i)ie[ : (G,g) — (M’f) y X (q)i(x))iel
—_——

~—
€Gk €My,

est aussi une application de cochaines.

Inversement, pour tout i € I soit (G, ¢;) = (Gik, gik)r un complexe de cochaines et ®; une application de

cochaines entre (M;, f;) et (G;,g;). Soit G le complexe de cochaines produit des (G, g;). Alors, 'application
D= (D) M =G, (Wi)ier = (Piwi))ies
—— —_———

GXML;C EXGi,k
i€l i€l

est une application de cochaines entre M et G. Soit ®; le morphisme induit par ®; entre H) (M;) et HO)(G;).
Soit (®;); le morphisme induit par (®;); entre H) (M) et H)(G). Alors le diagramme 38 ci-dessous commute.

HM(XMO (®)ier HO<XGO
el

iel

I,; e
X HO(M;) X HO(G)
iel D iel

FIGURE 38: Sur des morphismes de cohomologies induits
par applications de cochaines entre produits de complexes
de cochaines. Le diagramme commute.

Exemples
(i) Soient (M, f) := (M, fr)k (M7 f) = (Mk,fk)k et (G,g) = (G, gr)r complexes de cochaines. Soient
O: (M, f)— (G,g) et ®: (M, f)— (G,g) applications de cochaines. Alors, les morphismes

U= (B+®): My x My — Gy, Uit (wp,@p) = (B(w) +B(@)) , keZ

forment une application de cochaines entre le produit (M, f) x (M ,f) et (G, f). Cela suit directement de
la nature des morphismes.

(i) Soit
—)Gli)G2£>G3—>

un complexe de cochaines (suite exacte). Soit ® : G5 — G5 un isomorphisme. Alors

_ -1
_.__>G1%G2f2£> G3—>

est aussi un complexe de cochaines (suite exacte).
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4.2 Formes différentielles sur variétés
4.2.1 Definition: k-forme

Soit M une C*°-variété de dimension n € N. Soit X'(M) lespace linéaire des champs de vecteurs sur M et

F (M) Pespace linéaire des fonctions réelles lisses sur M. Alors, une k-forme (ou k-forme différentielle) est

une application w : X x --- x X — F antisymétrique, F-plurilinéaire. On note QF(M) I’espace R-linéaire des
————

xk
k-formes sur M et Q(M) := e, QF(M).

Remarques : Soient (z°)"; les coordonnées locales sur M.

(i) Toute w € Q*(M) peut étre écrit comme combinaison F-linéaire des produits extérieurs des 1-formes dz’ :

w=— Z Wiy ey 0 ) - AT A+ Ao = Z W (05 O5) - dx™ A -+ A da™

i1 yeyip=1 1<i1<..<ip<n
En particulier, toute n-forme est de la forme
w=f-de* N---Ndz™ |, fEF .

(ii) Soient w € QF(M) et Xi,..,X,, € X champs de vecteurs n’importante quels. Alors, pour tout = € M, la
valeur w(X7, .., X)(z) ne dépende que des valeurs des champs X, .., X; dans le point x. En particulier,
on peut regarder toute k-forme w € QF(M) comme application w : M — A*T*M sur M, qui envoie tout
point € M a une k-forme linéaire sur 1’espace tangentiel T, M.

(iii) Pour k > dim(M) I'espace QF(M) est trivial.

4.2.2 Definition: Dérivée extérieure

Soit M une C*®-variété de dimension n € N. Alors, la dérivée extérieure d : QF(M) — QFFL(M) est définie
comme 'unique application R-linéaire satisfaisant :

1. Si f € F(M), alors df € Q' (M) est la différentielle de f, c’est-a-dire df (X) := X f pour X € X(M).
2. Pour f € F(M) on a toujours d(df) = 0.
3. Pour toute k-forme w® € QF(M) et I-forme w! € Q'(M) on a

d (WP Aw') = (dw®) AW + (=17 - wF A dot

Remarques : Soient (z")!_; cordonnées locales sur M.

(i) C’est un fait que pour tout k-forme w € Q¥(M) on a d(dw) = 0 (lemme de Poincaré).
(ii) Si w € QF(M) posséde la représentation

w = g Wiq, in AT A - A da'®
(i1,..,ik)ET

alors sa dérivée extérieure est donnée par

dw = Z dwiy . i Adz A -+ A dat*
(1,.yik)ET

(iii) Pour w € QF(M) et champs de vecteurs X, .., X3 € X on a la représentation invariante

k
dw(Xo, ., Xpk) =3 (=1)' Xy [w (Xo, .., Xi—1, Xig1, -, Xi)]
i=1

+ Z <_1)i+jw([Xi7Xj]aX07"aXi717X’i+17"an717Xj+1,"an) ’
0<i<j<k
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ot [, -] est le crochet de Lie. En particulier, pour w € Q}(M) on a
dw(X,Y) = Xw(Y) - Yw(X) —w([X,Y])
si X,V € X(M).

4.2.3 Definition: k-forme pullback
Soient M, N deux C>-variétés. Alors, toute f : M — N lisse induit une application f* : QF(N) — QF(M) via
(f*w)‘x(vl,..,vk) ::w’f(x) (dfu(v1), ., dfu (V) 5 1,0 € TeM, 2 € M, we Q¥(N)

ott df : TM — TN et la différentielle de f. On dit la k-forme f*w pullback(ou tiré en arriére) de w € QF(N)
via f.

Remarques :
(i) Si f : M — N et un diffSomorphisme, alors f* : Q¥(N) — QF(M) est un isomorphisme des espaces
vectoriels avec inverse (f*)~! = (f~1)*.
(ii) Pour formes différentielles «, 8 sur N on a f*(a A B) = (f*a) A (f*B).
(iii) Pour C*°-variétés M, N, lisse f : M — N et k-forme w € QF(N) on a d(f*w) = f*(dw).
(iv) Soit N une C*°-variété et M C N une sous-variété de M avec Uinclusion i : M — N. Alors, la restriction
d’une k-forme w € QF(N) sur M est définie comme w|M := i*w. En particulier par (iii) :

d(W‘M) = (dw)|1\/l :

4.2.4 Definition: Variété orientable

Une variété lisse M de dimension n est dit orientable s’il existe une n-forme w € Q™(M) non-nule partout[8].
Une telle forme est dit forme d’orientation. Deux formes d’orientation w,o € Q"(M) sont équivalents s’il
existe une f € Q°(M) positive partout telle que w = f - 0. Une orientation de M est une classe d’équivalence
de formes d’orientation sur M.

Remarques
(i) C’est un fait, qu’il existe sur toute orientable M exactement deux orientations[s].
(ii) On peut montrer que, toute variété lisse simplement connexe est orientable.

4.3 La cohomologie de de Rham

4.3.1 Definition: La cohomologie de de Rham

Soit M une C*®-variété de dimension n € N. Soit d* : QF(M) < QFFL(M) la dérivée extérieure sur QF(M).
Alors, elle induit le complexe de de Rham

0 dO 1 dl dnfl an
0 — QM) — QM) —... — Q" (M) —0 (4.3.1.1)
et la cohomologie de de Rham notée
HY (M) := ker(d®)/ image(d*~') , 0<k<n .

On note ainsi

Har(M) := |4 Hfg (M)

Une k-forme w € QF(M) est dit fermée ssi dw = 0. Elle est dit exacte ssi il existe une (k—1)-forme a € Q¥~1(M)
telle que w = da.
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Remarques :
(i) Pour k > n on a toujours Q*(M) = {0} et Hiz (M) = {0}.

) Par conséquence, toute n-forme est fermée et donc Hlp (M) = Q"(M)/d(Q"~(M)).

(iii) Par remarque 4.2.2(i) toute forme exacte est fermée et donc (4.3.1.1) un complexe de cochaines.
)

La cohomologie de de Rham sur M est triviale, c’est-a-dire H¥; (M) = {0} Vi, ssi toute forme fermée est
exacte.

(v) Deux formes fermées w,? € QF(M) sont dit cohomologées ssi leur différence (o — 3) est exacte. Cette
relation est une relation d’équivalence sur Q% (M), dont les classes d’équivalence, dites classes de coho-
mologie, forment exactement la cohomologie H¥; (M).

(vi) Les O-formes fermés sont exactement les fonctions localement constantes, ¢’est-a-dire constantes sur toute
partie connexe de M. Evidement, la seule O-forme exacte est la nulle. Donc Hig (M) = R™ si M posséde
n parties connexes.

4.3.2 Definition: La cohomologie a support compact

Soit M une C°°-variété. On note
QF(M) := {w € Q¥ (M) : supp(w) compact}

I’espace R-linéaire des k-formes linéaires sur M de support compact. De méme comme dans le cas de la coho-
mologie de de Rham, la dérivée extérieure d fait des Q¥(M) un complexe de cochaines

0— QM) -L QL(M) — ... — (M) -0

et induit la cohomologie H*(M), k € Ny.

4.3.3 Lemme de Poincaré

Soit M C R™ une C*-variété lisse-contractile dans R™ et k € N. Alors on a H%; (M) = {0} pour tout k € N.
Autrement dit, tout forme différentielle fermée est exacte.

Preuve : Vois [J].

4.3.4 Definition: Groupe abélianisé

Pour un groupe G, on note [G,G] le sous-groupe normal de G engendré par les commutateurs de G, appelé
groupe dérivé. On dit le groupe quotient G®P := G/[G, G] le groupe abélianisé de G.

Remarques
(i) G est le plus grand quotient abélien de G en le sens suivant : Pour tout N < G le quotient G/N est
abélien ssi [G,G] < N.
(ii) Si G est abélien, alors G = G?P.
(iii) Le groupe abélianisé de Z * Z est Z x Z.

(iv) L’espace R-linéaire Hom(G*P,R) des homomorphismes de G®® dans (R, +) est R-isomorphe 4 Hom (G, R)
via le morphisme
(a:g—a(g) — (9 a(9))
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4.3.5 Théoréme : La cohomologie de de Rham et le groupe fondamentale

Soit M une variété lisse connexe, de dimension n € N. Alors

Hig (M) =g Hom(II; (M), R)

Preuve : Sans élaborations, noter que par le théoréme universel de coefficients[15], le groupe de cohomologie
HF(M,R) de l'espace topologique M est isomorphe & Hom(Hj(M,Z),R), ot Hy(M,Z) est le k-iéme groupe
d’homologie singuliére de M o coefficients entiers. Par le théoréme de Hurewicz, si M est connexe par arcs, le
groupe abélianisé IT; (M )ab du groupe fondamental de M, est isomorphe & Hy(M,Z). Par le théoréme de de
Rham|[16, 17], HX; (M) est isomorphe & H*(M,R), donc

Hip (M) =g Hom(ITy (M), R)

D’aprés remarque 4.3.4(iv) la preuve est finie.

O
4.3.6 Corollaire sur variétés simplement connexes
Soit M une C*°-variété simplement connexe. Alors Hp (M) = {0}.
Preuve : Par 2.3.5 M posséde un groupe fondamental trivial. Par 4.3.5 cela compléte la preuve.

O

4.4 Invariance de la cohomologie de de Rham
4.4.1 Definition: Variétés homotopiquement équivalentes

On dit deux C*°-variétés M, N homotopiquement équivalentes ssi il existe deux fonctions lisses f : M — N
et g: N — M telles que go f ~p, Idps et f o g ~p Idy via homotopies lisses. Quelquefois les applications f, g
sont appelées équivalences d’homotopie entre M et N.

Remarques :

(i) L’équivalence d’homotopie est une relation d’équivalence entre les C*°-variétés.

4.4.2 Théoréme : Invariance topologique de la cohomologie de de Rham

. “ .y . . ’ 5 A . ’ .
Soient M, N deux variétés lisses, homéomorphes 2° ou méme seulement homotopiquement équivalentes. Alors,

leurs cohomologies de de Rham sont égales. Autrement dit, la cohomologie de de Rham est une invariante de
topologie et d’homotopie.

Remarques

(i) Sans élaborations, soit noté qu’on peut montrer 'isomorphie entre HA, (M) et I'espace Hom [Hy (M, Z), R],
ou Hi(M,Z) est le k-iéme groupe d’homologie singuliere de M a coefficients entiers. Comme Hy (M, Z)
est une invariante topologique, H¥; (M) est également. Comme Hy, (M, Z) est une invariante d’homotopie,
HE. (M) est également.

(ii) Si M, N sont variétés lisses, homotopiquement équivalentes comme espaces topologiques, alors tous ses
groupes de cohomologie de de Rham H%, (M) (ot k € N) sont égaux.

(iii) Si M est une variété lisse, contractile, alors tous ses groupes de cohomologie de de Rham H}g (M) (ot
k € N) sont triviales. Noter comme on retrouve lemme 4.3.3 de Poincaré.

25. Noter : Pas impérativement difféomorphes!
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4.4.3 Lemme : Applications de cohomologies de de Rham

Soient M, N C*-variétés et f : M — N lisse. Alors l'application pullback f* : Q¥(N) — QF(M) induit une
application de complexes de cochaines f : (Qk (N), d) — (QZ(M ), d) et donc une famille de morphismes
R-linéaires f* : Hip (N) — Hip (M),

1€Ng 1€Ng

Preuve : Par remarque 4.2.3(iii) 'application pullback f* commute avec la dérivée extérieure d. Par 4.1.5
suit I'affirmation.

O

4.4.4 Lemme de Poincaré sur homotopies et la cohomologie de de Rham

Soient M, N C* variétés de méme dimension et hg, h; : M — N lisses. Par 4.4.3 les pullbacks h{, hT induisent
pour tout k € Ny des morphismes R-linéaires f3, f : Hi3 (N) — HY; (M). Si les hg, hy sont homotopes par une

homotopie lisse M x [0,1] — N, alors h{y = hj sur la cohomologie Hé.rzt(N)-
Preuve : Voir [12], pp. 277.

Remarque : Une version du lemme de Poincaré 4.4.4 est que, ’homomorphisme
7 HYg (M) — Hir (M x [0,1])

induit par la projection 7 : M x [0,1] — M et un isomorphisme avec l'inverse
i Hip(M x [0,1]) = Hip(M)

induit par l'inclusion ig : M — M x [0,1], =+~ (z,0).

4.4.5 Corollaire : Invariance homotopique de la cohomologie de de Rham

Soient M, N deux variétés lisses, homotopiquement équivalentes comme espaces topologiques. Alors, leurs co-
homologies HA (M), HA;(N) de de Rham sont isomorphes.

Preuve : On va prouver 'affirmation seulement pour le cas que M, N sont de méme dimension et homotopi-
quement équivalentes comme variétés lisses. Le cas général est déja vu dans remarque 4.4.2(ii). Soient f : M — N
et g : N — M équivalences d’homotopie, c’est-a-dire f o g ~j Idy et go f ~p Idy via homotopies lisses. Par
4.1.5 et remarque 4.2.3(ii), Idy : HYz(N) — HJY: (N) est un isomorphisme. Par Poincaré 4.4.4, le morphisme
(fog)* : HEL(N) — HEL (N) est aussi un isomorphisme. De méme, on trouve que (g o f)* : Hx. (M) — HER (M)
est un isomorphisme. Comme (f o g)* = f*og* et (go f)* = g* o f*, on en déduit que f* et g* sont inverses et
donc f*: HX: (N) — HA; (M) un isomorphisme.

O

4.5 Le théoréme de Mayer-Vietoris
4.5.1 Théoréme de Mayer-Vietoris

Soit M une C*>°-variété et Uy, Uy C M sous-parties tels que M est I’'union de leurs intérieurs. Soient 4; : Uy N Us <— U,
et j; : Uy — M, | = 1,2 les inclusions des espaces entre eux. Soient i : Q(U;) — QU1NU2) et j; : QM) — QU;)
leurs morphismes pullbacks. Alors, la suite

i1 =39

o HE (M) V) gE (U) % G (Un) T HE (U0 Uy) s HEEY (M) — .

est exacte, pour un morphisme R-linéaire § : H, gR(Ul NnUz) — Hc’fl;t L(M) approprié.
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Preuve : Notons que par 4.4.3 les ¢}, j; forment des applications de cochaines entre les complexes de de Rham
des espaces Uy, Uy, Uy NUsy et M. Par 4.1.8 et exemple 4.1.8(i) on sait que

O Q0w x 2OUy)

et
QO () x QO(U,) =% QO (U, N Uy)

sont aussi des applications de cochaines. Par 4.1.8 tout H*(U;)x H*(Us) est isomorphe a H* [Q(') (Uy) x QU (Us)]
via un isomorphisme qui est compatible avec les morphismes de la cohomologie induits par les j;, ;. Donc, par
exemple 4.1.8(ii) et théoréme 4.1.7 il suffit de montrer que la suite d’applications de cochaines

0 — O (M) ) o0(0) x QO(U) =8 QO(U, N Us) — 0

est exacte. Se rappeler que pour w € Q(M), jjw est rien autre que la restriction de w sur le fibre tangent de U,
(similaire pour 4;). L’injectivité de (j,j3) est claire comme M est 'union des intérieurs des Uy, Us. C’est aussi
facile a voir que

image(jy, jg) = ker(i] —is)
Il reste & montrer la surjectivité de (i} — i3). Supposons w € QF(U; N Us). Prolongeons w sur Uy U Us,. Alors

(17 —i3) : (w/2, —w/2) mw ,

ce qui compléte la preuve.

4.5.2 Théoréme de Mayer-Vietoris sur formes de support compact

Soit M une C*-variété et Uy,U; C M tels que M est union de leurs intérieurs. Soient 4; : Uy NUs — Uj et
Ji:Up— M, I =1,2 les inclusions des espaces entre eux. Alors la suite

s HROM) V) g0 ) B U,) TR BN UL A Us) <2 HEY(M) —

est exacte, pour un morphisme R-linéaire § : H¥(U; N Uy) — H*T1(M) approprié.

Preuve : Similaire au théoréme de Mayer-Vietoris originale 4.5.1.

4.5.3 Definition: Bon recouvrement

Un recouvrement ouvert (U;);c; d'une variété lisse de dimension n est dit bon 2° ssi toute intersection finie des
U; est vide ou difféomorphe a R™[18].

4.5.4 Théoréme : Recouvrement bon de variétés

Soit M une variété lisse. Alors, il existe un bon recouvrement de M.

Preuve : Voir [18], page 42.

4.5.5 Théoréme : Dimension finie de la cohomologie de de Rham

Si M est une variété lisse compacte, alors tout espace de cohomologie H é“R(M ) est de dimension finie.

26. Anglais : Good cover
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Preuve :27 Comme M est compacte, par 4.5.4 on peut choisir un bon recouvrement d’ouverts (U;)™, de M.
Noter que toute intersection finie non-vide des U; est contractile. On montre 'affirmation via récurrence sur la
cardinalité m du recouvrement. En cas m = 1 la variété est lisse contractile, donc par remarque 4.4.2(iii) tous
cohomologies H gR(M ) sont de dimension finie. Supposons que l'affirmation est vraie pour toute cardinalité du
recouvrement plus petite que m. Soit U := U:’:ll U;, alors M = U UU,,. Par Mayer-Vietoris 4.5.1 on a la suite

exacte
o — HENUNU,) — HE (M) — HE(U) x B (U) — ...

Noter que par I'hypothése de récurrence H¥; (U) et HE, (U,,) sont de dimension finie. Comme
m—1
UNUn=|JUinUp
i=1

est I'union d’un recouvrement contractile, lisse de cardinalité m—1, aussi par récurrence dim Hfﬁ ! (UNUy,) < oc.

Donc, par remarque 4.1.3(i) HgR(M) est aussi de dimension finie.
O

4.6 Cas spéciaux de cohomologies de de Rham
4.6.1 Lemme : Intégration de formes exactes

Soit M une variété lisse de dimension n € N, orientable. Soit 7 € Q?~1(M) une n — 1-forme de support compact.
Alors, I'intégral [ dn est trivial.
M

Preuve : Voir [§], pp. 90.

Conséquences

(i) La 1-forme dg (¢ coordonnée locale canonique) sur S* n’est pas exacte car [ dy = 2w, méme si elle est
S1
fermée et localement exacte.
n
(ii) La n-forme dpy A .. Adpy, sur le tore T™ := X S n'est pas exacte car [ doi A.. Adp, = (27)", méme si
i=1 T
elle est fermée.

4.6.2 Lemme : Cohomologies de compositions de variétés

Soit M une variété lisse de composants connexes My, .., M,,. Alors, sa cohomologie de de Rham est donnée par

Hc]fR(M) = ilegR(Mi)

4.6.3 Théoréme : L’espace HJ (M) pour variétés non-compactes

Soit M une variété lisse non-compacte, connexe de dimension n (orientable ou pas). Alors

Hir(M)=0 .

Preuve : Voir [12], pp. 272.

27. Pour une preuve alternative voir [8], pp. 80.

62



4.6 Cas spéciaux de cohomologies de de Rham 4 LA COHOMOLOGIE DE DE RHAM

4.6.4 Théoréme : L’espace H}'(M)

Soit M une variété lisse, connexe de dimension n. Alors sa n-iéme cohomologie de de Rham de support compact
est donnée par

H} (M) =

c

(4.6.4.1)

0 :sinon

{R : M orientable

Idée de preuve : On montre que si M est orientée, 'application

H'M)—-R |, wr |w
/

est bien définie et un isomorphisme des espaces vectoriels et si M n’est pas orientable, toute n-forme est exacte.
Voir [8, 11, 12, 18] pour plus d’informations, en particulier [12] pp. 269 et pp. 272.

Remarques :

(i) Si en particulier M est compacte, alors le théoréme se traduit en : Il existe modulo les formes exactes et
modulo multiplication par un facteur scalaire, exactement une n-forme non-exacte.

(ii) Le théoréeme dit en particulier, que si M est compacte, orientable, connexe, alors toute w € Q" (M) est

exacte ssi [ w est nul.
M

(iii) Théorémes 4.6.3 et 4.6.4 conduisent au résumé : Si M est une variété lisse, connexe de dimension n, alors

R : M compact & orientable

Hig (M) = {

0 :sinon

4.6.5 Théoréme : Dualité de Poincaré

Soit M une variété lisse de dimension n € N, orientable. Pour k € {0,..,n} on considére la forme bilinéaire

Hi (M) x HP 5 (M) 5 R | <[w1,w>~>/wn ,
M

Alors, ’'homomorphisme induit
Hp (M) — H'*(M)*

est en fait un isomorphisme. Par conséquence, on a l'isomorphie

HY (M) =g HY (M) (4.6.5.1)

Pour plus d’informations voir [18], pp. 44 et pp. 46.

Remarques

(i) Supposer que la cohomologie H.(M) est de dimension finie >®. Alors, le théoréme donne une correspondance
entre la cohomologie de de Rham Har (M) et H.(M).

(ii) Le théoréme montre qu’en général, les espaces HF(M) ne doivent pas étre nécessairement de dimension
plus petite que HAL (M), méme si dim QF (M) < dim QF(M). Par exemple, H"(R") & H{; (R") 2% R,
méme si HJy (R™) = 0 par contractilité (voir remarque 4.4.2(iii)), ou bien par non-compacité de R™ (voir
4.6.3).

28. Noter que le dual d’un espace vectoriel est de dimension finie ssi ’espace lui méme est de dimension finie. Dans ce cas, I’espace
et son dual sont isomorphes.
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En effet, Papplication H?(R™) — R donnée par

W] / w . [w] € HMR™)
R’n

est par 4.6.1 bien définie et un isomorphisme des espaces vectoriels. D’autre part, toute w := fdx' A .. A dz™ € Q*(R")
est exacte, car w = dn avec

n(zt, .., ") = [/ fly, 22, .., z™) dy] Sdx® AN da"
0

4.6.6 Corollaire de la dualité de Poincaré

Soit M une variété lisse de dimension n € N, compacte, orientable, connexe. Alors :
a) HE (M) =g HZF(M) pour tout k € {0,..,n}.

b) En particulier, Hj (M) =g R. L’isomorphisme sous-jacent est donné par

[w]i—>/w.

4.6.7 Corollaire sur variétés contractiles

Soit M une variété lisse de dimension n, contractile. Alors tout groupe de cohomologie H¥ (M) avec k € {0,..,n — 1}
est trivial.

Preuve : Comme M est contractile, par 2.2.9 elle est simplement connexe. Par remarque 4.2.4(ii) elle est donc
orientable. Par Poincaré 4.6.5 on a donc H¥(M)* =g H'z " (M) pour k € {0,..,n}. Comme M est contractile,
par remarque 4.4.2(iii) tout ngfk(M), avec k € {0,..,n — 1}, est trivial.

O

4.6.8 Théoréme de Kiinneth : Produit de variétés

Soient M, N variétés lisses, compactes. Alors, leur produit M x N posséde la cohomologie de de Rham

Hix (M x N)= X ngR(M) ® HiZ(N) , keNg
pt+q=

oll ® est le produit tensoriel des espaces.

4.6.9 Definition: Degré d’une application

Soient M, N deux variétés lisses de dimension n, compactes, orientables, connexes. Soit f : M — N une
application lisse, induisant ’homomorphisme

[T Hig(N) = Hig (M)
Par corollaire 4.6.6 on sait que Hj (M) et HJi (N) sont isomorphes & R. I existe donc un unique A € R tel que
[ wl =Aw] Vw] € Hig(N)

On appelle A =: dg(f) le degré de f.
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4.6.10 Théoréme sur le degré des applications

Soient M, N deux variétés lisses de dimension n, compactes, orientables, connexes. Alors, le degré de toute
application lisse f : M — N est dans Z.

Idée de preuve : Se rappeler que par corollaire 4.6.6 I'espace H]z (M) est isomorphe a R via l'isomorphisme

ww»/w,[weH&M@
M

Jﬁwz%ﬁ%{w

pour toute w € Q™(N). Par le théoréme de Sard et la compacité de M, f posséde une valeur réguliére y € N,

satisfaisant :

o f~Yy) ={z1,..,2,} avec z1,..,3, € M.

o Il existe voisinages Uy, ..,U,, C M disjoints des points z1,..,x, et un voisinage V C N de y telle que toute
restriction f |U1 : U; — V est un difféeomorphisme et

(de méme pour HJj (N)). Donc,

On prend une n-forme w € Q" (N) de support supp(w) C V, telle que [w # 0. Alors [ (f*w)|U’_ =¢; [w, o les
v f ’ N
facteurs €; € {£1} ne dépendent que de l'orientation des cartes. Donc
[ro=3 [l =Ya [o=3a [o.
M =17, i=1 i

dg(f)ez Ly

ce qui compléte la preuve.

4.7 La caractéristique d’Euler
4.7.1 Definition: Nombre de Betti et la caractéristique d’Euler

Soit M une variété lisse de dimension n dont la cohomologie de de Rham est de dimension finie. Alors, on
appelle by (M) := dimg H; (M) le k-iéme nombre de Betti de M. On note

X(M) = (=1)* - dim Hg (M)
k=0

et appelle x(M) la caractéristique d’Euler de M.

Remarques :
(i) Si M est compacte, alors par 4.5.5 toute H¥; (M) est de dimension finie et x(M) est donc bien définie.
(ii) Par 4.4.5 la caractéristique d’Euler est une invariante de ’équivalence d’homotopie.

Exemples :
(i) Par 4.8.1, pour n € N on a x(S™) =1+ (—1)". En particulier x(S?) = 2.

(ii) Tout surface d’un polyédre convexe dans R3, étant homéomorphe & S2, posséde la caractéristique d’Euler
2.
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4.7.2 La caractéristique d’Euler pour variétés composés

Soient U,V sous-parties ouverts de la variété M lisse. Si U,V et U NV ont une cohomologie de de Rham de
dimension finie, alors le méme est vrai pour U UV et on a

XU UV) =x(U)+x(V) =x(UnV)

Preuve : Voir [8], lemme 12.15.

4.7.3 Théoréme sur CW-complexes

Soit M un CW-complex fini. Alors son caractéristique d’Euler est donné par

ou ny est le nombre des cellules de dimension k.

4.7.4 Théoréme de Poincaré-Hopf

Soit M une variété lisse compacte. Alors, il existe sur M un champs de vecteurs non-nul partout ssi x(M) = 0.
Preuve : Voir [g].

Remarques :
(i) Dans le cas spécial M = S? on retrouve le résultat de théoréme 3.8.6.

(ii) Plus généralement, on peut montrer que S™ admet un champs de vecteurs non-nul partout ssi n est impaire.
Voir [8], théoréme 7.3 pour une preuve.

4.8 Exemples
4.8.1 Exemple : Les groupes de cohomologie de S™

Pour tout n € N et k € Ny l'espace H} (S™) est donné par

R :ke{0,n}

4.8.1.1
{0} : ailleurs ( )

HYp(S™) =r {
De plus H°(S%) = R x R.

Preuve par récurrence : Nous nous rappelons que par remarque 4.3.1(vi) pour tout C*-variété M on
a HR (M) =g R* ot k est son nombre des composants connexes. Donc en particulier H°(S°%) =g R? et
H3:(S™) =g R. De plus, pour k& > n on a toujours Q*(S") = {0} et donc H*(S") = {0}. Comme tout
S™, n > 2 est simplement connexe, par corollaire 4.3.6 on sait que H&R(Sn) = {0} pour tout n > 2. Finalement,
par théoréme 4.3.5 on a

Hig(S") =g Hom [II;(S"),R] =~ Hom [Z,R] =z R .

Supposons maintenant que (4.8.1.1) est vrai pour tous dimensions plus petites que n. On recouvre S™ par deux
parties U;, Us plus simples : On considére S™ < R"*1 et pose

U1::{X€S"::c1§%} , Ug::{XES":xlz—%
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S 2
Uz

U

FIGURE 39: Sur le recouvrement de S™ par deux parties
contractiles. Ici, comme exemple le cas n = 2.

Noter que par 4.5.5 les cohomologies de de Rham des S™, Uy, Us et U; NUs sont de dimension finie. Par Mayer-
Vietoris 4.5.1 on sait que la suite

0 — HIR(S™) — HI%(Uy) x HIR(Uz) — HIR (U1 NUp) — Hig(S™) — ... — HIR (U, NUy) — 0
(4.8.1.2)

est exacte (avec morphismes appropriés). Se rappeler que Uy, Us sont contractiles via homotopies lisses et que
la variété U; N Uy est homotopiquement équivalente 4 S™~1. Donc la suite exacte (4.8.1.2) prend la forme

0 — HIR(S™) — HIx(Uy) x HIz(Uz) — HIx (U1 NUp) —
N—_—— N— e N—— N——————

R R R R
oo — HEL(S™) — HEL(Uh) x HYR (U2) — HER (UL NTUR) — 1<k<n-—2
—_—— N — N————

par récurrence
oo — HIZH(S™) — HIZH(UY) x HYZH(Us) — HiZ ' (U N Do)
—_— Y— —

0 0
par récurrence

— Hig(S") — Hjr(U1) x Hir(U2) — Hir (U1 NUz) — 0
—— N——— (ke ——

0 0 )
par recurrence

En particulier 0 — R — HJz (S™) — 0 est exacte, donc par lemme 4.1.3 il faut
dimR — dim Hjz (S™) =0 ,

c’est-a-dire H(?R(S”) =~k R. Donc le cas n = 2 est aussi montré et nous supposons n > 3. Alors pour 1 < k < n—2

la suite
0 — HEH(S™) — 0

est exacte et donc H(]fl;t 1(8™) = 0. Cela compléte la preuve.

4.8.2 Exemple : La cohomologie de S? x 52

La cohomologie de de Rham de S? x S? est donnée par

R :k=0
0 k=1
HER(S? x S?) = {R2 k=2
0 k=3
R :k=4

Preuve : Décomposer une des sphéres S? comme dans 4.8.1 en S? = U; U U, et appliquer Mayer-Vietoris
4.5.1 a (Uy x S%) U (Uy x S?). Par ailleurs, on pourrait utiliser le théoréme de Kiinneth 4.6.8 et les résultats de
4.8.1.

O
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4.8.3 Exemple : La cohomologie du tore T2

La cohomologie de de Rham du tore T2 := R?/Z? est donnée par

R k=0
R? k=1
Hin@) =g i p_s
0 k>3

Preuve : On sait déja que I1;(7?) = Z2, et donc par théoréme 4.3.5 on a

4.35
Hig(T?) =g Hom [II;(T?),R] = Hom [Z* R] 2 R?
On décompose T2 en Ti,, Ty, définies par T}, := B (o) et Ty := T? \ {0}, ott 29 € T? est fixé et 0 < e < 1.

To
o

FIGURE 40: Sur la décomposition du tore T? = R?*/Z?
en les parties (non-disjoints) Tin et Tp. Montrés sont leurs
relévements dans R2.

Noter que Ty N Ty, est rétractable par déformation a S' via une homotopie de la rétracte lisse, donc par 4.8.1
Hip(To N T;y) =g R. Par Mayer-Vietoris 4.5.1 on a la suite exacte

0 — Hir(T?) — Hag(To) x Hig(Tin) — Hig(To N Tin)
—— —_——— —— T

—*HéR(TQ) — HéR(TO) X HﬁR(Tin) — HéR(TO N Tin)
—— — —_—————

R2 0 R

® 21— 0 .
La 2-forme fermée dp; A dp2 sur T? n’est pas exacte, donc dim H3g (1) > 1. D’autre part, comme la suite est
exacte on sait que le morphisme de bord (&) est surjectif, donc dim H3 (T?) < 1. Bilan, H3z (T?) =& R.
O

n

Remarque : On peut en fait montrer que la cohomologie de de Rham du tore T™ := X S! est donnée par
i=1

Hi(T") = RU)

4.8.4 Exemple : La cohomologie de RP? et RP?

Les cohomologies de de Rham de RP? et RP? sont données par

R :k=0
0 :k>1

R :ke{0,3}

, HY (RP?) =
dan ) {0 : ailleurs

Hin (RE?) — {
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Preuve : On se rappelle que par 3.8.1, RP™ est homéomorphe a B, /(x ~ —z, 2 € dB,,) et RP' homéomorphe
a S'. On décompose RP™ en fagon similaire comme dans 4.8.3, en les parties Uy := RP™\{0} et U, := B.(0)
avec 0 < e < 1.

®)

FIGURE 41: Sur la décomposition de RP? en les parties
(non-disjoints) Uin et Up.

Comme Uj, est contractile via une contraction lisse, on sait qu’il posséde par 4.4.5 la cohomologie triviale (sauf
que HgR(Uin) =g R). De plus, Uy N Uh, est rétractable par déformation & S"~1 via une homotopie de la rétracte

lisse, donc
HY(UyNUiy) = HiR(S™™) VEkeEN |

Casn=2
Comme Uj est rétractable par déformation au bord (22 RPl) via une homotopie de la rétracte lisse, on sait que
1 ~ 1 N~ 1 o1y K51
Har(Uo) =r Hig (RP") =g Hir(S") =r R .
Par Mayer-Vietoris 4.5.1 on a la suite exacte

0 — HY% (RP?) — HO%: (Up) x HO% (Uin) ~2 HO% (Uo N Un)
——— —_—— —] N— e ——

R R R R

&, HIR(RP?) — Hig(Uo) x Hig (Uin) — Hig(Uo N Uin)
N—_——— N—— N— ———

R 0 R
par 4.8.1

—H2:(RP?) — 0 .

Par 4.3.5 on sait que

H}R(RP?) “2° Hom [I1, (RP?),R] *£' Hom [Z/2Z,R] = {0} .

Comme () est surjectif, (#) est trivial et donc par la formule de sommation des dimensions 4.1.3 on conclut
Hip (RP?) = {0}.

Casn=3

Comme Uj est rétractable par déformation au bord (22 ]RPQ) via une homotopie de la rétracte lisse, on sait que

Hgr(Uo) =r Hig(RP?) = {0}

HZr(Uo) == Hig(RP?) =g {0}
De facon similaire que dans le cas n = 2, on a la suite exacte

0 — Hig (RP?) — Hlg(Uo) x Hig (Uin) — Hig(Uo N Uip)
—_—— e e

0 0 0
par 4.8.1
— Hig (RP?) — Hig (Uo) X Hig (Uin) — Hig(Uo N Usy)
v T v R
par 4.8.1

— H3(RP?) — 0
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On applique la formule de sommation des dimensions 4.1.3 pour les sous-suites exactes et conclut H, CllR(RPS) =0,
H3R(RP?) = 0 et H3; (RP?) 2 R.
O

Remarques :

(i) Comme toute RP™ est compacte et connexe, par 4.8.4 et théoréme 4.6.4 on conclut que RP? n’est pas
orientable et RP? est orientable.

(ii) En fait, on peut montrer[8] que RP™ est orientable ssi n est impaire et qu’il posséde la cohomologie

R k=0

0 :1<k<n
HrRP) =0 :k=nc?2Z

R :k=n¢2Z

0 :k>n

Donc, par remarque 4.2.4(ii) RP™ n’est pas simplement connexe pour n € 2Z.

4.8.5 Definition: L’espace projective complexe

Pour n € N on définit ’espace CP™ comme le quotient de la surface de la boule unité dans C™*! sous l’action
de U(1), c’est-a-dire en identifiant deux points x,y € B1(0) C C"*! ssi x = u -y pour un u € C, |u| = 1. Pour
n = 0 on définit CPY comme un seul point. On appelle CP™ 'espace projectif complexe de dimension 2n.

Remarques
(i) L’espace CP™ est une variété lisse de dimension 2n (dimension complexe n).

(i) L’espace CP" est homéomorphe au quotient de C"*1\ {0} sous action multiplicative de C\ {0} = GL;(C).
Autrement dit, tout point z € CP" peut étre décrit par (n + 1)-uplets complexes comme

(Zla (Y] Z7L+1) S (Cn+1 \ {O}

ou on identifie les uplets se différant par un facteur A € C\ {0}.

(iii) On interpréte CP™ comme I'espace des C-droites dans C™*! passant par I'origine. Sauf I'origine, ces sont
exactement les orbites de I’action de C\ {0} sur C"*!\ {0}.

(iv) L’espace CP™ peut étre regardé comme 'union disjointe des espaces C™ et CP" !, avec C" comme intérieur
et CP" ™! comme bord de CP™. Donc, par récurrence

CP" ~ C"uC" 'y...uC'w{point} .

En utilisant les coordonnées dans remarque (iii), on trouve que C™ correspond aux points de coordonnées
(21, 2n, 1) € C*T1\ {0} et CP" ! aux points de coordonnées (21, .., z,,0) € C*+1\ {0}.

(v) En particulier, CP' ~ $2 (sphére de Riemann).

4.8.6 Exemple : La cohomologie de CP?

La cohomologie de de Rham de 'espace projectif complexe CP? est donnée par

R :ke{0,24}

Hin(CP?) = {o ke {1,3}
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Preuve : On décompose CP? en les parties Uy := int(CP?) ~ C? et U, := CP?\{(0,0,1)}. Noter que U, se
rétracte par déformation & CP! via ’homotopie de rétraction

Uy X [O, 1] — (CPl R ((21,2:2,23),75) — (2172’2,1 —t) .

Comme CP' ~ §2, par 4.4.5 on sait que U, posséde exactement la cohomologie de S2, donnée dans 4.8.1. De
méme fagon, comme U, N Uy, =~ C? \ {point} se rétracte par déformation a S3, on sait que U, N Uy, posséde la
méme cohomologie comme S, aussi donnée dans 4.8.1. D’autre part, comme Uy, est contractile, par remarque
4.4.2(iii) tous ses groupes de cohomologie de de Rham HER (Uiy), k € N, sont triviaux.

Par remarque 4.3.1(vi) on sait déja que H3y (CP?) = R. Par Mayer-Vietoris 4.5.1 on a la suite exacte

0 — Hig(CP?) — Hig(Us) X Hig(Uint) — Hig(Uo N Uint)
—— |

0 0 0
— Hig(CP?) — Hig(U,) x Hig (Une) — Hig(Uo N Utnt)
—— —_——

R 0 0
? H&O’R((CPQ) ” HgR( ) X Hd ( mt — HdR(U N Umt)
N—— —_— ——

0 0 R

— Hiz(CP?) — 0 .

On applique la formule de sommation des dimensions 4.1.3 pour les sous-suites exactes et conclut
dim Hlz (CP?) = 0 = dim H3R (CP?) ,

ainsi que

dim H23 (CP?) = R = Hj(CP?) .

4.8.7 Corollaire : Homéomorphie de la boule S*

Les variétés S, S2 x S? et CP? ne sont pas homéomorphes, méme s’ils sont de méme dimension et toutes
simplement connexes.

Preuve : Par 4.8.1,4.8.2 et 4.8.6 les variétés S*, 52 x 52 et CP? ont des cohomologies de de Rham différentes.
Par 4.4.2, la cohomologie de de Rham est une invariante de topologie, d’ou suit 'affirmation.

O
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A  Annexe

A.0.8 Lemme de Lebesgue sur espaces compactes

Soit X un espace métrique compact et (U;);e; un recouvrement. Alors il existe un ¢ > 0, appelé nombre de
Lebesgue tel que

VeeX:3diel:B(zx)CU; (A.0.8.1)

Preuve par ’absurde : Suppose que (A.0.8.1) est faux pour tout € > 0. Alors, il existe (€, )nen € (0,00)
et (zp)nen € X tels quee, L 0etVneN, i €1: B, (x,) € U;. Car X est compacte, on peut suppose que
z, =3 x pour quelque z € X.

Il existe un € > 0 et j € I tel que B.(z) C Uj. D’autre, il existe un n € N tel que ¢, < ¢/2 et z,, € Bs(z). Par

conséquence il faut
Bé‘n(xn) - Bg(ﬂ?) - Uj s

qui est une contradiction !

A.0.9 Lemme : Fonctions sur S!
Soit f : S' — R continue. Alors, il existe un s € S* tel que f(s) = f(—s). Evidemment, cette affirmation est

faux si f: S* — C car S — C.

Preuve : Suppose le contraire. Alors, la fonction ¢ : S' — R donnée par

_ () = f(=s)
o) = T = T s

est continuée avec image {£1}. Ca donne une contradiction car S est connexe!

A.0.10 Lemme sur la continuité de fonctions

Soient X,Y espaces topologiques, (U;);c;r un recouvert ouvert de X et f : X — Y telle que la restriction
f|U/v : U; = Y est continue pour tout i € . Alors, f: X — Y est continue.

Preuve : Soit V C Y ouvert, alors

_ _ _ -1
Froy=Urtwoonrtvy=UY fly )
el el
ouvert dans U;
=-ouvert dans X

est ouvert.
O
A.0.11 Lemme sur recouvrements des espaces produits
n
Soient X7, .., X, espaces topologiques et X := X X; leur espace produit. Soit (U;);e; un recouvrement ouvert

i=1
de X. Alors, il existe un recouvrement (U;);cs de X tel que :
e Tout U; est contient dans une certain U;.

— — n
e Tout U; est du type U; = X Vj; pour certains ouverts V;; C X;.
i=1
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A ANNEXE

Preuve : L’ensemble .
U::{XVZ-H/;CXZ- ouvert}
i=1

est une base de la topologie de X. Donc, pour tout x € U; C X choisit un (73“ € U tel que x € [7“ C U;. Alors

I’ensemble des ﬁm est un recouvrement de X qui satisfait les propriétés ci-dessus.
O

A.0.12 Definition: Topologie quotient

Soit ~ une relation d’équivalence sur l'espace topologique Q et 2/ ~ I'ensemble des classes d’équivalence par
rapport & ~. Alors, Papplication p :  — / ~ définie par p : w — [w] est surjective. On dit un sous-ensemble
U C Q/ ~ ouvert, ssi p~1(U) est ouvert dans Q.

Si G est un groupe qui agit sur 2, alors il munit 2 d’une relation d’équivalence ~¢, dont les classes d’équivalence
sont les orbites de G dans Q2. On note Q/G :=Q/ ~q.

A.0.13 Lemme : Caractérisation de bases des topologies

Soit & une topologie sur T et Z C € une sous-base de &. Alors, % est une base de & ssi
1. % est un recouvrement de T'.
2. Pour tout Uy,Us € %, x € Uy NUs il existe un U3 € % tel que xz € U3 C Uy N Us.

A.0.14 Lemme : Caractérisation de groupes quotients

Soit (G,o) un groupe et N < G un sous-groupe normale dans G. Alors, il existe un groupe P et morphisme
II:G — P tel que:

1. TI(N) = {0}
2. Le paire (P, 1) satisfait la propriété universelle : Si H est un groupe et f : G — H un homomorphisme
tel que f(N) = {0}, alors il existe un unique homomorphisme f : P — H tel que f = f oIl

Toute autre paire (P’,II') de groupe P’ avec homomorphisme II' : G — P’ satisfaisant les propriétés (1) et (2),
est isomorphe & P via un unique isomorphisme. La classe de groupes et homomorphismes isomorphes a (P, 1I)
est exactement le groupe quotient G/N avec la projection II : G — G/N donnée par I1: g — go N.
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B SYMBOLES & ABREVIATIONS

B Symboles & Abréviations

ssi : Si et seulement si.

R; : =10,00).

Cy : Ry +iR;.

K : Corps R ou C.

K* : Inversibles dans K, c’est-a-dire K* = K\ {0}.

P : Les nombres premiers.

B, (x) : La boule fermée de rayon r au tour du point x.

B?¢(x) : La boule ouverte de rayon r au tour du point z.

B" : La boule unité fermée dans R".

arg : Argument des nombres complexes.

C(X,Y) : Fonctions continues entre les espaces topologiques X, Y.

C.(X, E) : Fonctions continues sur l’espace topologique X dans ’espace vectoriel E avec support compact.
Cp(X, E) : Fonctions continues, bornées sur l'espace topologique X dans ’espace normé FE.

P(Q) : L'ensemble des parties de ’ensemble (2.

P(X) : o-algébre Borelienne sur l’espace topologique X.

e;; : Base standard dans K"*".

Endg (V) : Anneau des K-endomorphismes sur un K-espace vectoriel V.

ker(f) : Noyau du homomorphisme f.

E’ : Espace dual topologique d’un espace normé E.

~p, ¢+ Relation d’équivalence d’homotopie. Voir 2.2.1.

~ns ¢ Relation d’équivalence d’homotopie stricte entre chemins. Voir 2.2.3.

Aut(p) : Groupe des homéomorphismes qui préservent le revétement p. Voir 3.3.2.

co - [7]),s + Action du groupe fondamental II; (Y, yo) sur le fibre p~!(yo). Voir ??.

Sym,,(yo) : Les permutations du fibre p (o) qui commute avec la monodromie de IT; (Y, o). Voir 3.3.8.
Strr, (co) : Stabilisateur du ¢g par rapport a l’action de monodromie de II; (Y, p(co)). Voir 3.2.3(1).
Orbg(w) : Orbite d’'un élément w € Q par rapport a action d’un groupe G sur .

G x H : Produit libre des groupes G, H. Voir 3.5.1.

[f],, : Classe d’homotopie de la fonction f: X — Y. Voir remarque 2.2.1(i).

7], ¢ Classe d’homotopie stricte du chemin ~. Voir 2.2.3.

[%0],,s : Classe d’homotopie stricte des lacets strictement contractiles & x. Voir 2.2.4.

X (M) : Espace R-linéaire des champs de vecteurs sur la variété M. Voir 4.2.1.
F(M) :

QF(M) : Espace R-linéaire des k-formes sur la variété M. Voir 4.2.1.
f*w : Forme pullback de la k-forme w par la fonction f. Voir 4.2.3.

Espace R-linéaire des fonctions réelles lisses sur la variété M. Voir 4.2.1.

ady : Automorphisme intérieur associé au élément g d’un groupe.

HE. (M) : La cohomologie de de Rham pour la C*°-variété M. Voir 4.3.1.
x(M) : Caractéristique d’Euler de la C*°-variété M. Voir 4.7.1.

RP"™ : Espace projectif réel de dimension n. Voir 3.8.1.

CP" : Espace projectif complexe de dimension 2n. Voir 4.8.5.

dg(f) : Degré d’une application f : M — N entre deux variétés M, N de méme dimension. Voir 4.6.9.
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