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Exercice 01

Noter que O(2) = {Id, S} 0 SO(2).
e On utilise la représentation dans GL2(C) donnée par

D) = (S8 ) L o=y )

sinp  cosp

et voit que

DR = (57, ) = Dir-¢) -

Comme la représentation est fidéle, on a montré affirmation.
e Soit D : O(2) — GL,(C) une représentation irréductible de O(3). Comme la restriction D|SO(2) et une repré-
sentation de SO(2), on sait qu’elle est somme directe >, D™ des irréductibles D(™) : SO(2) — GL;(C),

données par ,
DM)(R(p)) := ™% | m;eZ .

Comme
D e =3\ (—p) = x(D(R(—¢))) = x [D(SR()S™)]
i=1 i=1
=X(R(p) =D _x"(p) =D e
i=1 i=1
pour tout ¢ € S, pour chaque i € {1,..,n} il existe un j € {1,..,m} tel que m; = —m;, c’est-a-dire D|so<2)

est combinaison des paires de type D™, D(=™),
En particulier, en cas que n = 1 la seule possibilité est que D|SO(2) = DO = 1. Comme S est d’ordre 2, il faut

que D(S) € {£1}. En posant D(S) := —1 ou D(S) = +1 on trouve en tous les deux cas une représentation
irréductible de O(2). Pour n = 2, une représentation irréductible de O(2) est donnée par

L 1 —-1) _ eimw 0 L 0 1
Dlgo s =DV @ D' >_( 0 e—iW> . D(S) = <1 0> ;

pour m € Z quelconque.



Exercice 02

Pour n € 5% et ¢ € S soit Ry(p) € SO(3) Popérateur de la rotation au tour de 'axe n par 'angle . On sait
que

Ry () = S(n,10')Ra(p)S(n,n') ™" (1)

pour tout S(m,n’) € SO(3) et n’ := S(n,n’)n. Soient 1,..,p3 € St trois angles n;,ny € S? deux axes
arbitraires, fixés. Considérons les axes

et la rotation
R(p1, 2, 93) := Ry (93) B, (92) Bm, (#1)
définie comme composition de rotations autour les axes mi, ms, ms. Alors

Rm3 (‘193)

(1) —
R(¢1,92,93) = R, (92)Ra, (¢3) Runr3) " Bergt@3) Bim, (1)

Rm2 (4102)

(1) _
= B, (¢1)BRn, (02) Bm, (¢1) ! Ru, (¢3) B, (¢1)
—_—

le (Sol)Rnl (903)

= Rn1 (Sﬁl)Rng (@2)Rn1 (903) .

Donc, R(p1, @2, p3) est aussi composition de rotations autour les axes ny, ns et ny. Dans le cas spécial n; = eg
et ny = ey, alors

Rey (93) Rey (92) Rey (1) = Rey (01) Re, (02) Rey (03)
avec €5 1= mg et €}, := msy.

Exercice 03

Se rappeler que d’ (1) est définie comme la représentation irréductible dans GLgj11(C) de la rotation Re, (9) € SO(3)
autour de I'axe ey par I'angle 9. Si Xo est le générateur des rotations autour de l’axe y, alors

& (0) = D(j)(Re2 (1)) = 1518 [efw)@] = exp [,WD(J’)(XQ)]

Pour j = 3 on sait que DU (Xy) = Loy, ot 0y est la 2-iéme matrice de Pauli, donnée par

0 —i
(1)

Se rappeler qu’elle est une involution, c’est-a-dire oooo = Id. Par conséquence

2 nl 2 n! — 2 n!

n=0 k=0

ISH
Nl
—~
53
~—
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SO ez (0 e

9 s
. ) 19 COS b 7Sln§
= —1092 - SINn — 4 COS — =
2 2 in ¥ )
sin 5 Cos 5



Exercice 04

La représentation D(3) de SO(3), donnée dans exercice (03) pour les rotations Re,(+), est une représentation
2-dimensionelle dans GLo(C). Notons D := D{/2) | Soit {by,bs} la base de C? donnée par

ne(1) ()

On sait que par rapport a cette base, D(Re, (1)) prend la forme

Do) = ()" ) @

Le produit D ® D est une représentation 4-diménsionelle, de SO(3) dans le groupe linéaire générale du produit
tensoriel C? ® C2. Elle agit comme

[D® D](R) (z®y) := [D(R)(z)] @ [D(R)(y)] VR €SO(3), z,y € C?
—_—————
€GL(C2RC2) eC2®C?

Par rapport a la base

{b1®b1,b1®b2+b2®b1,b2®b27b2®b1—b1®b2}
—— —

C1 C2 C3 Cq

sur C? ® C? la représentation D @ D posséde la matrice !

D11Dqy 2D11Dqo Di2Dqo 0

DaD— D11D21 D11D23 4+ D21 D12 D12Dao 0

Do1 Doy 2D91 Doy DosDoo 0

0 0 0 D11Dyy — D12Do
En particulier ‘

e 0 0 0
@l o0 1 0 o
(D & D)(Re2 (19)) - 0 0 eiﬁ 0
0 0o 0 1

On sait que D ® D est similaire a la somme D®) @ D©) . En particulier, D) est la représentation de SO(3)
agissant sur le sous-espace engendré par les ¢, ca,c3 et D(©) = 1 est la représentation triviale, agissant sur le
sous espace engendré par c4. On peut donc extraire

e 0 0
DOR,W@) ~| 0 1 0
0 0 e”

Par calcule direct, on vérifie que cela est la représentation de

costy 0 —sind
DY (Re,(M)~| 0 1 0
sind 0 cosd

par rapport aux vecteurs (propres)

1. Noter que (D ® D)(b; ® b;) = Zk,l Dy Dyjbj, @ by. Donc par exemple

(D® D)(c3) = (D ® D)(b1 ® bz2) — (D ® D)(b2 ® b1)
= D(b1) ® D(b2) — D(b2) ® D(b1) = (..) = (D11D22 — D12D21)cs .



