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Exercice 01
(a) Car ¢ = 1 = 02, par la définition de Dj, il suffit & montrer que (co,)? = 1. Cela est facile a voir
géométriquement.

(b) On considére l'action du groupe C3, sur 'espace R? via transformations unitaires. On pose I'axe x3 le long
OD, l'axe x1 le long OA et 'axe o comme x5 := x3 X x1. Par définition

1 0 o0 cos%’r fsin%” 0 f% 7@ 0
D(Uq)) — 8 _01 (1) B D(C) = sin 2?7.( cos 2?7‘. 0 = § 7% 0
0 0 1 0 1
De cela on déduire les autres éléments
5 F o
2\ _
D(c”) = —@ —% 0 , D(oye) = —? % 0
0 0 1 0 0 1
SN
1 0 0
Do,c®)= | 1 of , DAQ)=(0 1 0
0 0 1
0 0 1

(c) On va montrer qu'’il peut existe un moment dipolaire électrique permanent P. Si P existerait, il serait un
vecteur polaire et donc pour toute transformation g € O(3) du solide il faudrait qu’il se transforme comme

P — g(P). Si de plus g € Cs, il faudrait que P est invariant sous g, donc g(P) Z P En voyant que l’axe
OD est un vecteur propre des générateurs c et o, donc préservé par toute Cs,,, on trouve que P ~ OD est
vraiment une possibilité valide. En fait, expérimentes montrent qu’il comprit 1.42 D.

(d) Supposons que le cristal posséde un moment magnétique dipolaire g # 0. Alors, comme p est axial, il
change sous toute transformation unitaire U comme p +— det(U) - Up. D’autre part, tout g € Cs,, préserve
w, c’est-a~dire det(U) - Up = p. En particulier, D(o,)u = —p et D(c)p = p. Mais le seule vecteur propre
de D(c) a la valeur propre +1 est le long OD. Par contraire, D(o,) préserve OD, une contradiction !



Proposition 01

Soit G une groupe qui agit sur R? via transformations unitaires. Supposons que G contient une rotation non-
triviale R autour le vecteur rg et une réflexion ¢ dans une plan contenant ry. Si G est une sous-groupe de la
groupe de symétrie d’un cristal, alors le cristal ne posséde pas un moment magnétique dipolaire.

Preuve : Supposons que le cristal posséde un moment magnétique dipolaire g # 0. Alors, comme @ est axial,
il se transforme sous G comme p % det(g) - gu. Par supposition, p est préservé par G, donc det(g) - g = p
pour tous g € G. En particulier Ry = p et o = —p. Mais le seule vecteur propre de R est le long ry. Comme
org = ro cela donne une contradiction !

O

Exercice 02

On note que o commute avec tout g € D3 ssi il commute avec ses générateurs c et o,. De

011 —012 013 . 011 012 013
_1 !

—091 022 —023 | =D(0y)0D(0y)T =0 =|021 022 023

031 —032 033 031 032 033

on déduit la forme
o1 0 o3

g = 0 g922 0
o311 0 o33

(011 +3022)  V3(022 —011)  —2013

V3(0as —o11)  (Bon+02) 2V3013 | = D(e)oD(e) ' = o

W] =

—2031 2v/3031 4033

on déduit o995 = 011 et 013 = 0 = o031. Donc, le tenseur de conductivité plus général compatible avec les
transformations de symétrie D3 est de la forme

J11 0 0
g = 0 011 0
0 0 033

Exercice 03

On utilise des cordonnées polaires pour m; et coordonnées polaires transposes pour msy. Soient 91,95 les angle
entre les deux segments filiformes par rapport & I’axe z. Les positions des deux masses sont données par

z1 =lcos¥y, r1 =lsindy

29 = 21 + lcos¥y = l(cos ¥y + costa), o = x1 + Isindy = I(sin®y + sinsy)



FIGURE 1: Sur exercice 03 : Double pendule.

Le Lagrangien et donné par

EszU:@«(d?%+éf)+m -(i§+2§)+m1gzl+m2g22

2
2 2

2. . 2 . . 2 . . 2
= m;l . (19% cos2 9y + 19125in2 191) + m;l . |:<191 cos ¥y + U5 cos 192) + (191 sin ¥y + Yo Sinﬂg) :|

+1g - [(m1 + my) cos ¥y + my cos D]

2 .2 2 . . . .
— m112 95 + m;l . (19% + 19% + 29192 cos(V1 — 192)> +1g - [(m1 + m2) cos ¥y + ma cos Vs]
Par cela, on obtient les équations du mouvement
= ;lt;fl — 887951 =12 [(m1 + mz)??l + maUs cos(tq — ¥s) + mgﬁg sin(¥; — 192)} + lg(my 4+ m2) sin v,
- ;lt(‘i,i B 66752 = mal”- {192 + 1 cos(y — ¥2) — VT sin(dy — 92) | + lgma sinds

On considére des petites oscillations et néglige les termes d’ordre plus grand que 1 en 91,15, c’est-a-dire on

considére
sindy & 91, siny ~ ¥y, cos(V — o) ~ 1, V93 sin(d) — o) ~ 0

Alors, les équations de mouvement se simplifient a

l2 . [(ml +m2)1§1 + m21§2} + lg(m1 + mz)’ﬂl =0 = ’1.9.1 = —% ~’l91 —

m2l2 (191 +’l92) +lgm2192 =0 = 1'9'2 == —% . ’192 —1'9'1

- mi+m m - mi+m
N 191:_9(11712).1914_%.192’ ?92:~Q(Z1T12>.(191_?92)

7. 791 _ iwt | Al _ iwt g
19.(192)6 <A2>6 A

pour une fréquence w. Par les équations de mouvement on trouve donc

A |w? — glma +ms) + Ay - gz _
Ilmq Imy

On demande

Ay glmtma) [w2 _ gl ma) +m2)] —0

Ilmy Imy



c’est-a-dire

2 _ g(mitma) gma
w2 —

lma Imy A

1

A =0
g(mi+ma) 2 g(mit+ms) 2
w2 —
lmq Imy
C

Cela est un probléme de valeurs propres en w, qui se résolve a

wi,2 = \/lmgl : [(m1 + mz) + m2(m1 + m2)] )

avec les vecteurs propres

Exercice 04

Considérons le potentiel central et le groupe SO(3), sous le quel le Hamiltonien correspondant H est invariant.
Selon [1], les représentations irréductibles D) de SO(3) sont caractérisés par leur dimensionalité (2 + 1), ou
l € Ny. Leur caractéres sont donnés par

sin [(l + %) 19}

M) () —
X() sin(9/2)

VER (1)

ot 9 correspond & I’angle de rotation d’un élément donné dans SO(3). Toute D) correspond au (agit sur le)
sous-espace propre de H de nombre quantique orbital I € Ny, de dégénérescence (21 + 1).

Soit V' une perturbation du potentiel, de groupe de symétrie G < SO(3). La représentation DO induit (par

restriction) la représentation Dg), qui ne doit pas impérativement étre irréductible. Si Dg) =@, D) et une

décomposition de Dg) aux irréductibles D(;) (pas forcement deux & deux inégales), chaque D; correspond &

un sous-espace Dg) -invariant et en particulier un sous-espace propre du Hamiltonien H + V.

(a) Considérons une perturbation V' du groupe de symétrie G := Dg < SO(3), engendré par la rotation ¢
d’ordre 6 autour de x3 et la rotation b d’ordre 7 autour de ;. On se rappelle aux classes de conjugaison de
Dg, donnés par

{1}, {c,cs} , {c2,c4} , {CS} , {b,bc2,bc4}, {bc,ch,bcE’} .
S~~~ N—— N—_—— ——
E Cs c? g b cl
rotation par F | Lo par 2% rotation par m rotation par ™ rotation par w

(vois exercice 4.5). Par exercice 4.5, les représentations irréductibles de Dg sont caractérisées par les carac-

téres
Dg | E 2Cq 2062 C’63 3Cy 3C4
Aq 1 1 1 1 1 1
Ay 1 1 1 1 -1 -1
By 1 -1 1 -1 1 -1
B 1 -1 1 -1 -1 1
FEy 2 1 -1 -2 0 0
Es 2 -1 -1 2 0 0

TABLE 1: Caractéres des irreductibles de Dg.



De (2) et (3) on trouve pour les états | = 1 et [ = 2 les caractéres des restrictions Dg)

Xa! (B, Cs,C2,C3,Co,C) = (X(l)(0)7 XM (2), xM (&), XD (x), xP (7)), xP (W))
= (372707_15_17_1)

X(GQ) (E706a0370637027cé) = (5717_17 1u 171)

Comme
Xg) = XA, T XE1 Xg) =Xa t XE: T XBE>
on conclut que :
— Le niveau [ = 1 se sépare a deux niveaux, 1-fois et 2-fois dégénéré respectivement.

— Le niveau [ = 2 se sépare a trois niveaux, 1-fois, 2-fois et 2-fois dégénéré respectivement.

(b) Considérons une perturbation V de groupe de symétrie G := D3 < SO(3), engendré par la rotation ¢ d’ordre
3 autour de x3 et la rotation b d’ordre 7 autour de x;. On se rappelle aux classes de conjugaison de D3,

donnés par
{1}, {0702} , {b7 be, ch} )
¥ > ;
3 2

rotation par 27" rotation par

Les représentations irréductibles de D3 sont caractérisées par les caractéres

Ds |E C3 (s
A1 1 1

TABLE 2: Caractéres des irreductibles de Ds.

R . . N s l
De méme comme ci-dessus, on trouve pour les états [ = 1 et [ = 2 les caractéres des restrictions D(G)

X(Cy}) (E7037C2) - (3707 _1) - XA2 + XEI
X2 (B, C5,Cy) = (5,~1,1) = xa, + 22Xz

On conclut :
— Le niveau [ = 1 se sépare a deux niveaux, 1-fois et 2-fois dégénéré respectivement.
— Le niveau [ = 2 se sépare a trois niveaux, 1-fois, 2-fois et 2-fois dégénéré respectivement.
(¢c) Comme tous les représentations irréductibles de C3 sont un-dimensionels, il n’existe pas de sous-espaces
invariants de C3 de dimension plus haut. En particulier, toute dégénérescence est annulée.
Plus detaillé : Les classes de conjugaison de G := C5 < SO(3) sont donnés par

{1}, {c}, {*}

Les représentations irréductibles (sur le corps R) de C5 sont caractérisées par les caractéres

Cs ‘ 1 c
A |1 1 1
F |1 w  w?
By |1 w? w

TABLE 3: Caractéres des irreductibles de Cs.

avec w = €2™/3_ On trouve pour Dg), [l = 1,2 les caracteéres

1
X(G}) (1,c,c2) =(3,0,0) = xa, + XE, + XE,

X(GQ) (1707 C2> = (5’ _1’ _1) = XA + 2XE1 + 2XE2

1. Noter que w + w? = —1.



On conclut que :
— Le niveau [ = 1 se sépare a trois niveaux pas dégénérés.
— Le niveau [ = 2 se sépare a cinq niveaux pas dégénérés.

Quelques remarques sur représentations de O(3)

Considérons le potentiel central et le groupe SO(3), sous le quel le Hamiltonien correspondant H est invariant.
Selon [1], les représentations irréductibles D de SO(3) sont caractérisés par leur dimensionalité (21 4 1), ou
l € Ny. Pour rotations au tour de I’axe x3 par 'angle 9, ils sont données par

efilﬁ
e—i(l—1)0
D(l)(ﬁ) =

eil19

Leur caractéres sont donnés par

sin [(l + %) 19}

() = sn(wj2) ' VR 2)

ot ¥ correspond & I’angle de rotation d’un élément donné dans SO(3). Toute D) correspond au (agit sur le)
sous-espace propre de H de nombre quantique orbital I € Ny, de dégénérescence (21 + 1).

On se rappelle que le groupe de symétrie d’un potentiel central est
0O(3) =C2 x SO(3)

ou Cy = {1, 0} est le groupe engendré par l'inversion par 'origine. Chaque représentation DO de SO(3) engendre
deux représentations DUE) de O(3), possédant les valeurs

D) (¢R) = DU(R) = DU (R) = =D (0R) (3)

ou R € SO(3).

Soit V' une perturbation du potentiel, de groupe de symétrie G < O(3). Les représentations DU%) induisent

), qui ne doivent pas impérativement étre irréductibles. Note que

tout sous-espace V C RE@HD ost invariant a Dgﬂ ssi il est invariant a Dg_). On peut donc se restreinte a la

(par restriction) les deux représentations Dgi

représentation Dg+). Si DgH = P, D(;) et une décomposition de DgH aux irréductibles D(;) (pas forcement

deux & deux inégales), chaque D;) correspond & un sous-espace Défr) -invariant et en particulier un sous-espace

propre du Hamiltonien H + V.
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