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Exercice 01

Par feuillet 01, exercice 01, le table de Cayley du groupe diédral D3 = gp{b,c} ott b*> = ¢ = (bc)? = 1 est le
suivent :

e c b be  bc?

e e 2 b be  bc?
c c c? e bc? b be
c? c? e c be  bc? b
b b be  bc? e c c?
be be  bc? b c? e c
b bc? b be c c? e

TABLE 1: Table de Caley du Ds.

On cherche un homomorphisme D : D3 — GL3(R) tel que D(g) correspond a l'action de g dans R2. Pour c¢a,
il suffit & trouver les valeurs D(b) et D(c), car les b, c engendrent D3. On sait que b agit sur R? comme une
réflexion par rapport 4 ’axe z. De méme, on sait que ¢ agit sur R? comme rotation au tour l’origine par I'angle
27/3. Donc D(b) et D(c) possédent les représentations

1 0 CcOoS %’T — sin %“ f% @
o =(; ) - o= -
sin %ﬂ cos %’“ @ _%
De cela on déduire les autres éléments
_1 V3 S V]
) 2 2 2 2
D(c) = , D(be) =
_Vv3 _1 _V3 1
2 2 2 2
_1 V3
)
Dbe?) = o= (g 1)
V3 o1
2 2



d’out on déduit

1 11,11 , 11, 11 1 _ dudn
|D3| > Dulg)- Dulg ):6 [ 1435 +33+53+32+1 1] =3 dim D
g€Ds
D1, (9)
1 1\/§ \/§ \/§ \/g 611512
szn R R S RERURLE ™
g€ED3

Exercice 02

(a) 11 faut montrer que D* : g — D*(g) est un homomorphisme. Mais vraiment, pour g1, g2 € G on trouve
D*(g192) = [D(91)D(g2)]" = D*(91)D*(g2) -
(b) Car D est irréductible et
DCC* =CD*C* = (C*DC)* = (C*CD*)* =CC*D
par lemme de Schur on déduit que CC* = AId pour un A € C\ {0}.
(¢c) De D* = C~1DC il suit que CD* = DC et D~'C = C(D*)~!. Donc
ccip =c(pic)t =c(p-'c) = c[cp*) " = cp*ct = pcct

et par Schur CCT = ;1 1d pour un p € C\ {0}.
(d) Car CCT = pl1d et donc CCT = (CCT)T = p*1d, on déduit que p € R\ {0}. Pose v := 1/4/|u|, alors
C = vC satisfait aussi D* = C~1DC. De plus

cct = ﬁld =sgn(p)-Id € {£1d}

On suppose donc CCT € {4 1d}. En particulier, C = +C~'f. Car CC* = \1d on sait C' = A\(C*)~! et donc

CT
2*

c=+CcM =t =+

D’autre part, si A € GL,,(C) est tel que A = AT pour un o € C\ {0}, on sait que A = ATT = AT = %A
et donc a € {£1}. On conclut
C==+c? |

c’est-a-dire C' est symétrique ou antisymétrique.



Exercice 03
Car D) est irréductible, par lemme de Shur il suffit & montrer que
v % v -1 v
D™ (go)- By, - (D" (90)) " = BY Vgo €@ (1)
Mais vraiment

v 7 v -1 v v v - v -
DW(g)BL(DM(g))" = > D™ (g9)D" (9)D(g5") = > D¥(g0gg5")
geK; geK;

et car automorphisme intérieur associé & gy € G préserve les classes de conjugaison, on en déduit eq. (1). En
prenant la trace de BY on trouve

AY - n, = trace(BY) Z trace [D(” )] “Xi
N——

9geK;
const. dans K;

ou g; := |K;|, donc

A oon,

9i

s
I

Par la normalité des caractéres on sait que

v v 1/* (2) 1 v|2 2 ‘)‘V
- 5 = iX i ’L )‘ l/ =
1= el Zg Il Z ‘ |G| Z

et donc

Exercice 04

On considére la décomposition

D= Z a, D™

de D en représentations irréductibles. Alors

> gilxil’ =Yg xix; = Zgz Zauxl Za# () Zayau Zgzxz ()" = |G| - Za
7 7

G5

Si D était irréductible, alors D = Do) pour une seule irréductible D) et donc
2 2
Z aM = auo =1
n

Si inversement Y “ ai =1, alors a, = 0 pour qu'un irréductible jo. Donc D est lui méme cet irréductible. [



Exercice 05

On se rappelle que les classes de conjugaison de Dg sont

{1}, {03}, {02,04}, {0,05}, {b,bCQ,bC4}, {bc,bcs,bc5}
~N e Y——

E c3 cz Cs C2 Cy

Car les b, ¢ engendre Dg, le groupe quotient Dg/N avec N := {1, 03} est donné par
Dg/N = { {1,03}, {c,c4}, {02,05}, {b, bc3}, {bc7 bc4}7 {ch,bc5}}
—— —— —— Y — — — —
IN=c3N cN=c*N c2N=c®N bN=bc3N bcN=bc*N bc2N=bc5 N

et est engendré par les classes ¢cN et bN. En fait, ils satisfont (cN)3 = (bN)? = (bNcN)? = 1, c’est-a-dire

I'association
®: (IN,eN,bN) — (1,¢,b)
—_——

——
€(Dg/N)3 €(D3)?
est un isomorphisme entre Dg/N et Ds.
On sait que la représentation D3 posséde les représentations irréductibles Dy, : D3 — O(2) (ex0.01), D, : D3 — {1}
(triviale) et Dy : D3 — C donnée par
Ds(c)=1 , Dgb)=-1 .
Leurs caractéres sont donnés par
X0 : (1,b, c,c?, be, ch) —(1,-1,1,1,-1,-1)
Xzt (1,b,¢,¢ be,bc?) — (1,1,1,1, 1,1)
Xay ° (l,b, ¢, c?,be, bc2) — (2,0,—1,-1,0,0)

SiIl : Dg — Dg/N est ’homomorphisme quotient, alors la représentation induite D"sl = Dyyo®oll : Dg — O(2)
posséde les caractéres

rel

Xy (1

) = X;:eyl( ) :waoé(lN) :wa(l) =2
) Xfce;( ):XxyOCD(CN):me(C):_l
Xy () = Xy (€°) = Xay () = —1

(
(
(
Xay (0) = X35y (b¢%) = Xy (b) = 0
(
(

rel
Xy (€

X (be) = x5y (be*) = Xay(be) =0
be®) = Xy (be®) = Xay(be®) =0

rel

Xzy
ou autrement écrit
Xoy : (E,2C6,2C3,C8,3C5,3C%) — (2,—1,-1,2,0,0)
On déduit donc que les représentations D;eyl et Fs sont équivalentes.

De méme, la représentation induite Dy o ® o Il : Dg — C posséde les caractéres
el (1,6, ¢, ¢t P b, be, be? bed bet be®) — (1,1,1,1,1,1, -1, -1, -1, -1, -1, —1)

ou autrement dit

X (E,2C6,2C5,C3,3C2,3C%) w (1,1,1,1,-1,—1)
On déduit donc que les représentations D! et A, sont équivalentes.

Evidement, la représentation induite D, o ® o IT: Dg — {1} est égale a A;.
O

Remarque : On a vu dans exercice (3.3), que toute représentation DE/N : G/N — GL(V) induit une
représentation D¢ := DE/Noll: G — GL(V), ouII : G — G/N est 'homomorphisme quotient. Par surjectivité
de II, DG/N est irréductible ssi la représentation induite D& est irréductible. Noter que par 'universalité du
groupe quotient G/N, ce sont exactement les représentations D : G — GL(V) satisfaisant D(N) = {1}, qui
sont induit en ce fagon. Donc, dans le cas ci-dessus, il faut que A;(N) = Aa(N) = Eo(N) = {1}.



