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Exercice 01

Soit V := { f:R3 = (C} I'espace des fonctions complexes sur R? et R, € Aut(V) I'automorphisme sur V qui
tourne tout fonction f € V autour I’axe z par angle «, ga veut dire (R, f)(x) := f(R;'x). Alors les fonctions

filx) = —L(coscp +isingp) - sind

V2

fa(x) = rcos¥
fa(x) = %(cosap — isin ) sin

(dans les coordonnées sphériques, ¥ : colatitude) sont transformé comme

(Ra ’ )(X) —_ ——F= C()S(QO - a) + 1 Sln((p - O[) - S1n 19
f
[C()S SOC()S()[ + Sl]lsﬁsl]l()& + ZSH[()O(()S(Y — 7 COS (pSlIl«)z + S1n 19

= fi(x) - [cosa —isina] = fi(x)-e

[cos ¢ cos a + sin p sina — i sin p cos a + i cos psina] - sin ¥

r
(Raf3)(x) = 7

= f3(x) - (cosa +isina) = f3(x) - e™
Donc, le sous-espace vectoriel span{ f1, fo, f3} C V est R,-invariant et R, posséde par rapport de cette base la
représentation

0
Ro=| 0 1 0
0 0 €°

Evidement, cette représentation du groupe {R, : o € R} est entiérement réductible. Elle admit le caractére

{trace(Rq) : @ € R} = {2cosa:a € R} =[-2,2]



Par ailleurs, les fonctions g1 := z, g2 := y, g3 := z sont combinaisons linéaires des f1, f2, f3 et linéairement
. 3 3 .
indépendants, donc span{g;};_, = span{f;};_,. En particulier, on a

(Rag1)(x) = rcos(p —a)sing = r[cos pcosa + singsinal - sind = f1(x) - cosa + fa(x) - sina
(Rag2)(x) =r[sinpcosa — cospsina] - sind = fa(x) - cosa — f1(x) - sina

(Rag3)(x) = g3(x)

et donc par rapport de cette base, le groupe {R,} a le représentation

cosae —sina 0
R, = |sina cosa 0
0 0 1

et bien sir le méme caractére
{2cosa: v € R} = [-2,2]
Exercice 02

Parce que

o= (0 L) oer= (T ) per= () = e

cette définition génére vraiment une représentation de C5. Suppose que D est réductible sur R, c.a.d. il existe
un sous-espace vectoriel propre {0} # V C R? tel que D(c)(V) C V, c.a.d. D(c) a un vecteur propre non-trivial.
Mais en fait D(c) n’a pas des valeurs propres réelles, car

det(A—D(c)) =X2+A+1>0 YAER ,

donc D est irréductible.

Exercice 03

L’application
Q:G—-G/N , g—gN

est comme sait un homomorphisme des groupes. Par définition, la représentation D/N : G/N — GL(V)
de groupe G/N est un homomorphisme. Donc, la composition D := DN o0 Q : G — GL(V) est aussi un
homomorphisme.

Exercice 04
Remarque 01
Soit V un K-espace vectoriel et aq, .., a, € V linéairement indépendant et by, .., b,, € V tels que aq, .., ap, b1, .., b

sont linéairement dépendant et engendrent V. Alors il existe un jo € {1, .., m} tel que aq, .., an, b1, .., bjo—1,bjg+15 --» bm
engendre encore V.

Preuve : Ils existent Ay, .., A\, pt1, .., tm € K tels que

i)\iai + i“ﬁbﬂ' =0
i=1 j=1



et pas tous A;, pt; sont nul. Car les aq, .., a, sont linéairement indépendant, il faut que au moins un p;, # 0. Le
vecteur correspondant b;, est donc engendré par le reste, c.a.d.

n /\i m 1
bj==) “tai— ) b
i=1 Hio =1 Hio
J#jo

Donc, a1, ..,an, b1, .., 050-1,bj0+1, ., b, sont encore générateurs de V.

Remarque 02

Soit V' un K-espace vectoriel et by, .., b, € V générateurs de V. Alors pour tout b € V l’ensemble {b, b1, .., b}
est linéairement dépendant.

Preuve : Ils existent A1, .., A\, € K tels que b= 377", A;jb;. Donc

> A+ (=1)-b=0 .
j=1

Remarque 03

Soit V' un K-espace vectoriel, ay, ..,a, € V linéairement indépendant et by, ..,b,, € V générateurs de V. Alors
n <m.

Preuve : Par remarque 02 lensemble {ay,by,..,b,} est un générateur de V linéairement dépendant. Par
remarque 01 on peut supprimer un des by, .., b, et obtenir un générateur de V, du type a1, b1, .., byy—1 (peut-étre
aprés réordonner les b;). De méme, on peut replacer un a un les b; par les a; et toujours avoir un générateur
de V. Sin > m, alors {ai,..,am,} est un générateur de V, donc par remarque 02, les {ay, .., &m, @m41} sont
linéairement indépendants. Ca c’est une contradiction !

O

Conclusion

Siay,..,a, €V et by,...,b,, € V sont bases de 'espace vectoriel V', c.a.d. ils engendrent V' et sont systémes
linéairement indépendants, par remarque 03 il faut n = m.

O

Exercice 05

Considérons le groupe affine orthogonal spécial
Aff(n,K) := {F : K" —» K", F(z) = Az + ¢ | A € SO(n,K), c € K"}
par rapport & la composition. Noter que pour deux F(-) = A(:) +¢, F'(-)=A'(")+ € Gon a
(FoF')(:) = (AA") (") + A + ¢ € Aff(n,K)

~——

€S0(n)
et F71(\) = A71(-) — A~lc € Aff(n,K), donc Aff(n,K) est vraiment un groupe. D’autre part, considérons le
sous-group du GL(n 4 1,K) définie par

Afi(n, K) = {M _ <‘§ i) ' AeSOm,K), ce K}



Vraiment, Xﬁ(n,K) est un groupe car pour M, M’ € A‘Ff(mK) on a

AA Ad +c

’_
MM_(O )

> € Aff(n,K)

-1 -1 _
M= (AO Al C> € Aff(n,K) .

Par les précédentes, c’est évident que la bijection

Aff(n,K) — Aff(n,K) , [A(-)+ ] — (61 i)

est un isomorphisme des groupes. Autrement dit, c’est une représentation de Aff(n, K). En plus, on a d’une part

(A() +o)(x) = Ax +c
——

Aff(n,K)
pour quelqu’un x € K™ et d’autre part
A ¢ x\ [ Ax+c
0 1 1) 1
—— ——

€Aff(n,K) EKmH!

Le susdite signifie une correspondance entre les actions des groupes Aff(n,K) et Aff (n,K). Noter que le sous-

espace vectoriel
X::{( ’1‘ ) |x€K"}§K”+1

est Aff(n, K)-invariant.



