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Aufgabe 01

Bedingungen: Der Index ¢ durchlaufe die Werte 1, 2, 3, die Indizes j, k die Werte 1, 2. Tauchen letztere gemeinsam auf so
sind diese verschieden zu deuten.

Sei L; die Fadenlinge zwischen m; und mo, und Ly die Linge des anderen Fadens. Der Ursprung z = 0 liege im Mittelpunkt
der oberen Rolle, und €, sei nach unten gerichtet. Es gelten folgende Nebenbedingungen:

x; = const, y; = const, z1 + 29+ 223 =2Lg+ L1 =: L

Aufgrund der Nebenbedingungen gilt
P+ Ao+ 283 =0, B+ F0 4+ 255 =0 (1)

Auf jeden Massenpunkt m; wirkt die Schwerkraft Fg, = mge’,, mit dem Potential U(z) = —mgz. Seien z;, die Anfangsposi-
tionen der Massenpunkte und v;, deren Anfangsgeschwindigkeiten.

Lagrange 11

Wir wahlen als generalisierte Koordinaten die Positionen z; und zs. Die kinetische bzw. potentielle Energie T' bzw. U der
Massenpunkte ist gegeben durch
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Die Lagrange Funktion bzw. Gleichungen ergeben sich als
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Hamilton

Generalisierten Impulse

oL ms(Z1 + 22) . Amypj + ms(p; — pr)
—_— = Zs

4 25 0%t 4 T dmyma + ma(my + mo)

(p1 — p2)? - ms3 - (mamy + mgma + 8mims) 4+ 4mips(4ma + ms) + 4m3pi(4my 4+ ms) + 8mymamsapipa

L= —U(z,2
- 2(4m1m2 + m3(m1 + mg))2 ( ! 2)
Die Hamilton Funktion bzw. kanonische Gleichungen sehen wie folgt aus
H=iipy+zp—L=T+U
_ 4mips(4ma + m3) + 4mipi(dmy + m3) + m3(p1 — pa)*(ma + ma) + 8mamams(pi + p3 — pipa) U )
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L _O” _ 8mip;(4m; +mg3) +2m3(p; — pi)(my + ma) + 8mimams(2p; — pr)
J Op; 2(4mima + mz(my + ma))?

Lagrange 1

Aufgrund der Nebenbedingung
f(z1,20,23) =21+ 20+ 223 —L=0

machen wir den Ansatz

A 1=1,2
8 )
m;Z; — Fg, = miZ —mg = X\~ (9f =
Z 20 :1=3
Eingesetzt in Gl. [I] ergibt
N\ = —4gmimams
mims + mams + 4mims
5= Amyg(m;j —m3) + (m1 4+ mo)msg
! ma(my + mg) + dmimes
o]
B — mBQ(ml + m2) —dgmimeo
3=

ms(my + ma) + dmims

Aufintegriert ergibt




Aufgabe 02

Bedingungen
2
Sei x, = z.(t) = ay die Position der unteren Kante der schiefen Ebene im Zeitpunkt ¢. Sei 7 := zo€y + yo€y + 20€> = 7(0)

die Anfangsposition des Massenpunktes, und @ := vy, € + Uy, €y + V2 €= := 7(0) seine Anfangsgeschwindigkeit. Auf den
Massenpunkt wirkt die Erdanziehung F = —mge,. Die auf den MP gestellte Nebenbedingung lautet

, . at® .
fi=zcosa— (r —x.)sina = zcosa — xsina + — sina = 0

woraus folgt
Zcosa—asina+atsina =0 A Zcosa—2sina+asina=0 (2)

Lagrange 11

Wir wihlen als generalisierte Koordinaten den Abstand s = /(2 — z.)? 4+ 22 von der unteren Kante und die Koordinate v,
also

T =22+ Scosqa, z=ssina — & =at+ Sscosa A Z=ssina
Die kinetische bzw. potentielle Energie des MP sind gegeben durch

T_ m(i? + 92 + %) m(a*t? + $* + §* 4 2at$ cos a)
- 2 B 2

, U=mgz =mgssina
und die Lagrange Funktion bzw. Gleichungen

m(a?t? 4+ §% + §? + 2ats cos a — 2gs sin @)
2

L=T-U=

i%—%—i(m(é—i—atcosa))—&— msina = ms + macosa+ gmsina =0
dt 95 0s dt g B g B

.. . . t? 9 5 LUz, + 20Uz,
— §= —gsina—acosa — s:—(951na+acosa)~E—i-vs()t—i-so, So =/ xy t 25, Vg i = ——————
50

doc_oc_d
dt 9y 9y dt

(my) =0 — §=0 — y=uwy,t+yo
Hamilton

Wir definieren

oL Ps

ps = — =m(§+atcosa) — §==— —atcosa
0$ m

p —%=my — =

Y oy m



woraus sich die Hamilton Funktion bzw. kanonischen Gleichungen ergeben

H = ipe+ip 7£7P§+pgima2tzsin2a
= $p, Y =

— alps cos a + mgssin a

2m 2
._OH _ ps . OH : .
§= = — —atcosqa, ps=——F— =—mgsina — ps = —mgtsinw + vg,m
dps m Js
2
— §= —gtsina+ vs, —atcosa — s:—(gsina+acosa)-5+v50t+so
. OH p, . 87-{_0_)@:

y_aT?y_E’ py:_@—

Lagrange 1

Aufgrund der Nebenbedingung machen wir den Ansatz
mv%— ﬁg = )\6 : f

und erhalten

T —sin«
m- Y =X 0
Z+g cos o
woraus wir sofort sehen konnen
Y= vyot + Yo

Durch einsetzen in die Nebenbedingung kommt man ferner auf

A=m(gcosa — asina)

2
# = (asina — gcosa)sina — x = (asin®a — gcosasina) - 5 + Vgt + X0

2
3= —gsin®a —asinacosa — z = —(gsin2a+asinacosa) c— F v, t+ 20
2 0

Die Zwangskraft F* ergibt sich aus

F* =mr — Fg =m(asin® a — gcosasina) - €, + m(gcos? o — asinacosa) - €,

Aufgabe 03
Bedingungen: Auf den Massenpunkt wirkt die Gravitation Fg = —mgéy, und es gilt folgende Bedingung:
7= 2€y + Y€, = a(¥ —sind) - €, + a(1l + cos ) - €, ¥ € [0, 27]

also ) o )
7=a(V—1Jcos?) €, —avsind - €,

Sei ferner 9y := 9(t = 0) und vy, := V(t = 0).



Lagrange 1
Wir wihlen als einzige generalisierte Koordinate den Parameter ¢. Die kinetische und potentielle Energie sind gegeben durch
2
T= @ = ma?9*(1 — cos )
U = mgy = mga(l + cos )
Die Lagrange Funktion bzw. Gleichungen ergeben sich als

L=T-U=ma*P(1 — cos?) — mga(l + cos )

%g—g - % = % (2ma219(1 — cos 19)) — ma(ad? + g)sing = ma (aﬂ2 sind 4 2a19(1 — cos ) — gsinﬂ) =0

gsin¥ — a¥? sin ¥

1:9. p—
- 2a(1 — cos )
Hamilton
Wir definieren
oL . : 2
= 22 = 2ma2d(1 — cos SR E—
Do Y ma (1 — cos) — Sma2(1 —cos )
und schreiben
2
Py

- 4dma?(1 — cos¥)

Da es sich um skleronome Bedingungen handelt, ergeben sich die Hamilton Funktion bzw. kanonischen Gleichungen wie folgt

2
Dy
=T+U0=——7%>—"— 1 0,
T + 4ma?(1 — cos V) +mga(l + cos V)
2
pﬂ:_iaH =_ Py sin ¥ — mgasin g

o 4ma?(1 — cos 9)?

M
Ops  2ma?(1 — cos®)

Loésung des Problems

Da es sich um skleronome Bedingungen handelt gilt Energieerhaltung. Sei F die gesamte Energie des Systems, so gilt

E — mga(1l + cos )
ma?(1 — cos9)

E=T+U =ma*)*(1 — cos¥) + mga(1 + cos ) = const — 19:\/

ma?(1 — cos¥)
- /190\/E mga(l + cos ) di = /dt t

Bemerkung: E = ma®vj (1 — cos ) + mga(l + cos dy)



