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Aufgabe 01

Bedingungen: Der Index i durchlaufe die Werte 1, 2, 3, die Indizes j, k die Werte 1, 2. Tauchen letztere gemeinsam auf so
sind diese verschieden zu deuten.
Sei L1 die Fadenlänge zwischen m1 und m2, und L0 die Länge des anderen Fadens. Der Ursprung z = 0 liege im Mittelpunkt
der oberen Rolle, und ~ez sei nach unten gerichtet. Es gelten folgende Nebenbedingungen:

xi = const, yi = const, z1 + z2 + 2z3 = 2L0 + L1 =: L

Aufgrund der Nebenbedingungen gilt
ż1 + ż2 + 2ż3 = 0, z̈1 + z̈2 + 2z̈3 = 0 (1)

Auf jeden Massenpunkt mi wirkt die Schwerkraft FGi = mg~ez, mit dem Potential U(z) = −mgz. Seien zi0 die Anfangsposi-
tionen der Massenpunkte und vi0 deren Anfangsgeschwindigkeiten.

Lagrange II

Wir wählen als generalisierte Koordinaten die Positionen z1 und z2. Die kinetische bzw. potentielle Energie T bzw. U der
Massenpunkte ist gegeben durch
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Die Lagrange Funktion bzw. Gleichungen ergeben sich als
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2
2

2
+

m3(ż1 + ż2)2

8
+ gz1 ·

(
m1 −

m3

2

)
+ gz2 ·

(
m2 −

m3

2

)
+

m3gL

2

d

dt

∂L
∂żj
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Hamilton

Generalisierten Impulse
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Die Hamilton Funktion bzw. kanonische Gleichungen sehen wie folgt aus

H = ż1p1 + ż2p2 − L = T + U

=
4m2

1p
2
2(4m2 + m3) + 4m2

2p
2
1(4m1 + m3) + m2

3(p1 − p2)2(m1 + m2) + 8m1m2m3(p2
1 + p2

2 − p1p2)
2(4m1m2 + m3(m1 + m2))2

+ U(z1, z2)
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Lagrange I

Aufgrund der Nebenbedingung
f(z1, z2, z3) = z1 + z2 + 2z3 − L ≡ 0

machen wir den Ansatz

miz̈i − FGi = miz̈ −mig = λ · ∂f

∂zi
=

 λ : i = 1, 2

2λ : i = 3

Eingesetzt in Gl. 1 ergibt
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Aufgabe 02

Bedingungen

Sei xe = xe(t) = a
t2

2
die Position der unteren Kante der schiefen Ebene im Zeitpunkt t. Sei ~r0 := x0~ex + y0~ey + z0~ez := ~r(0)

die Anfangsposition des Massenpunktes, und ~v0 := vx0~ex + vy0~ey + vz0~ez := ~̇r(0) seine Anfangsgeschwindigkeit. Auf den
Massenpunkt wirkt die Erdanziehung ~FG = −mg~ez. Die auf den MP gestellte Nebenbedingung lautet

f := z cos α− (x− xe) sinα = z cos α− x sinα +
at2

2
sinα ≡ 0

woraus folgt
ż cos α− ẋ sinα + at sinα = 0 ∧ z̈ cos α− ẍ sinα + a sinα = 0 (2)

Lagrange II

Wir wählen als generalisierte Koordinaten den Abstand s =
√

(x− xe)2 + z2 von der unteren Kante und die Koordinate y,
also

x = xe + s cos α, z = s sinα → ẋ = at + ṡ cos α ∧ ż = ṡ sinα

Die kinetische bzw. potentielle Energie des MP sind gegeben durch

T =
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)

2
=

m(a2t2 + ṡ2 + ẏ2 + 2atṡ cos α)
2

, U = mgz = mgs sinα

und die Lagrange Funktion bzw. Gleichungen

L = T − U =
m(a2t2 + ṡ2 + ẏ2 + 2atṡ cos α− 2gs sinα)

2
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→ s̈ = −g sinα− a cos α → s = − (g sinα + a cos α) · t2

2
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Hamilton

Wir definieren

ps :=
∂L
∂ṡ

= m(ṡ + at cos α) → ṡ =
ps

m
− at cos α

py :=
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∂ẏ

= mẏ → ẏ =
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m
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woraus sich die Hamilton Funktion bzw. kanonischen Gleichungen ergeben

H = ṡps + ẏpy − L =
p2

y + p2
s

2m
− ma2t2 sin2 α

2
− atps cos α + mgs sinα

ṡ =
∂H
∂ps

=
ps

m
− at cos α, ṗs = −∂H

∂s
= −mg sinα → ps = −mgt sinα + vs0m

→ ṡ = −gt sinα + vs0 − at cos α → s = −(g sinα + a cos α) · t2

2
+ vs0t + s0
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∂H
∂py

=
py

m
, ṗy = −∂H

∂y
= 0 → ÿ = 0

Lagrange I

Aufgrund der Nebenbedingung machen wir den Ansatz

m~̈r − ~FG = λ~∇ · f

und erhalten

m ·

 ẍ
ÿ

z̈ + g

 = λ ·

 − sinα
0

cos α


woraus wir sofort sehen können

y = vy0t + y0

Durch einsetzen in die Nebenbedingung kommt man ferner auf

λ = m(g cos α− a sinα)

ẍ = (a sinα− g cos α) sinα → x = (a sin2 α− g cos α sinα) · t2

2
+ vx0t + x0

z̈ = −g sin2 α− a sinα cos α → z = −(g sin2 α + a sinα cos α) · t2

2
+ vz0t + z0

Die Zwangskraft ~F ∗ ergibt sich aus

~F ∗ = m~̈r − ~FG = m(a sin2 α− g cos α sinα) · ~ex + m(g cos2 α− a sinα cos α) · ~ez

Aufgabe 03

Bedingungen: Auf den Massenpunkt wirkt die Gravitation ~FG = −mg~ey und es gilt folgende Bedingung:

~r = x~ex + y~ey = a(ϑ− sinϑ) · ~ex + a(1 + cos ϑ) · ~ey, ϑ ∈ [0, 2π]

also
~̇r = a(ϑ̇− ϑ̇ cos ϑ) · ~ex − aϑ̇ sinϑ · ~ey

Sei ferner ϑ0 := ϑ(t = 0) und vϑ0 := ϑ̇(t = 0).
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Lagrange I

Wir wählen als einzige generalisierte Koordinate den Parameter ϑ. Die kinetische und potentielle Energie sind gegeben durch

T =
m(~̇r)2

2
= ma2ϑ̇2(1− cos ϑ)

U = mgy = mga(1 + cos ϑ)

Die Lagrange Funktion bzw. Gleichungen ergeben sich als

L = T − U = ma2ϑ̇2(1− cos ϑ)−mga(1 + cos ϑ)

d

dt

∂L
∂ϑ̇

− ∂L
∂ϑ

=
d

dt

(
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)
−ma(aϑ̇2 + g) sinϑ = ma

(
aϑ̇2 sinϑ + 2aϑ̈(1− cos ϑ)− g sinϑ

)
= 0

→ ϑ̈ =
g sinϑ− aϑ̇2 sinϑ

2a(1− cos ϑ)

Hamilton

Wir definieren

pϑ :=
∂L
∂ϑ̇

= 2ma2ϑ̇(1− cos ϑ) → ϑ̇ =
pϑ

2ma2(1− cos ϑ)

und schreiben

T =
p2

ϑ

4ma2(1− cos ϑ)

Da es sich um skleronome Bedingungen handelt, ergeben sich die Hamilton Funktion bzw. kanonischen Gleichungen wie folgt

H = T + U =
p2

ϑ

4ma2(1− cos ϑ)
+ mga(1 + cos ϑ)

ṗϑ = −∂H
∂ϑ

= − p2
ϑ sinϑ

4ma2(1− cos ϑ)2
−mga sinϑ

ϑ̇ =
∂H
∂pϑ

=
pϑ

2ma2(1− cos ϑ)

Lösung des Problems

Da es sich um skleronome Bedingungen handelt gilt Energieerhaltung. Sei E die gesamte Energie des Systems, so gilt

E = T + U = ma2ϑ̇2(1− cos ϑ) + mga(1 + cos ϑ) = const → ϑ̇ =

√
E −mga(1 + cos ϑ)

ma2(1− cos ϑ)

→
∫ ϑ

ϑ0

√
ma2(1− cos ϑ)

E −mga(1 + cos ϑ)
dϑ =

∫ t

0

dt = t

Bemerkung: E = ma2v2
ϑ0

(1− cos ϑ0) + mga(1 + cos ϑ0)
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