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Lagrange II und Hamilton

Stilianos Louca

10. Juli 2007

Aufgabe 01

Anfangsbedingungen: Sei o.B.d.A ϕ = ω0t, v0
ρ := ρ̇(0) und ρ0 := ρ(0) → z0 := z(0) = aρ2

0. Die einzige eingeprägte
Kraft ist die Erdanziehung ~FG = −mg~ez. Aufgrund der Nebenbedingungen

z = aρ2 ∧ ϕ = ω0t

gilt
ż = 2aρρ̇ ∧ ϕ̇ = ω0

Lagrange

Wir wählen als generalisierte Koordinate den Radius ρ ∈ (−∞,∞). Die kinetische und potentielle Energie T und U sind
jeweils gegeben durch

T =
m~r2

2
=

m

2
· (ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż2) =

m

2
· (ρ̇2 + ρ2ω2

0 + 4a2ρ2ρ̇2)

U = mgz = amgρ2

Da keine anderen eingeprägten Kräfte wirken ergibt sich die Lagrange-Funktion L als

L = T − U =
m

2
· (ρ̇2 + ρ2ω2

0 + 4a2ρ2ρ̇2 − 2agρ2)

Die Lagrange- bzw. Bewegungs-Gleichung lautet dementsprechend

d

dt

∂L
∂ρ̇

− ∂L
∂ρ

= m · d

dt
(ρ̇ + 4a2ρ2ρ̇)− ∂L

∂ρ

= m(ρ̈ + 4a2ρ̈ρ2 + 8a2ρρ̇2)−m(ρω2
0 + 4a2ρρ̇2 − 2agρ) = 0

→ ρ̈ =
ρ(ω2

0 − 4a2ρ̇2 − 2ag)
1 + 4a2ρ2

Hamilton

Der generalisierte Impuls pρ ist gegeben durch

pρ =
∂L
∂ρ̇

= m · (ρ̇ + 4a2ρ2ρ̇)
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weshalb man durch Umformen auf
ρ̇ =

pρ

m(1 + 4a2ρ2)
kommt. Ferner

L =
p2

ρ

2m(1 + 4a2ρ2)
+

mρ2(ω2
0 − 2ag)
2

Die Hamilton-Funktion H bzw. die Hamilton’schen Kanonischen Gleichungen sind gegeben durch

H = ρ̇ · pρ − L =
p2

ρ

2m(1 + 4a2ρ2)
− mρ2(ω2

0 − 2ag)
2

ṗρ = −∂H
∂ρ

=
4a2p2

ρρ

m(1 + 4a2ρ2)2
+ mρ(ω2

0 − 2ag)

ρ̇ =
∂H
∂pρ

=
pρ

m(1 + 4a2ρ2)

Spezialfall : ω2
0 = 2ga

Man erhält die DGL’n

ṗρ =
4a2p2

ρρ

m(1 + 4a2ρ2)2

ρ̇ =
∂H
∂pρ

=
pρ

m(1 + 4a2ρ2)

bzw.

ρ̈ = − 4a2ρρ̇2

1 + 4a2ρ2

Lösen der Bewegungsgleichung

Durch die Substitution p(ρ) = ρ̇ kommt man auf

ρ̈ = ṗ =
dp

dρ
· ρ̇ =

dp

dρ
· p = − 4a2ρp2

1 + 4a2ρ2
→ ln

∣∣∣∣ p

p0

∣∣∣∣ = ∫ p

p0

du

u
= −

∫ ρ

ρ0

4a2u

1 + 4a2u2
du = −1

2
· ln
(

1 + 4a2ρ2

1 + 4a2ρ2
0

)

→ ρ̇ =
R√

1 + 4a2ρ2
, R := v0

ρ ·
√

1 + 4a2ρ2
0 = const →

∫ ρ

ρ0

√
1 + 4a2u2 du = R

∫ t

0

dt = Rt

Durch die Bronstein-Methode kommt man auf

Rt =
[
u

2
·
√

1 + 4a2u2 +
1
4a
· ln
(
2au +

√
1 + 4a2u2

)]ρ

ρ0

→
√

1 + 4a2ρ2
0 ·
(
t · v0

ρ +
ρ0

2

)
+

1
4a
· ln
(

2aρ0 +
√

1 + 4a2ρ2
0

)
=

ρ

2
·
√

1 + 4a2ρ2 +
1
4a
· ln
(
2aρ +

√
1 + 4a2ρ2

)

Aufgabe 02

Bedingungen: Die einzige eingeprägte Kraft ist die Erdanziehung ~FG = −mg~ez. Aus den Nebenbedingungen

z cos α− x sinα = 0 ∧ y = 0

ergibt sich
ż cos α− zα̇ sinα− ẋ sinα− xα̇ cos α = 0
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Lagrange

Wir wählen als generalisierte Koordinate den Abstand ρ vom Ursprung:

x = ρ cos α, z = ρ sinα

ẋ = ρ̇ cos α− ρα̇ sinα, ż = ρ̇ sinα + ρα̇ cos α

Die kinetische und potentielle Energien T und U sind gegeben durch

T =
m(ẋ2 + ż2)

2
=

m(ρ̇2 + ρ2α̇2)
2

U = mgz = mgρ sinα

weshalb für die Lagrange Funktion bzw. Gleichungen folgt

L = T − U =
m

2
· (ρ̇2 + ρ2α̇2 − 2gρ sinα)

d

dt

∂L
∂ρ̇

− ∂L
∂ρ

=
d

dt
(mρ̇)−m(ρα̇2 − g sinα)

→ ρ̈ = ρα̇2 − g sinα

Hamilton

Der generalisierte Impuls pρ ist gegeben durch

pρ =
∂L
∂ρ̇

= mρ̇ → ρ̇ =
pρ

m

und entsprechend eingesetzt in die Lagrange Funktion

L =
m

2
·

(
p2

ρ

m2
+ ρ2α̇2 − 2gρ sinα

)

und die Hamilton Funktion H bzw. Gleichungen

H = ρ̇ · pρ − L =
p2

ρ

2m
+

m

2
(2gρ sinα− ρ2α̇2)

ṗρ = −∂H
∂ρ

= m(ρα̇2 − g sinα) ∧ ρ̇ =
∂H
∂pρ

=
pρ

m

Spezialfall

Für α = ω0t, ω0 > 0 ergibt sich die lineare DGL

ρ̈ = ρω2
0 − g sinω0t

Mit dem Ansatz ρ = Aeλt kommt man für den homogenen Teil auf

ρh = Aeω0t + Be−ω0t, A,B ∈ R

und über den Ansatz ρp = b sinω0t für den inhomogenen Teil auf

ρp =
g

2ω2
0

· sinω0t

weshalb sich die allgemeine Lösung ergibt als
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ρ = Aeω0t + Be−ω0t +
g

2ω2
0

· sinω0t

Für die speziellen Anfangsbedingungen ρ(0) = ρ̇(0) = 0 ergibt sich dann beispielsweise

ρ =
g

4ω2
0

·
(
−eω0t + e−ω0t

)
+

g

2ω2
0

· sinω0t = −g sinhω0t

2ω2
0

+
g

2ω2
0

· sinω0t

Forderung: lim
t→∞

ρ < ∞

Wir fordern dass der Massenpunkt im Endlichen bleiben soll, also

lim
t→∞

ρ = lim Aeω0t + limBe−ω0t︸ ︷︷ ︸
0

+ lim
g

2ω2
0

· sinω0t︸ ︷︷ ︸
<∞

!
< ∞ → A = 0

→ B = ρ(0) =: ρ0 → v0
ρ := ρ̇(0) = −ρ0ω0 +

g

2ω0

Für den Spezialfall g = 0 (also keine eingeprägte Kraft) ergibt sich die allgemeine Bewegungsgleichung

ρ = Aeω0t + Be−ω0t

und unter der Forderung dass ρ im Endlichen bleiben soll

A = 0, B = ρ0, v0
ρ = −ρ0ω0 → ρ = ρ0 · e−ω0t

woraus man sieht dass lim
t→∞

ρ = 0, der Massenpunkt sich also langsam der Rotationsachse annähert!

Aufgabe 03

Bedingungen: Sei in Kugelkoordinaten (ρ, ϑ, ϕ) die Kegelfläche und somit die Nebenbedingung gegeben durch ϑ = const.
Sei o.B.d.A ϕ0 := ϕ(0) = 0. Die einzige eingeprägte Kraft ist die Erdanziehung ~FG = −mg~ez = mg sinϑ · ~eϑ + mg cos ϑ · ~eρ.

Lagrange

Wir wählen als generalisierte Koordinaten den Abstand ρ vom Ursprung und den Winkel ϕ. Die kinetische und potentielle
Energie T,U sind gegeben durch

T =
m

2
·
(
ρ̇2 + ρ2ϑ̇2 + ρ2 sin2 ϑϕ̇2

)
=

m

2
·
(
ρ̇2 + ρ2 sin2 ϑϕ̇2

)
U = mgz = mgρ cos ϑ

Die Lagrange Funktion und Gleichungen lauten demzufolge

L = T − U =
m

2
·
(
ρ̇2 + ρ2 sin2 ϑϕ̇2 − 2gρ cos ϑ

)
d

dt

∂L
∂ρ̇

− ∂L
∂ρ

=
d

dt
(mρ̇)−m(ρ sin2 ϑϕ̇2 − g cos ϑ) = 0 → ρ̈ = ρ sin2 ϑϕ̇2 − g cos ϑ

d

dt

∂L
∂ϕ̇

− ∂L
∂ϕ

=
d

dt
(mρ2 sin2 ϑϕ̇) = 0 → mρ2 sin2 ϑϕ̇ =: Lz = const

Die Koordinate ϕ ist Zyklisch, woraus sich die Drehimpulserhaltung bzgl. der z-Achse ergibt.
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Hamilton

Die generalisierten Impulse pϕ und pρ ergeben sich als

pρ =
∂L
∂ρ̇

= mρ̇ → ρ̇ =
pρ

m

pϕ =
∂L
∂ϕ̇

= mρ2 sin2 ϑϕ̇ = Lz → ϕ̇ =
Lz

mρ2 sin2 ϑ

Daraus ergibt sich die Hamilton Funktion

H = T + U =
m

2
·

(
p2

ρ

m2
+

L2
z

m2ρ2 sin2 ϑ
+ 2gρ cos ϑ

)

und die Hamilton’schen kanonischen Gleichungen

ṗρ = −∂H
∂ρ

=
L2

z

mρ3 sin2 ϑ
−mg cos ϑ, ρ̇ =

∂H
∂pρ

=
pρ

m

ṗϕ = 0, ϕ̇ =
∂H
∂pϕ

=
Lz

mρ2 sin2 ϑ

Lösung des Bewegungsproblems

Da
∂L
∂t

= 0 gilt Energieerhaltung weshalb wir schreiben können

E = T + U =
m

2
·
(

ρ̇2 +
L2

z

m2ρ2 sin2 ϑ
+ 2gρ cos ϑ

)
= const → ρ̇2 =

2 · (E − u(ρ))
m

, u(ρ) :=
L2

z

2mρ2 sin2 ϑ
+ mgρ cos ϑ

→
∫ ρ

ρ0

dr√
2(E − u(r))/m

=
∫ t

0

du = t,  ρ = ρ(t) → dϕ

dt
=

Lz

mρ2(t) sin2 ϑ
=: Φ(t) → ϕ =

∫ ϕ

0

du =
∫ t

0

Φ(u)du
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