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Thema: D’Alembert Prinzip

Aufgabe 01
Anfangsbedingungen

Am Zeitpunkt to > 0 seien: 9o := 9(to), @o := p(to), V(to) = va,, P(to) = Ve
Durch die Nebenbedingung p — ¢t = 0 ergibt sich

p=c¢ p=0,08,=0 (1)

und aufgrund des d’Alembert’schen Prinzips )
mr - 5z =0 (2)

Bewegungsgleichungen

In Kugelkoordinaten (p, ¥, ) gilt allgemein
F=(p— pd? — pp?sin® V) - €, + (p0 + 20 — pp? sin®d cos V) - € + (ppsin®d + 2ppsind + 2pd¢ cos V) - €y
Op = 0p - €, + pdy - €9 + psindd, - €,

woraus durch Gl. 2] und der Tatsache dass die virtuelle Verriickung 6, = 0 folgt:

m(pl + 290 — pp?sind cos ) - pdg + m(ppsind + 2ppsind + 2pd¢ cos V) - psind 6, = 0

! !
=0 =0

Da dyg, 6, unabhéngig sind, folgt in Kombination mit Gl.

O-t=tp?sindcosd —20 A @-tsind = —2psind — 2t cos 9 (3)

Zwangskraft & Drehimpulserhaltung
Die Zwangskraft F, ist gegeben durch

—

F, =mr=m(p— pd? — pp?sin® ) - €, +0+0= —ctm(9? + ¢?sin?¥9) - €,

und steht dementsprechend senkrecht auf der Kugeloberfliche. Es gilt also Drehimpulserhaltung da es sich hierbei um eine
Zentralkraft handelt:

I_;:m-FXT;’:m/ré'px(/')~é'p+p19-é}9+<,bpsin19-é’¢):mpz(ié-é;,—gbsinﬂ-é;g):coﬁst



Fiir die Komponenten L,, Ly, L, des Drehimpulses in kartesischen Koordinaten gilt also

L, = fmp219 sin @ — mep? sin1d cos ¥ cos p = const = t20'sin © + ¢t?sin o cos ¥ cos p = — ; =:1, = const
mc
. . L
Ly = mp*0 cos p — mpp® sin cos ¥sin p = const = 29 cos p — pt® sinv cos ¥ sin = —yQ =:1, = const
mc
L,:= mc,bp2 sin? ¥ = const = <,bt2 sin? 9 = Z2 =:1, = const
mc
Zusammenbasteln fiithrt zu
. . .2 9
2+ l; = 49?2 + 2t sin® ¥ cos® ¥ = t19% + 12 . (;.052 9
in
0 : t 2 2 2 7
sinu du 1 1 Li+ Ly + L L?
= —du:/izzf_*’l%:li"‘l;"'lg: : 2y4 - = 204
90 \/m to W5 to 1 m2c m2c

Variante zur Herleitung des Integrals
Aus GL. [3] folgt im Zusammenhang mit dem oberen Ausdruck fiir den Drehimpuls

I, cosd

. d ..
20 420t — ¢ sindcos ) =0 = —(t*0) = t*¢* sind cos V) = ——
t2sin” 9

dt
d {000\ o d,o:  12cos?9d d [ —I2
= dt((t ’9))_1% a =g e

. —2 E
= (t*%9)* = Sin2z19 +C, C:const ~ C = (t2v))? + —=

o1 —12 v sinu du bPdu 1 1
V=53, 170 = | /7= 5=——1
t sin” 2 9o \/Csinu —[2 to U to t

Bemerkung: Durch einfaches Vergleichen erkennt man dass wie erwartet C' = [2, hier also die gleiche DGL bzw. Integral
wie vorhin steht.

(42,032 4 .02 0% _ 44 02 .2 0?
. (tovg)™ + tgsin” Jov, =15 - (’uﬁ + sin” Jo v,
0

Umgehung des Problems:

Oberes Integral ist keine gemiitliche Angelegenheit, weswegen wir das Problem durch geeignete Wahl der Koordinatensystem-
Orientierung vereinfachen werden.

Sei 0.B.d.A 9y = ¢¢ = 0. Dann gilt automatisch [, = 0.

Ist v§ = 0 so ist automatisch auch vg = ('| und demzufolge ¥ = Jg = p = g = 0V ¢t > ty da auch die Beschleunigung in
Richtung €y und €, verschwindet, die Kugel bleibt also am selben Platz sitzen.

Ist jedoch v9 # 0 (0.B.d.A v9 > 0) so muss ¢ = 0 da [, = 0 und demzufolge ¢ = o V t > to. Somit folgt aber aus Gl.

9 t 2
- . d dt t
Uy 0y U to T t
042 t 042
. t t t
:>19:U;9720Wq9: v?fdtzﬂ%%-(l—;)
to

und fiir die Zwangskraft

IEigentlich ist ¢ an diesem Pol gar nicht richtig definiert
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Aufgabe 02

Anfangsbedingungen
Der Draht rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit w um die z Achse.

X

¥

Unter Verwendung von Kugelkoordinaten (p, 1, ) sei o := o(to), o := 9(to), vg, := (o), to > 0 und der Radius p
gegeben durch p = ct, 0 # ¢ : const. Aufgrund der Nebenbedingungen p — ct = 0, ¢ = wt + g gilt

p=c, p=0,68,=0

p=w, =0, 6,=0

— 5;25[)'67,4—,0519'€0+psin195¢'€¢Zpég-é;g

Rotierender Draht: w # 0

Aufgrund des d’Alembert’schen Prinzips muss gelten
707 = (p0 + 200 — pp? sin cos V) - poyg = ¢ - (10 + 20 — 2tw? sind cos V) - pdy = 0

Da §y beliebig sein kann muss gelten

’ #9420 — tw? sin ¥ cos ¥ = 0 ‘

Still stehender Draht: w =0

Das ganze findet in einer festen Ebene statt weshalb wir auf ebene Polarkoordinaten (p, ) zuriickgreifen werden.

Lnd



In Polarkoordinaten gilt allgemein
F= (0= p9%) &+ (08 +209) - &

Op = 0p - €, +pdy - €,
Aufgrund des d’Alembert’schen Prinzips gilt

=

mr~5,a:mp5<p-75'-é’<p:mp(p¢+2p<p)-5¢:0

‘ ¢ d td o\’ o\’
:>P<f0'+2p'¢=0:>t¢3+2<,b20$1ni:/ Mo 9 /“:m(f) = =V (t>
Ve vo, U o U
t 2
t t
= sp:(po+/va1Lgdu:(po+U¢0t0<1—;)
to

Die Zwangskraft F, ist gegeben durch

2 44
mevg, to

F*:m%:m(ﬁfpgbz)'é’erO:— yEC

Variante

Es ist ersichtlich dass die Zwangskraft F., senkrecht zur Schleife gerichtet ist und somit eine Zentralkraft ist. Demzufolge gilt
Drehimpulserhaltung, also

2
t
opim = pctim = v%pgm = v¢002t3m =const = @ =1y, (f)



