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Aufgabe 01

Sei L ein linearer Differentialoperator definiert als: Lu = ü + βu̇ + ω2
0u

Definieren außerdem: Ω0 :=
√

ω2
0 −

β2

4 und Q(t) :=
∫ t

0

G(t, τ)K(τ)dτ

Es gilt

•
Q(0) =

∫ 0

0

G(0, τ)K(τ)dτ = 0

•
Q̇(t) = G(t, t)K(t) +

∫ t

0

dG

dt
(t, τ)K(τ)dτ =

∫ t

0

Ġ(t, τ)K(τ)dτ ⇒ Q̇(0) =
∫ 0

0

Ġ(t, τ)K(τ)dτ = 0

•
Q̈ = Ġ(t, t)K(t) +

∫ t

0

G̈(t, τ)K(τ)dτ = K(t) +
∫ t

0

G̈(t, τ)K(τ)dτ

Teil (a)

Beweis durch einsetzen:

x(0) = xH(0) +Q(0) = e0 · [0 + x0 cos(0)] + 0 = x0

ẋH = e−
β
2 t ·

[(
v0 +

β

2
x0

)
cos tΩ0 − x0Ω0 sin tΩ0 −

β

2
·

(
v0 + β

2 x0

Ω0
sin tΩ0 + x0 cos tΩ0

)]

= e−
β
2 t ·
[
v0 cos tΩ0 − sin tΩ0 ·

4x0Ω2
0 + 2βv0 + β2x0

4Ω0

]

ẋ(0) = ẋH(0) + Q̇(0) = e0 · [v0 cos 0 + 0] + 0 = v0

ẍH = e−
β
2 t ·
[
sin tΩ0 ·

β(4x0Ω2
0 + 2βv0 + β2x0)− 8v0Ω2

0

8Ω0
− cos tΩ0 ·

4x0Ω2
0 + 4βv0 + β2x0

4

]
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Einsetzen in die Gleichung ergibt:

Lx = ẍh + βẋh + ω2
0xh + Q̈+ βQ̇+ ω2

0Q

= 0 · cos Ω0t + 0 sinΩ0t + K(t) +
∫ t

0

{
G̈(t, τ) + βĠ(t, τ) + G(t, τ)

}
K(τ)dτ

!= K(t)

Da die DGL
G̈(t, τ) + βĠ(t, τ) + G(t, τ) = 0

allgemein lösbar ist (siehe Teil (b)) so ist auch das AWP gelöst sobald man das entsprechende G(t, τ) bestimmt hat denn
dann ist

Lx = K(t)

Teil (b)

Da Q die Gleichung LQ = K(t) löst, muss

Q̈+ βQ̇+ ω2
0Q = K(t) +

∫ t

0

{
G̈(t, τ) + βĠ(t, τ) + G(t, τ)

}
K(τ)dτ = K(t)

Da t bzw. K() beliebig sein kann, folgt die Gleichung

G̈(t, τ) + βĠ(t, τ) + G(t, τ) = 0

die unter dem Ansatz
G(t, τ) = Γe−

β
2 (t−τ) · sin (Ω0(t− τ) + ϕ)

gelöst werden kann. Aus dem AWP folgt

G(τ, τ) = Γ · sin(ϕ) != 0 ⇒ ϕ = 0

und

Ġ(τ, τ) = Γ ·
{
−β

2
sin 0 + Ω0 cos 0

}
= 1 ⇒ Γ =

1
Ω0

bzw.

G(t, τ) =
e−

β
2 (t−τ) · sin(Ω0(t− τ))

Ω0

Teil (c)

Die Lösung der DGL ẍ + βẋ + ω2
0x = K(t) ergibt sich aus

x(t) = xh(t) +Q(t)

wobei man durch den Ansatz x(t) = eλt auf folgende allgemeine Lösung der homogenen Gleichung kommt

xh(t) = Φ · e−
β
2 t · sin(Ω0t + α), Φ, α : const

Außerdem ist
Q(0) = 0 ⇒ x(0) = xh(0) = Φ sinα

!= 0 ⇒ α = 0

und
ẋ(0) = ẋh(0) + Q̇(0) =

Φ
Ω0

!= 0 ⇒ Φ = 0

also
x(t) = Q(t)
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Für t ∈ [0, A/Ω] gilt

Q(t) =
∫ t

0

G(t, τ)K(τ)dτ =
1

4iΩ0
·
∫ t

0

{
e(t−τ)(iΩ0− β

2 ) − e−(t−τ)(iΩ0+
β
2 )
}
·
{
eiΩτ + e−iΩτ

}
dτ

=
K0

4iΩ0
·
∫ t

0

{
et(iΩ0− β

2 ) ·
[
eτ( β

2−iΩ0+iΩ) + eτ( β
2−iΩ0−iΩt)

]
− e−t(iΩ0+

β
2 ) ·

[
eτ(iΩ+iΩ0+

β
2 ) + eτ(iΩ0+

β
2−iΩ)

]}
dτ

=
K0e

− β
2 t

4iΩ0
·

{
eiΩ0t

[
et( β

2 +i(Ω−Ω0)) − 1
β
2 + i(Ω− Ω0)

+
et( β

2−i(Ω0+Ω)) − 1
β
2 − i(Ω0 + Ω)

]
− e−iΩ0t

[
et( β

2 +i(Ω0+Ω)) − 1
β
2 + i(Ω0 + Ω)

+
et( β

2 +i(Ω0−Ω)) − 1
β
2 + i(Ω0 − Ω)

]}

=
K0

4iΩ0
·

{
eiΩt

β
2 + i(Ω− Ω0)

+
e−iΩt

β
2 − i(Ω0 + Ω)

+
−eiΩt

β
2 + i(Ω0 + Ω)

+
−e−iΩt

β
2 − i(Ω− Ω0)

}

− K0e
− β

2 t

4iΩ0
·

{
eiΩ0t

β
2 + i(Ω− Ω0)

+
eiΩ0t

β
2 − i(Ω0 + Ω)

+
−e−iΩ0t

β
2 + i(Ω0 + Ω)

+
−e−iΩ0t

β
2 − i(Ω− Ω0)

}

=
K0

4Ω0
·

{
2(Ω0 + Ω) cos Ωt− β sinΩt

β2

4 + (Ω0 + Ω)2
+

2(Ω0 − Ω) cos Ωt + β sinΩt
β2

4 + (Ω0 − Ω)2

}

− K0e
− β

2 t

4Ω0
·

{
2(Ω0 + Ω) cos Ω0t + β sinΩ0t

β2

4 + (Ω0 + Ω)2
+

2(Ω0 − Ω) cos Ω0t + β sinΩ0t
β2

4 + (Ω0 − Ω)2

}

Für t ≥ A/Ω =: T gilt

Q(t) =
∫ T

0

G(t, τ)K(τ)dτ +
∫ t

T

G(t, τ)K(τ)dτ =
∫ T

0

G(t, τ)K(τ)dτ

Analog zur vorhin ergibt sich durch einfaches Ersetzen der Integrationsgrenze t durch T :

Q(t) =
K0e

− β
2 t

4iΩ0
·
[
N · eiΩ0t +M · e−iΩ0t

]
wobei

N =
eT( β

2 +i(Ω−Ω0)) − 1
β
2 + i(Ω− Ω0)

+
eT( β

2−i(Ω0+Ω)) − 1
β
2 − i(Ω0 + Ω)

= const

und

M = −eT( β
2 +i(Ω0+Ω)) − 1

β
2 + i(Ω0 + Ω)

− eT( β
2 +i(Ω0−Ω)) − 1

β
2 + i(Ω0 − Ω)

= const

Bemerkungen: Man kann erkennen dass sich im Falle t ≤ T die Schwingung aus einer mit der Zeit verschwindenden
Schwingung der Kreisfrequenz Ω0 (zweiter Teil des Ausdrucks) und einer Schwingung konstanter Amplitude und der Kreis-
frequent Ω (Erregerfrequenz) (erster Teil des Ausdrucks) zusammensetzt. Im Fall t > T , also nach Beendung der Erregung
schwingt das System nur noch mit der Eigenfrequenz Ω0 und zwar mit einer verschwindenden Amplitude weiter!

Teil (c) - Fouriertransformierte

Die Kraft K(t) kann wie folgt dargestellt werden

K(t) =
∫ ∞

−∞
f(ω)eiωtdω
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wobei

f(ω) =
1
2π

·
∫ ∞

−∞
K(t)e−iωtdt =

1
2π

·
∫ A/Ω

0

K(t)e−iωtdt

=
K0

2π
·
∫ A/Ω

0

cos(Ωt) · (cos ωt− i sinωt)dt

=
K0

4π
·
∫ A/Ω

0

{cos((Ω− ω)t) + cos((Ω + ω)t) + i sin((Ω− ω)t)− i sin((Ω + ω)t)} dt

=
K0

4π
·
{

sin(Ω− ω)t
Ω− ω

+
sin(Ω + ω)t

Ω + ω
− i cos(Ω− ω)t

Ω− ω
+

i cos(Ω + ω)t
Ω + ω

}A/Ω

0

=
K0

4π
·
{

sin γω

Ω− ω
+

sin δω

Ω + ω
− i cos γω

Ω− ω
+

i cos δω

Ω + ω
+

2iω

Ω2 − ω2

}
, γω :=

A(Ω− ω)
Ω

, δω :=
A(Ω + ω)

Ω
, |ω| 6= Ω

f(ω)eiωt + f(−ω)e−iωt = f(ω) · (cos ωt + i sinωt) + f(−ω) · (cos ωt− i sinωt) =
K0

4π
· {∆ω · cos ωt ·+Γω · sinωt}

wobei : Γω :=
2 cos γω

Ω− ω
− 2 cos δω

Ω + ω
− 4ω

Ω2 − ω2
, ∆ω :=

2 sin γω

Ω− ω
+

2 sin δω

Ω + ω

F ür |ω| = Ω : f(Ω) =
K0

4π
·
∫ A/Ω

0

{1 + cos 2Ωt− i sin 2Ωt} dt =
K0

4π
·
{

t +
sin 2Ωt

2Ω
+

i cos 2Ωt

2Ω

}A/Ω

0

=
K0

4πΩ
·
{

A +
sin 2A

2
+

i cos 2A

2
− i

2

}
, Analog : f(−Ω) =

K0

4πΩ
·
{

A +
sin 2A

2
− i cos 2A

2
+

i

2

}

f(Ω)eiΩt + f(−Ω)e−iΩt =
K0

4πΩ
· {(2A + sin 2A) cos Ωt + (1− cos 2A) · sinΩt} = lim

ω→Ω
f(ω)eiωt + f(−ω)e−iωt

Also

K(t) =
∫ ∞

0

{
f(ω)eiωt + f(−ω)e−iωt

}
dω =

K0

4π
·
∫ ∞

0

{∆ω · cos ωt + Γω · sinωt} dω

=
K0

4π
·
∫ ∞

0

√
∆2

ω + Γ2
ω · cos(ωt + ϕω)dω, ϕω = arctan

(
Γω

∆ω

)
Die Lösung der DGL ẍ + βẋ + ω2

0x = K(t) ergibt sich aus

x(t) = xh(t) + xp(t)

wobei

xh(t) = Φ · e−
β
2 t · cos(Ω0t + α), Φ, α : const

und

xp(t) =
K0

4π
·
∫ ∞

0

Θω · cos(ωt + ϑω) dω, Θω =

√
∆2

ω + Γ2
ω√

(ω2
0 − ω2)2 + (βω)2

, ϑω = arctan
(

βω

ω2 − ω2
0

)
+ arctan

(
Γω

∆ω

)
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Letzteres ist eindeutig bestimmt und die einzigen freien Parameter sind α und Φ!
Das AWP wird gelöst durch

0 = x(0) = Φ cos α +
K

4π
·
∫ ∞

0

Θω cos ϑωdω ∧ 0 = ẋ(0) = −Φ ·
{

β

2
cos α + Ω0 sinα

}
− K

4π

∫ ∞

0

ωΘω sinϑωdω

weshalb folgt

Φ =

√(
Λβ − 2η

2Ω0

)2

+ Λ2, α = −Λ
Φ

wobei

Λ :=
K

4π
·
∫ ∞

0

Θω cos ϑωdω = xp(0), η :=
K

4π

∫ ∞

0

ωΘω sinϑωdω = ẋp(0)

Aufgabe 02

a) Sei r jeweils der Abstand vom Erdmittelpunkt. Ohne Reibung wirkt auf den Stein eine der Entfernung r proportionale
Kraft

F (r) = −GmM

r2
· r3

R3
⇒ r̈ = −ω2

0 · r, ω2
0 :=

GM

R3
= const

in Richtung Zentrum. Bekanntlich stellt diese Gleichung die Bewegungsgleichung einer harmonischen Schwingung um
den Erdmittelpunkt (r=0) dar, deren Lösung die folgende ist

r(t) = R · sin(ω0t + ϕ), R, ϕ : const

Einsetzen in die DGL zeigt das dies tatsächlich die Lösung ist! R und ϕ stellen hier jeweils die Amplitude und

die Anfangsphase dar, wobei ω0 =

√
GM

R3
=
√

g

R
die entsprechende Kreisfrequenz ist und g ≈ 10 m · s−2 die

Erdbeschleunigung an deren Oberfläche. Für das AWP r(0) = R, ṙ(0) = 0 ergibt sich:

ṙ(0) = ω0R cos(ϕ) = 0 ∧ r(0) = R sin(ϕ) = R ⇒ ϕ =
π

2
∧ R = R

also

r(t) = R cos(ω0t)

b) Sei τ diese gesuchte Zeit, dann gilt

r(τ) = R cos(ω0τ) = −R ⇒ τ =
arccos(−1)

ω0
=

π

ω0
= π

√
R

g
≈ 300 ·

√
50 ≈ 2100′′ = 35′

c) Bei einer Geschwindigkeit ṙ erfährt der Stein die Reibungskraft Fr = −2mαṙ, α : const weshalb die Gleichung jetzt
lautet:

r̈ + 2αṙ + ω2
0r = 0

Durch den Ansatz r(t) = C · eλt bekommt man die charakteristische Gleichung

λ2 + 2αλ + ω2
0 = 0 ⇒ λ1,2 = −α±

√
α2 − ω2

0

Fall 1: α < ω0 : Durch setzen von Ω =
√

ω2
0 − α2 kommt man auf

r(t) = e−αt ·
[
C1 · eiΩt + C2 · e−iΩt

]
= R · e−αt · sin(Ωt + ϕ), R, ϕ, C1, C2 : const

und durch das AWP auf

ϕ = arctan
(

Ω
α

)
= arctan

(√
ω2

0

α2
− 1

)
= arctan

(√
g

Rα2
− 1
)

, R =
R0

√
Ω2 + α2

Ω
=

R0ω0√
ω2

0 − α2
= R0

√
g

g −Rα2
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Fall 2 : α = ω0: Durch Variation der Konstanten kommt man auf

r(t) = e−αt(C1 + tC2)

und durch das AWP auf
C1 = R0, C2 = αR0

Fall 3 : α > ω0: Es folgt analog zum Fall (1) :

r(t) = e−αt ·
[
C1e

Ωt + C2e
−Ωt
]

= R · e−αt · cosh(Ωt + ϕ), R, ϕ, C1, C2 : const

und durch das AWP

ϕ = arctanh
(α

Ω

)
= arctanh

(
α ·

√
R

g −Rα2

)
, R = 2R0

√
1− α2

Ω2
= 2R0

√
g − 2R0α2

g −R0α2
, (R0 = R)
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