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Thema: Bilanzgleichungen und Erhaltungssätze

Aufgabe 1

a) •

~∇× ~F1 =

 0
0
−1

 6= 0 ⇒ Keine Potentialkraft ∀ a, b, c

•

~∇× ~F2 =
3
r5
·

 yz(b− c)
zx(c− a)
xy(a− b)

 ⇒ Potentialkraft für a = b = c

b) Für die zweite Kraft ~F2, a = b = c, ist ein Potentialfeld gegeben durch

U2 =
∫ x0

x

Fx(ξ, y0, z0)dξ +
∫ y0

y

Fy(x, ξ, z0)dξ +
∫ z0

z

Fz(x, y, ξ)dξ

=
[

−a

(ξ2 + y2
0 + z2

0)1/2

]x0

x

+
[

−a

(x2 + ξ2 + z2
0)1/2

]y0

y

+
[

−a

(x2 + y2 + ξ2)1/2

]z0

z

=
a

r
− a

r0

Für r0 = ∞ → U(x, y, z) =
a

r

c) In Kugelkoordinaten gilt

~gϕ =
∂~r

∂ϕ
= ρ ·

 − sin θ sinϕ
sin θ cos ϕ

0

 , d~r = ~gϕ · dϕ (für θ, ρ : const)

• Erste Kraft: ∫ ϕ=π

ϕ=0

~F1 · d~r =
∫ π

0

~F1 · ~gϕ · dϕ = ρ2
0 sin2 θ0 ·

∫ π

0

[
(b− a) · sinϕ cos ϕ− sin2 ϕ

]
· dϕ

=
ρ2
0 sin2 θ0

2
·
[
(a− b) cos 2ϕ

2
− ϕ +

sin 2ϕ

2

]π

0

= −πρ2
0 sin2 θ0

2

∫ ϕ=2π

ϕ=0

~F1 · d~r =
ρ2
0 sin2 θ0

2
·
[
(a− b) cos 2ϕ

2
− ϕ +

sin 2ϕ

2

]2π

0

= −πρ2
0 sin2 θ0

1



• Zweite Kraft analog:∫ ϕ=π

ϕ=0

~F2 · d~r =
∫ π

0

~F2 · ~gϕ · dϕ =
(b− a) sin2 θ0

ρ0
·
∫ π

0

cos ϕ sinϕ · dϕ =
(b− a) sin2 θ0

ρ0
·
[
− cos 2ϕ

4

]π

0

= 0

∫ ϕ=2π

ϕ=0

~F2 · d~r =
(b− a) sin2 θ0

ρ0
·
[
− cos 2ϕ

4

]2π

0

= 0

Diese Ergebnisse gelten ∀ a, b, c.

Aufgabe 2

a) Die Kraft ~Fg = −α~r
r3 ist offensichtlich Konservativ. Das entsprechende Potentialfeld ist gegeben durch UG(r) = −α

r , und
für die Energie E des Objekts gilt

dE

dt
=

d(T + UG)
dt

= Pd = ~Fd · ~̇r = −β
∣∣∣~̇r∣∣∣2

wobei T = 1
2m

∣∣∣~̇r∣∣∣2 die kinetische Energie und ~Fd = −β ·~̇r die dissipativen Kräfte sind. Für den Drehimpuls ~L = m ·~r×~̇r

gilt
d~L

dt
= ~M = ~r × ~F = − α

r3
· ~r × ~r − β · ~r × ~̇r = −β · ~r × ~̇r = − β

m
· ~L

Ist (L1, L2, L3) der Koordinatenvektor von ~L (bzgl. der drei Hauptachsen), so gilt

dLi

dt
= − β

m
Li ⇒ Li(t) = Li0 · e−

β
m t ⇒ ~L = ~L0 · e−

β
m t (1)

wobei Li0 der Anfangswert der i-ten Komponente ist. Demzufolge gilt

lim
t→∞

~L = ~0

b) Im mitrotierenden System Sr gilt allgemein

m~̈rr = ~Fr = ~F −m · ~ω × (~ω × ~rr) + 2m · ~̇rr × ~ω

wobei ~Fr und ~F = −α~r
r3 jeweils die Kraft im rotierenden und Inertialsystem seien. Im folgenden beziehen sich alle

Vektoren auf das rotierende Bezugssystem (Zylinderkoordinaten).

Energiebilanz

dT

dt
= ~Fr · ~̇r =

−α

r3
· ~r · ~̇r −mω2

0 · ~̇r · (~ez × (~ez × ~r)) + 2mω0(~̇r × ~ez) · ~̇r

=
−α

r3
· ~r · ~̇r −mω2

0 · (~ez × ~r) · (~̇r × ~ez) = −dUG

dt
−mω2

0 · (z · ~ez × ~ez + r · ~ez × ~eρ) · (ż · ~ez × ~ez + ṙ · ~eρ × ~ez + rϕ̇ · ~eϕ × ~ez)

= −dUG

dt
−mrω2

0 · ~eϕ · (−ṙ · ~eϕ + rϕ̇ · ~eρ) = −dUG

dt
+ mrṙω2

0 ⇒ d(T + UG)
dt

= mrω2
0 · ṙ = mω2

0 · ~r · ~̇r

Bemerkung: ṙ = d|~r|
dt

Ein Potential Uz der Zentrifugalkraft ~Fz = mω2
0 · ~r ist gegeben durch

Uz(r) = −mr2ω2
0

2
da − ~∇ · Uz = ~Fz
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Die Zentrifugalkraft ist also auch konservativ und die allgemeine Energiebilanz ist gegeben durch:

d(T + UG + Uz)
dt

=
d(T + UG)

dt
+

dUz

dt
=

d(T + UG)
dt

− ~Fz · ~̇r = 0

also

T + UG + Uz = const

Drehimpulsbilanz

d~L

dt
= ~M = ~r × ~Fr = − α

r3
· ~r × ~r −m · ~r × (~ω × (~ω × ~r)) + 2m · ~r × (~̇r × ~ω)

= −m · (ρ~eρ + z~ez)× (~ω · (~ω · ~r)− ~r · (~ω · ~ω)) + 2mω0 · (z~ez + r~eρ)× (ż · ~ez × ~ez + ṙ · ~eρ × ~ez + ϕ̇r · ~eϕ × ~ez)

= mω2
0zr · ~eϕ + 2mω0 · (ṙz · ~eρ + rzϕ̇ · ~eϕ − rṙ · ~ez) ⇒

d

dt

(
~L + mω0r

2 · ~ez

)
= mω2

0zr · ~eϕ + 2mω0 · (ṙz~eρ + rzϕ̇ · ~eϕ)

Die z Komponente bleibt also erhalten.

3


