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(2) Massenpunkt auf Kreis

In Kugelkoordinaten gilt im allgemeinen:

~r = r ·

 sin θ cos ϕ
sin θ sinϕ

cos θ



~gr =
∂~r

∂r
=

 sin θ cos ϕ
sin θ sinϕ

cos θ

 , ~gθ =
∂~r

∂θ
= r ·

 cos θ cos ϕ
cos θ sinϕ
− sin θ

 , ~gφ =
∂~r

∂ϕ
= r ·

 − sin θ sinϕ
sin θ cos ϕ

0


λr := |~gr| = 1, λθ := |~gθ| = r, λϕ := |~gϕ| = r sin θ

~er :=
~gr

λr
, ~eθ :=

~gθ

λθ
, ~eϕ :=

~gϕ

λϕ

~̇er =

 θ̇ cos θ cos ϕ− ϕ̇ sin θ sinϕ

θ̇ cos θ sinφ + ϕ̇ sin θ cos φ

−θ̇ sin θ

 = θ̇ · ~eθ + ϕ̇ sin θ · ~eϕ

~̇eθ =

 −θ̇ sin θ cos φ− ϕ̇ cos θ sinϕ

−θ̇ sin θ sinϕ + ϕ̇ cos θ cos φ

−θ̇ cos θ

 = −θ̇ · ~er + ϕ̇ cos θ · ~eϕ

~̇eϕ =

 −ϕ̇ cos φ
−ϕ̇ sinϕ

0

 = −ϕ̇ sin θ · ~er − ϕ̇ cos θ · ~eθ

~̇r = ṙ · ~gr + θ̇ · ~gθ + ϕ̇ · ~gϕ = ṙ · ~er + rθ̇ · ~eθ + rϕ̇ sin θ · ~eϕ

~̈r =
(
r̈ − rθ̇2 − rϕ̇2 sin2 θ

)
· ~er +

(
rθ̈ + 2ṙθ̇ − rϕ̇2 sin θ cos θ

)
· ~eθ +

(
rϕ̈ sin θ + 2ṙϕ̇ sin θ + 2rθ̇ϕ̇ cos θ

)
· ~eϕ
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• Kugelkoordinaten:

r = R0 : const ⇒ ṙ = 0, φ̇ = ω : const ⇒ ϕ̈ = 0

⇒ ~̇r = R0θ̇ · ~eθ + ωR0 sin θ · ~eϕ ⇒ |~̇r| = v0 = R0

√
θ̇2 + ω2 sin2 θ : const ⇒ θ̇ =

√
v2
0

R2
0

− ω2 sin2 θ = ω cos θ (da v0 = ωR0)

θ̈ =
d (ω cos θ)

dt
= −ωθ̇ sin θ = −ω2 cos θ sin θ

⇒ ~̇r = v0 cos θ · ~eθ + v0 sin θ · ~eϕ

~̈r = −
(
ω2R0 cos2 θ + ω2R0 sin2 θ

)
· ~er −

(
ω2R0 cos θ sin θ + ω2R0 sin θ cos θ

)
· ~eθ + 2ω2R0 cos2 θ · ~eϕ

= ω2R0 ·
(
−~er − 2 cos θ sin θ · ~eθ + 2 cos2 θ · ~eϕ

)

Normalkoordinaten:
Sind ~T der Bahn-Tangenteneinheitsvektor und ~N der Bahn-Normaleinheitsvektor, so gilt

~̇r = v0 · ~T ⇒ ~T = cos θ · ~eθ + sin θ · ~eϕ =

 cos2 θ cos ϕ− sin θ sinϕ
cos2 θ sinϕ + sin θ cos ϕ

− cos θ sin θ



~̈r = v̇0 · ~T +
v2
0

R
· ~N =

v2
0

R
· ~N ⇒ v2

0

R
=
∣∣∣~̈r∣∣∣ ⇒ R =

v2
0∣∣∣~̈r∣∣∣ =

R0√
1 + 4 cos2 θ

⇒ ~N =
−~er − 2 cos θ sin θ · ~eθ + 2 cos2 θ · ~eϕ√

1 + 4 cos2θ
=

1√
1 + 4 cos2 θ

·

 − sin θ cos ϕ(1 + 2 cos2 θ)− 2 cos2 θ sinϕ
− sin θ sinϕ(1 + 2 cos2 θ) + 2 cos2 θ cos ϕ

cos θ(2 sin2 θ − 1)


•

θ̇ = ω cos θ ⇒
∫ θ

θ0

du

cos u
=
∫ t

t0

ωdλ ⇒ ln
∣∣∣∣tan

(
θ

2
+

π

4

)∣∣∣∣ = ω(t− t0) + C, C ∈ R

⇒ θ(t) = 2 arctan
(
Aeω(t−t0)

)
− π

2
, A ∈ R+

R(t) =
R0√

1 + 4 cos2 θ(t)
=

R0√
1 + 4A2e2ω(t−t0)

(1+A2e2ω(t−t0))2

Für (θ0, t0)
!= (0, 0) → A = 1 → θ(t) = 2 arctan

(
eωt
)
− π

2
, R(t) =

R0√
1 + 4e2ωt

(1+e2ωt)2

lim
t→∞

θ =
π

2
, lim

t→∞
R = lim

θ→π/2

R0√
1 + 4 cos2 θ

= R0
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(3) Harmonische Schwingungen

f(t) = α0|t| =
{

α0t : t ≥ 0
−α0t : t < 0

}
=

∞∑
n=−∞

Aneinωt, ω :=
2π

T

F ür n 6= 0 : An =
1
T
·
∫ T/2

−T/2

f(t)e−inωt · dt =
α0

T
·

[
−
∫ 0

−T/2

te−inωt · dt +
∫ T/2

0

te−inωt · dt

]

=
α0

T
·

[∫ −T/2

0

te−inωt · dt +
∫ T/2

0

te−inωt · dt

]

=
α0

T
·
[
e−inωt ·

(
it

ωn
+

1
n2ω2

)]−π/ω

0

+
α0

T
·
[
e−inωt ·

(
it

ωn
+

1
n2ω2

)]π/ω

0

=
2α0

T
·
[
(−1)n

n2ω2
− 1

n2ω2

]
=
{

0 : n gerade
−α0T
n2π2 : n ungerade

A0 =
α0

T
·

[∫ −T/2

0

t · dt +
∫ T/2

0

t · dt

]
=

α0

T
·

([
t2

2

]−T/2

0

+
[
t2

2

]T/2

0

)
=

α0T
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Es gilt: An = A−n ∀ n ∈ N

Demzufolge:

f(t) =
∞∑

n=−∞
Aneinωt = A0 +

∞∑
n=1

(
Aneinωt + A−ne−inωt

)
= A0 +

∞∑
n=1

2An cos(nωt)

=
α0T

4
− 2α0T

π2
·
∞∑

n=1

cos ((2n− 1)ωt)
(2n− 1)2
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