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1 Natiirliche Koordinaten

e Geschwindigkeit

dt ds _dt
v
e Beschleunigung
. — N — ’U2 — — df df - df
F=0-T T =0T+ —.N. N=—.|2—| =R—
r=0-T+wv 0T + 7 ) 4 | s Rds

2 Krummlinige Koordinatensysteme (!, 22, 2%)

Basisvektoren & Metrischer Tensor

e Kovarianten Basisvektoren

L dr .
gi = dr = \i€;

ik = Gi - G, 9 = det(gix)
e Kontravarianten Basisvektoren ‘ o 4
§i=va', gt =g
gir ist Metrischer Tensor. Bei rechtwinkligen Koordinaten ist g;;. eine Diagonalmatrix, und g; || §* !

e Levi-Chivita Tensor o )

- - - x,Y,z

Eikl = Gi - (gk X gl) = W

2.1 Wegstiick, Geschwindigkeit, Kinetische Energie & Beschleunigung

e Allgemein

dr = g; dz* = §* dx;
7= g; it
%: x7§i + -'t?gz

e Zylinderkoordinaten (p, ¢, z)

ds® = dp® + p?dp? + dz?
F=p-C4pp-Ey+i-e
F= (5= pp?) - 8+ (p3+20) - + 22

T:%(P2+p2§02+22)



e Kugelkoordinaten (p, v, ¢)

ds?® = dp? + p?d¥* + p*sin? ¥ dy?
?:p~€p+p19~é'19+psin19¢~é'¢
7= (p— pd? — pp?sin? ) - €, + (pd + 2p0 — pp? sind cos ) - €y + (p@sin® + 2p¢ sin ¥ + 2pdp cos ) - €
T= % (p2 + p?9? + p? sin? 19¢2)
2.2 Vektor Analysis

e Volumenelement
dV = /g dz*dz*dx®

e Flichenelement .
dAY = Gy x §3 da*dx® = §'\/g da’da®
e Gradient of of
_ _ = ik 9]
e Divergenz
Vi == (Vi F)
o Vg Oxt g
e Laplace Operator
1 9 . Of
Af = . _ = i ik ~YJ
F=9-90) = 2o (Vi st 3% )
e Rotation of
_ = ikl 9]
V x f=gie Dk

3 Grundtypen von Bewegung

3.1 Geradlinige Bewegung

Bewegungsgleichung
7 =d = const
Losung
t2
7= 55 + vUpt + 7o

3.2 Kreisbewegung
Gleichférmige Kreisbewegung : Radius R.

Bahngleichung
7= Rcoswt €, + Rsinwt-éy =R-€,, w=¢
Geschwindigkeit _
7= —Rwsinwt - €, + Rwcoswt - €, = Rw - €,
Beschleunigung )
F = —Rw?coswt - €, — Rw?sinwt - €y = —w? F=—Rw?- €,



3.3 Harmonischer Oszillator
3.3.1 Frei, ungediampft

Bewegungsgleichung
F+wirz=0

Allgemeiner Losungsansatz
z=eM bzw. = cos(wot + )

Allgemeine Losung ] ,
= A1t + Age ™0 = X cos(wot + )
3.3.2 Frei, gedampft

Bewegungsgleichung
i+ 20¢+wiz =0, >0

Allgemeiner Losungsansatz
x=eM baw. x = e cos(wt + @)

Allgemeine Losung

e Kriechfall: 8 > wyq

= e Pt (Alex/ﬁszg ty AZeﬂ/,Bszg t) ~ Ce*ﬁt cosh ( /ﬂQ _ w(Q) t 4+ 90)

e Aperiodischer Grenzfall § = wy
Tr = €_ﬂt . (Al —|—tA2)

e Schwingfall 8 < wy
T = e—ﬁt . (Aleiwt + A26—iwt) o~ Xoe—ﬁt cos(wt + 90)7 w= /wg _ ﬁ2

Fiir 8 << wp kann x(¢) als harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz w aufgefasst werden, deren Amplitude
Xoe Pt mit wachsender Zeit exponentiell geddmpft wird — /3 : Dampfungskonstante.
Verhiiltnis zweier aufeinander folgender maximaler Auslenkungen (Amplituden) auf der gleichen Seite:

1 T
P Tpi1 e PADT e~ 8 T ™ Tnal
3.3.3 Erzwungen, ungedidmpft
Bewegungsgleichung
&+ wir = focos Ot
Allgemeiner Losungsansatz
zn, =eM baw. xp = FycosQt
Allgemeine Losung
Jo
=X t — Qt
x o cos(wot + @) + o cos

3.3.4 Erzwungen, gedimpft

Bewegungsgleichung ;
420 + wiw = focos U = foe' ) fo e R

Allgemeiner Losungsansatz _
xp = e bzw. Tp = Foez(“H“”), FyeR



Allgemeine Losung (fiir 8 < wp)

x=ePt. (A1ei‘”t + Age_i“’t) + Fyet@t+e)
—_———

Th Tp

0

Jo 264
w= /w32 Fy= , =1 + arctan ———
N (- T ER e

Da wegen der Dampfung
lim zp,(t) =0

t—oo

folgt
lim z(t) = z,(t)

t—oo

4 Fourier-Analyse

4.1 Periodische Funktion
Funktion f: R — R, Periodizitétsintervall T'

4.1.1 Reelle Schreibweise

> 2mn . 2mn
ft)=ao+ Z {ancos (T -t) + b, sin (T -t)}, Qn, b, € R

n=1

9 [otT 2mn 1
anzf/oé f(t)COb (Tt) dt, TL#O, G‘OZT f(t)dt

4.1.2 Komplexe Schreibweise

Es gilt: A_,, = A},

4.2 Aperiodische Funktion - Fourier Integral

o0

Funktionf:R—»R,/ |f(t)] dt eR

— 00

f@t) = /OO g(w)e“tdw, g(w) e C

— 0o

o) = 5 / F(t)e=tdt

g(w) nennt man die Spektralfunktion oder Fouriertransformierte von f. Man schreibt oft F(f) = g bzw. F(f)(w) = g(w)



Eigenschaften

e Antisymmetrie
e Translation

e Dehnung

5 Dynamik eines Massenpunktes

5.0.1 Inertialsystem

Ein Bezugssystem, in dem sich ein sich véllig selbst iiberlassener (krdftefreier) Korper im Zustand der Ruhe oder der
gleichférmig geradlinigen Bewegung befindet, nennt man Inertialsystem.

Ist ein System X ein Inertialsystem, dann ist auch jedes System X, das relativ zu % eine unbeschleunigte Translationsbewe-
gung ausfiihrt, ein Inertialsystem (Galileisches Relativitéitsprinzip).

5.1 Die Newtonschen Axiome

e Die Anderung der Bewegung ist der einwirkenden bewegenden Kraft proportional und geschieht nach der Richtung
derjenigen Linie, in der die Kraft wirkt. Unter Bewegung ist die Bewegungsgrofle, d.h der Impuls g = m# zu verstehen:

n
i=1

Wirkt auf einen Massenpunkt also keine Kraft, so ruht er bzw. bewegt sich im Raum mit konstanter Geschwindigkeit.

1

M

it F

e Reaktionsprinzip: Die von einem Massenpunkt auf einen zweiten Massenpunkt ausgeiibte Kraft F§1 ist gleich grofl und
entgegengesetzt der Kraft Fio die der zweite Massenpunkt auf den ersten Massenpunkt ausiibt, d.h

Fip = —Fy

5.2 Bewegte Bezugssysteme
Betrachten: Inertialsystem ¥ und bewegtes, rotierendes (J) Bezugssystem X.: 7= 7o + 7.
e Allgemeine Vektortransformation: Fiir jeden beliebigen Vektor b gilt
b d*b
dt — dt
Der Ausdruck d* bedeutet dass die Differentiation bzgl. der rotierenden Basisvektoren durchzufiihren ist, d.h diese
werden als konstant betrachtet!

+@xb

e Geschwindigkeit im X,

e =T — 7o — @ X Ty
Der Ausdruck
Fo + DX Ty

heisst Fiihrungsgeschwindigkeit
e Beschleunigung im X, ) o ] ]

Th =T — 70— X Ta — & X (J X Th) + 27 X I
Die GréBe 27, X & bzw. —@ X (& x 7%) wird Coriolisbeschleunigung bzw. Zentrifugalbeschleunigung genannt. Ferner gilt
alSO: . .. . .

mi. = F —miy —md X 7 —md X (0 X 7)) + 2mF X w

Die vier auBer der Kraft F auf der rechten Seite auftretenden Glieder sind die so genannten Scheinkrdfte. Die einzige
wirklich wirkende Kraft ist F, sie wird auch als eingeprdigte Kraft bezeichnet.



5.3 Bilanzgleichungen & Erhaltungsgréflien
5.3.1 Impulsbilanz

Die zeitliche d&nderung des Impulses p'= mi ist gleich der einwirkenden [Gesamt-|Kraft. Also

—

F=0 < p=-const

5.3.2 Energiebilanz

Die Grofle m -

heiflt kinetische Energie. Die durch die Bewegung eines Massenpunktes entlang einer Kurve C' definierte Grofle

W:/f-dF
C

heif}t die entlang des Weges durch die Kraft F verrichtete Arbeit. Es gilt fiir zwei Punkte Py, Py

dr  d L. P
dt dt P,

Die Anderung der kinetischen Energie ist gleich der Leistung der einwirkenden [Gesamt-]Kraft.

5.4 Konservative Kraftfelder - Energieerhaltung

Eine Kraft heifft konservativ wenn

F = F(7)
und sie eine Potentialkraft ist, d.h es gibt eine skalare Funktion U(7) derart dass
_, , ou  _, ou
="V =559 — o

gilt. Im Falle eines konservatives Kraftfelds gilt

dr oo . oU dxt dau d

—_— = frd ~_’:— ~_’:—7_7:—7 iT U:O

g =l =V e a ~ alty

Die Grofle E := T+ U ist die Gesamtenergie bzw. mechanische Energie des Massenpunktes. Sind also alle Kréfte konservativ,
so gilt Energieerhaltung.

Ist F zeitabhiingig (also nicht konservativ, jedoch eine Potentialkraft) so gilt

dr oU dx' dU n ou d (T +U) ou
- —— = _ = — = —
dt Oxt dt dt ot dt ot

Allgemein bezeichnet man nicht konservative Kréfte als dissipative Krifte. Teilt man die Kraft in konservative und dissipative

Krifte auf, so gilt

%(T—|— U) = pldiss) _ Fildiss)

Fiir einen beliebigen Weg C' : P; — P» und einer Potentialkraft F gilt:

Py Py Py
W = F~d7_":/ —VU~d7?:f/ dU =U;, — U,

Pl Pl



5.4.1 Bedingungen fiir eine Potentialkraft

Es gilt . .
V x F =0 < [ Potentialkraft

Beweis: ”<": Fiir beliebige Fléchen A gilt

f«dfz/(VXﬁ)«d/Y = VxF=0
A

Andere Richtung: ”=-", also haben V x F =0 : Definieren:

T y z
U(r) = Uy —/ F. (&, yo, 20)d& —/ Fy(x,&, 20)d€ —/ F.(x,y,&)d¢
xo Yo 20

und beweisen dass U die Bedingung fiir eine Potentialfunktion erfiillt:

oU Vo "9
% = 7Fx(x7y0320) 7/ %Fy(xa@zO)df - LO %FZ(x?yvg)dg

Yo

Yy z 9
— _Fy(2, 40, 20) — / 9 Py, €, 20)dé — / S Py, €)de

= _Fw(xvy(%zo) - (Fw(xay720) - Fw(xa?JOaZO)) - (FI(J},:%Z) - F(Q?,y72:0)) = _Fw(m,yvz)
Analog zeigt man
ou ou

Fy——Fy($,y,Z>, g:_Fz(x/yyZ) = F'=-VU U

5.4.2 Drehimpulsbilanz
Man definiert den Drehimpuls L eines Massenpunktes bzgl. eines Ursprungs O wie folgt:
L:=7FXp=mFxTF
Es gilt .
dL

%:mFxF+mFXF:FX(mF):FxF::M

Die GroBe M nennt man das Drehmoment. Ist M = 0 so gilt Drehimpulserhaltung:
M=#xF=0 & L=-const

Ist L = const so gilt 7 - L = 0. Die Bewegung erfolgt also stets auf der Ebene zu der L senkrecht steht. Diese Ebene wird
Invariante Ebene genannt.
Flichensatz: Das (vektorielle) Flichenelement dA, das von 7 und d7 (in der Invarianten Ebene) aufgespannt wird ist

P |
dA = 7 x dF

Gilt Drehimpulserhaltung, so folgt fiir die Flidchengeschwindigkeit
d—g = £ = const
dt  2m

5.5 Integration der Bewegungsgleichungen

5.5.1 Eindimensionale Bewegung xz(t)

Energieerhaltung liefert:

2 x
T+U:%d72+U(x):E:constﬂx': —[EfU(x)]Ht—toz/
m 20

dg
V2[E-U(&)]/m

Beschrinktheit der Bewegung: Es muss stets gelten U < E V ¢. Also unbeschrénkt (infinit) falls £ > U(x) V 2. Grenzen der
Bewegung: U(xg) =E — ©=0



5.5.2 Dreidimensionale Bewegung 7(t)

Drehimpulserhaltung: L = const — Bewegung auf der Invarianten Ebene, 0.B.d.A XY Ebene, also 2 =0 — Wiéhlen
Polarkoordinaten (p, p) — mp?¢ = L = const. Ferner: F' = F - &,,.

Energieerhaltung:
m m L?
E=T _ M2 2.2 _m .
+U =5 (0 +0°¢") +Ulp) = 59" + (U(p)+2mp2>
—_——
Uess(p)
Zuriickfithrung auf eindimensionalen Fall:
2 P d¢
p=\ 2B ugso)] — t-to= [ = plt)
m po V/2[E = Ues(§)] /m
Winkel ¢:
dp dtdp mp? \/ 2 L /,, d¢
= = A\ B Uepp(p)] = 9= o= — > p=9(p) » p=0ol
dp dpdt L m! 1) P m Sy €\2[B = Uers(©)] m v "

Bewegungsgrenzen:
p=0 — Ues(p) = E

Im Fall einer anziehenden Zentralkraft, kann der Massenpunkt nur ”reinfallen” falls auch fiir p — 0 stets gilt Uesr(p) < E

also
L2
i <
gli% {U(p) + 2mp? } =E

d.h die potentielle Energie U(p) muss schnell genug gegen —oo gehen:
2

L
i 21 ] < -
pl—% p (,0) 2m

1
also U(p) muss mindestens so schnell wie —— gegen —oo streben.
p

5.6 Kepler Problem

Betrachten zwei Massenpunkte m, M im gegenseitigen Gravitations-Einfluss, M >> m. Nehmen also an: Masse M bleibt
still und setzen Koordinatenursprung ins Zentrum von M.
Effektives Potential:

2
Ue(p) = U(p) + %pga Ulp) = —GAZm
Minimum von U.,:
1.2
po=k= Gm2M
Exzentrizitit:
e=1/1+ ﬂ
GmM
Umkehrpunkte:
% = % (Ixe)
Einschrinkung der Bewegung: Es muss gelten U.(p) < E.

e Falls £ > 0 bzw. € > 1 — infinite Bewegung
e Falls F < 0 bzw. ¢ <1 — finite Bewegung

Bahnkurve: Sei ¢ = 0 fiir p = pyin, dann ergibt sich die Bahnkurve als ein Kegelschnitt:
1 1
S

5Tk (1+ecosp)

Art der Kurve:

10



e ¢ =0 : Kreis
e 0 <e<1:Ellipse
e ¢ =1 : Parabel

e ¢ > 1: Hyperbel
Spezialfall : Ellipsen - Keplerschen Gesetze

5.6.1
Grofe Halbachse
o GmM
~ 2|E]
Kleine Halbachse I
N
V2m |E|
Umlaufzeit
2mwmab m 1 1
T=—-=1GmM,| —+ —= =2 —— . g%/?
|L| T V 2 \E|3/2 7T\/GM @

Keplerschen Gesetze:
e Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht
e Fiir zwei Planeten der Masse m; und ms auf elliptischen Bahnen um die Sonne gilt fiir die Umlaufzeiten 77,75 und

die grofien Halbachsen a1, as:
LY _(m
T2 h a9
e Der Fahrstrahl von der Sonne zu einem Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fléchen.

Lenzscher Vektor: Zeigt vom Kraftzentrum zum Perihel

Lenzscher Vektor:
- Fx L T
A= - -
mMG r
Koie—r 7=

Eigenschaften:

1

0 — A =const

=1
I

11



6 Dynamik eines Massenpunktsystems

6.1 Bewegungsgleichungen

Betrachten N Massenpunkte — 3N Differenzialgleichungen 2.0Ordnung:
mit;=F, i=1,..,N

Aufteilung der auf die Massenpunkte wirkenden Krifte in innere und duflere Krifte:

mz‘#% = ﬁz = F;-(em) + ﬁzy

-

Il
_

J

und gegebenenfalls Annahme dass alle inneren Kriifte Zentralkrifte sind (notwendig fiir Drehimpulserhaltung).

6.2 Systemgrofien
o Schwerpunkt (oder Massenmittelpunkt):

e Impuls
N N
pm 3o = Yo
i=1 i=1
e Drehimpuls
N N
L= LZ:Zmirl X T
i=1 i=1
e Drehmoment

e Kinetische Energie

Potentielle Energie (innerer und duflerer Krifte)

N N N
D WERE 3 WILED DI 9t SR AP
=1 =1 j=1 ]

Leistung

12



6.3 Bilanzgleichungen & Erhaltungsgrifien
6.3.1 Impulsbilanz (Massenmittelpunktsatz)

@
Il
-

N N
7= Zm”;,: Z (emt) +ZZF(m) Fleat) + > Zﬁ” + Zﬁﬂ — flext) 4 % . Z <F;J 4 ﬁji) _ fleat)
i —_———

i=1 i=1 j=1 ij ij ij
N—— 0
ﬁ(ewt)

Flewt) — o — P = const

N
= E mir; = E mT; = mrc) mr, — mr, = Fet)
i=1

Der Massenmittelpunkt eines Massenpunktsystems bewegt sich so, als ob in ihm die gesamte Masse des Systems vereinigt
wére und an ihm die Resultante aller &ufleren Kréfte wirkte.
Spezialfall: Homogenes Schwerefeld:

6.3.2 Energiebilanz

R
P DR A DDLU ZF =P
Die zeitliche Anderung der kinetischen Energie eines Massenpunktsystems ist gleich der Gesamtleistung, d.h der Leistung
aller am System angreifenden Krifte. Sind die Kréifte Potentialkrifte, so dass gilt
Fy=-ViU

so folgt

N N N N .
i . U da? A o d oU
P=Y R=d Rofi=-3 ViU-R=-3 05 = w e~ aT

Ist die Kraft nicht zeitabhéngig also konservativ, so gilt Energieerhaltung fiir das ganze System. Teilt man die Kréfte in
konservative und dissipative Krifte auf, so gilt

d T n U ZF(dzss . 'Fz _ P(diss)

Allgemein koénnen die dissipativen Krifte als duflere Krifte angesehen werden. Ist ein System abgeschlossen, so gilt im
allgemeinen Energieerhaltung.

6.3.3 Drehimpulsbilanz

Es gilt
L P el i Z?« CFE L3S
dt - - : [ [
1=1 j=1 i=1 i=1 j=1
Ni(ewt)
1
_M(ewt ZTzXFzg+ZrJXFJZ :M(ewt)+52(f’i,f.})xﬁ”
i,j=1 =1 i,j=1

13



Nimmt man an dass die zwischen den Massenpunkten wirkenden Krifte Zentralkrifte sind, also Ej || (7; — ;) dann gilt
(7y — ;) x Fy; = 0 also
E _ M(ext)

Die zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses eines Massenpunktsystems ist gleich dem Gesamtdrehmoment der dufleren
Krifte, wenn die inneren Krifte Zentralkriifte sind. Ist M(¢*") = ( so gilt Drehimpulserhaltung L = const. Die zum
konstanten Gesamtdrehimpuls senkrecht stehende Ebene wird invariable Ebene genannt.

Spezialfall: Homogenes Schwerefeld: § = —gé., .

M (ext) Zmnxg(Zmlrl)xgmrcxg

6.3.4 Drehung um eine feste Achse

Betrachten die Drehung eines Systems um eine feste Achse (z). In Zylinderkoordinaten lautet dann die Komponente von L
in Richtung der Drehachse:
N
= miol¢i
i=1

Im Falle eines starren Korpers ist V 4,7 : ¢; = ¢; =: w und ¢; = %; = 0. Mit

N
0= Z m; 07
i=1

O := /QQdm

als dem so genannten Tragheitsmoment erhilt man

bzw.

Die Grofle

ist die Rotationsenergie des Korpers.

6.3.5 Steinersche Satz

Sind O, und O die Tragheitsmomente des Korpers bzgl. zweier im Abstand o, liegenden paralleler Achsen, wobei die erste
durch den Schwerpunkt verlduft, so gilt
0 =0.+mo?

6.4 Bewegte Bezugssysteme

Betrachten neuen Bezugspunkt O,:
i =To + 75,
e Kinetische Energie

—

Tix

-

T: 0 +mF0~Fc*

+Zm’

Liegt der Bezugspunkt im Schwerpunkt des Systems, also 7y = 7. — 7 = 0 so gilt

N
" 2+Zm1 g
i
, 2
=1

Tec

="
2

14



e Drehimpuls

L,=1L—7yxg—m(f,— ) X
dL, dL dp - TR 7 '
= T x =l = ) x 7o = M — (i — 7o) x o, M = MO — 7 x

Wird O, als der Schwerpunkt gewahlt, oder ist o = 0, so folgt
dl—:* 7 (ext)
R /4
dt

Spezialfall: Homogenes Schwerefeld und 7y = 7
Miext) _ M(emt) — Ty X p‘: mr,. X g'— T X (mg') =0

6.5 Virialsatz

Betrachten potentialkrafte F’l =-V,U.
Virial des Systems:

Es gilt
a & N ) N N N
g DT Ty = Y T T =y ol =y T Fy == 7 ViU
i=1 i=1 i=1 i=1 =1
—_——
2T
Lo . t+T LT g o
i | f| = [ S 2Ty
=1 t—T =1
Bleiben die Massenpunkte alle im Endlichen, so verschwindet der linke Ausdruck, und man erhélt den Virialsatz:
N
oT = Z 7 VU =Y
i=1

Das zeitliche Mittel der kinetischen Energie ist gleich dem halben Virial des Systems. Ist U eine homogene Funktion k-ten
Grades ergibt sich

2T = kU
Speziell ist fiir das Newtonsche Gravitationsgesetz k = —1 also
2T = -U

Aus dem Virialsatz folgt, die Massenpunkte bleiben immer im Endlichen genau dann wenn £ =T + U < 0.

6.6 Gekoppelte Schwingungen

Betrachten nur lineare zusammenhinge von Ort und Kraft.
Vorgehensweise:

e Aufstellen der Bewegungsgleichung fiir die geeignet gewiihlten Koordinaten des Systems: &; = f;(&)

e Umschreiben der Bewegungsgleichungen in eine Matrix-Gleichung — Konstruktion der Koeffizientenmatrix A:

P=—A-&

15



Aufstellen der Sekulargleichung — auffinden der Eigenwerte Aq, ..., A, von A. Sind diese positiv so sind deren positive
Wurzeln die Eigenfrequenzen des Systems.

Losen der n DGL'n 2er Ordnung:

Gi=—Xi"q ~ ¢ =aq(t)
Auffinden der zugehérigen (orthogonalen) Eigenvektoren iy, ..., ty,.

Aufschreiben der allgemeinen Lésung als

n
Tr = E q; - Uj
i=1

16



7 Lagrange Mechanik
Betrachten IV Massenpunkte und deren 3N Raumkoordinaten x1, ..., x3n:

1
T2

8]
Il

T3N

7.1 Nebenbedingungen

Die die Bewegungsfreiheit einschrinkenden Bindungen kénnen als Nebenbedingungen formuliert werden. » unabhéngige Ne-
benbedingungen erlauben also nur noch f = 3N —r Freiheitsgrade. Die die Bewegungsfreiheit der Massenpunkte entsprechend
der vorliegenden Bindungen einschrianketen Kréfte F* werden als Zwangskrifte bezeichnet. Die auch im Falle eines freien
Systems vorliegenden Krifte F werden als eingeprigte Krifte bezeichnet.

e Holonome Nebenbedingungen lassen sich in Form von Gleichungen der folgenden Art formulieren:
fe(@t)=0, k=1,2,..,r, r <3N

bzw.

dfy =S L dr, + Ok gy _ g

e Anholonome Nebenbedingungen
3N
> fuil @ t)dw; + fro(E t)dt =0
i=1
Sie sind so beschaffen dass es keine Funktion f; gibt so dass

3N

dfy, = kai(f, t)dx; + fro(Z,t)dt

i=1
Die DGL besitzt also keinen integrierenden Faktor!

e Unilaterale Nebenbedingungen sind in Form von Ungleichungen ausgedriigt, sie stellen einseitige Bindungen
dar.

e Bilaterale Nebenbedingungen sind in Form von Gleichungen ausgedriigt, stellen also doppelseitige Bindungen
dar.

e Skleronome Nebenbedingungerﬂ (holonom oder anholonom) sind NB die nicht explizit von der Zeit abhingen,

also
of _ O fri
ot ot

0 bzw, =0, fro=0

¢ Rheonome Nebenbedingungerﬂ sind NB die explizit von der Zeit abhéingen.

7.2 D’Alembertsches Prinzip
7.2.1 Virtuelle Verriickung

Virtuelle Verriickungen sind mit den NB vereinbare, infinitesimal kleine Auslenkungen des Systems, die momentan
geschehen sollen, d.h 6t = 0 und damit nur gedacht (virtuell) sind. Sie geniigen also den Gleichungen

3N af 3N
Z k&ri =0 bzw. kaiéx,- =0
i=1

o0x;
v i=1

1Griechisch: Sklero-Nom ~ Harte-Regel
2Griechisch: Rheo-Nom ~ Fliesende-Regel
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7.2.2 D’Alembertsches Prinzip

Zwangskriifte leisten bei virtuellen Verriickungen keine Arbeit:

3N N N
ST Frow; =N Fr oo =Y (mii — F) - 67 =0
i=1 i=1

i=1

Bei Bewegungen von Massenpunkten in vorgegebenen Raumfldchen stehen die Zwangskrifte immer senkrecht zu diesen. Im
Falle von unilateralen NB ist zu schreiben

3N 3N
i=1

i=1

Zusammen mit den r NB stellt obere die Ausgangsgleichung zur Bestimmung des Bewegungsablaufs eines Massenpunktsy-
stems dar.

7.2.3 Prinzip der virtuellen Arbeit

Ein Massenpunktsystem ist dann und nur dann im Gleichgeweicht, wenn die gesamte virtuelle Arbeit der am System angrei-
fenden eingepréigten Kréfte nicht positiv ist:

3N N
Y Fibw; =y Fp 6 <0
i=1 i=1

7.3 Bilanzgleichungen

Die fiir freie Systeme geltenden Bilanzgleichungen bzw. Erhaltungssétze gelten auch fiir gebundene Systeme solange zu den
eingepréigten auch die Zwangskréfte hinzugefiigt werden.

In der mechanischen Energiebilanz gebundener Systeme spielen im Falle skleronomer NB nur die eingepriagten Kréfte eine
Rolle. Besitzen diese ein Potential U so gilt wie fiir freie Systeme

d ou
a(TjLU) =5

Im Falle rheonomer NB gilt im allgemeinen keine Energieerhaltung!

Starrer Korper: Betrachten (gegebenenfalls gebundenen) starren Korper. Teilen Kréfte in dufiere eingeprigte (ﬁ (ext))
und duBere Zwangskrifte (F(¢*™)) sowie innere eingepriigte (F) und innere Zwangskrifte (F*) ein. Dann leisten die inneren
Kriifte (eingepriigte und Zwangskrifte) keinen Beitrag zur Gesamtkraft und dem Gesamtdrehmoment. Beide sind nur durch
die dufleren eingeprigten bzw. Zwangskrifte bestimmt:

-

@ = F’(ewt) + ﬁ(5$t*) ﬁ _ M(eazt) + M(e:zt*)

dt dt

7.4 Lagrange Gleichungen 1. Art

Betrachten bilaterale Nebenbedingungen und suchen 7 Lagrange Multiplikatoren A1, ..., \;, so dass, in Ubereinstimmung mit
den Nebenbedingungen, gilt
Ofk

mi; = F; + Z)\kﬁ” =0 bzw. mz; = F; + Z)\k oz

k=1 k=1

Man erhélt also 3N + r Gleichungen zur Bestimmung von 3N + r Unbekannten. Durch einsetzen der &; in die » NB erhalt
man die 7 Multiplikatoren. Die Zwangskrifte ergeben sich als

T T 8
Ff=mi;— Fi =Y Mofwi bzw. Ff =3\ af’“
X
k=1 k=1

18



Die Leistung P* der Zwangskrifte ist gegeben durch

3N 3N r r 3N T afk
P*ZFZ-*@ZZ/\kfkiftiZ{)\kakiii} :*ZAkka Z ko
i—1 =1 i=1 k=1

i=1 k=1

weshalb im Falle von eingepréigten Potentialkriften F=-vVU gilt

d . Ofx
T +U) = ZAkfko—f ZM
Bemerkung: Mann kann das ganze verallgemeinern

sz = ﬁz +Zvifk, 1=1,...,.N
k=1

und somit auch andere Koordinaten als Kartesische benutzen! Alle Vektoren sind natiirlich dann in die entsprechende Form

zu bringen.

7.5 Lagrange Gleichungen 2. Art

7.5.1 Generalisierte Koordinaten

Betrachten 3N Massenpunktsystem mit r holonomen Nebenbedingungen bzw. f Freiheitsgraden. Fithren generalisierte

Koordinaten ¢, ..., gy ein:

q1
q2

und eine Transformationsforschrift

Es gilt

7.5.2 Generalisierten Kriifte

Bezeichnen @, als generalisierte Kraft:

ox;
Pq = Pa(das Ga,t) ZF
—~ 04a

Fiir die kinetische Energie T' = T'(qq, ¢a, t) gilt
d or orT

aaQa - 94a T

Sind die eingepriigten Krifte Potentialkréifte d.h F; = —9;U(Z, t) so kann man U als Funktion der generalisierten Koordinaten

und der Zeit schreiben
ou d oU

U=U) = 50~ Gae ~

und es gilt

07, 0qa  04qa

Z oU Ozx; ou
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7.5.3 Lagrange Funktion

Im Falle von Potentialkriften kann man also schreiben

doL oL
dt 94, 9qa B

wobei £L = T — U die Lagrange Funktion des Systems ist! Obere f DGL’n 2. Ordnung sind die so genannten Lagrange
Gleichungen, und stellen f zu l6sende Bewegungsgleichungen dar. Im Falle zeitabhéingiger Potentialkréifte und skleronomer
Bindungen gilt
dE __dt _oU
dt — dt Ot
Unter Zyklische Koordinaten versteht man solche Koordinaten g, fiir die gilt
oL d oL L
— =0 - —5—-=0 — —— =const
O dt 9qp Iy

Aus zyklischen Koordinaten kommen also Erhaltungsgréfien hervor!

7.5.4 Generalisierten Impulse
Definieren die generalisierten Impulse p, als

¢ _or . o
P = 94 ~ 04, T 0qa

7.5.5 Anholonome Nebenbedingungen

Sind r holonome und 7’ anholonome Nebenbedingungen gegeben, so sind erst f = 3N — r generalisierten Koordinaten
einzufiithren. Zu schreiben wire dann

bzw. im Falle von Potentialkriften

f
d oL 0L
Z;(ﬁa%&h>wa0

Obere Gleichung wiire dann zusammen mit den 7’ anholonomen Nebenbedingungs-Gleichungen

f
Z fladga + flodt =0
a=1

zu losen, wobei f/, und f}, allgemein Funktionen der f generalisierten Koordinaten sind.
Bemerkung: Gibt es keine holonomen NB also f = 3N ”generalisierten Koordinaten” so geht das ganze in das d’Alembertsche
Prinzip iiber.

Variante: Das ganze kann auch in Form von Lagrange Gleichungen 1. Art aufgeschrieben werden:

dor or
dt 94,  Oqq

=o, + Z )‘lfla
i=1

bzw.
d oL 0L "

“ i ad M fla
ETRE TS

Obere wird dann zusammen mit den ' NB gelost.
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7.5.6 Mehrdeutig bestimmte Lagrange Funktion

Fiir eine beliebige Funktion der generalisierten Koordinaten und der Zeit R(qq,t) fiihren die Funktionen
, d
L=T-U L :£+&R(qa,t)

zu den gleichen Bewegungsgleichungen, die Lagrange-Funktion eines Systems ist also bis auf die totale Zeitableitung einer
beliebigen Funktion der Koordinaten und der Zeit bestimmt, denn

iaﬁ’iaﬁ’i i@ﬁiaﬁ d@ Z@R OR 75‘@
dt 04,  0qa \dtOdd, 0Oqq dt 0qa aqb 8t dq, dt

_iaﬁ_aﬁ i@R_ide_ iaﬁ_aﬁ 8d7R_6d7R_i8£_8£
T\ dt 04, 0qq dt 0q, 0Oq, dt T \dt 04, 0qq Jq, dt Jq, dt Tdt 04, 0qq
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8 Kreiseltheorie

Fiir einen starren Kérper wird der Tragheitstensor definiert als

N
@ik - Zmu [gik(xu)j(l'uy - (wu)z(xu)k]
v=1
Speziell fiir Kartesische Koordinaten
N .
Oir = _my [(z);(2) ik — (x0)i(20)k]
v=1

Die Diagonalelemente sind die Tréigheitsmomente bzgl. der jeweiligen Achsen, wobei die restlichen Glieder die so genannten
Deviationsmomente sind. Die Rotationsenergie ist gegeben durch

Oir
T, = Tkijk

Fiir den Drehimpuls gilt .
L =0;w" bzw. L=0-&

Da © symmetrisch ist ist sie diagonalisierbar und es gibt 3 Achsen fiir die © in eine Diagonalform iibergeht. Diese drei
Achsen sind die Haupttrigheitsachsen und gleichzeitig auch die freien Achsen des Korpers. Bei einer Rotation um eine
dieser Achsen A; gilt

O -
T, = 2“(4)2 ANL=6;- -d
Fiir einen Beobachter im korperfesten Koordinatensystem gilt
dL .
— 4+dxL=M
dt

woraus die Eulerschen Gleichungen folgen

Oiw; + (@3 — @2)(.«.)20}3 = M,
Oowoy + (@1 — @3)&13(4}1 = M,

O3w3 + (02 — O1)wiwy = M3

wobei & und O bzgl. des Korperfesten Koordinatensystems (im allgemeinen kein Inertialsystem) definiert sind.
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9 Hamiltonsche Mechanik

9.1 Hamiltonsches Prinzip

Definieren die Wirkung S des Systems zwischen zwei Zeitpunkten als

(2
S:/ dt L
tq

Hamiltonsches Prinzip: Die von einem Massenpunktsystem (im Konfigurationsraum) tatséchlich durchlaufene Bahnkurve
zeichnet sich gegebiiber den zugelassenen Vergleichsbahnen dadurch aus, daf fiir sie die Wirkung stationéir wird, bzw. einen
Extremwert (meist ein Minimum) annimmt:
to ta
65’:5/ dtﬁz/ dt 6L=10

t th
Oberes nennt man auch Prinzip der kleinsten Wirkung. Dabei erfiillen die Bahnvariationen g, folgende Bedingungen
e Die Variationen sind bei konstanter Zeit zu betrachten, d.h dt = 0.
e Die Variationen sind infinitesimal klein.
e Die Vergleichsbahnen sind zwischen den gleichen Zeitpunkten ¢;, %2 zu betrachten.

e An den beiden Enden #1,t2 sind die Zusténde identisch, d.h dgq ¢, t,= 0.

t f t
2 2 d oL 0oL d oL 0L
/tl d”‘—z‘s%/h o (dtaq‘aq> T 06, 0gn "

Es ergibt sich

Die Lagrange Gleichungen sind also die Losungen der Fuler-Lagrangeschen Variationsaufgabe.

9.2 Hamilton Funktion

Definieren die Hamilton Funktion
f
H = Zpaq.a - L= H(Qaa Qa(vapbvt)a t) = H(Q(Upavt)

a=1

als Funktion der generalisierten Koordinaten, Impulse und der Zeit.

9.3 Kanonischen (Hamiltonsche) Gleichungen

f .
oL 0 oL o
Z o9y T b

f
8% Z qvpy — " bz

a | dgy 8(1 9y Oqa
5ab
:zf:aqbpb_ac_zaqbb oc__doc
— 04a 940 = 94a a dt 9q, ‘
oM _ 9 5~ oc +i 20 Zaz ody
Opa ~ Opa 2P T Gy, Tt Py, iy op. "

23



9.4 Weitere Eigenschaften

M _ i or.  on. |, on_on
dt ~ 2| 9" T ap, | T o T o
0
oH 8qa Z oL 94, 0L L
ot 8q ot ot ot

P a

Hiingt die kinetische Energie nur von den Quadraten ¢2 der generalisierten Geschwindigkeiten ab, ist also homogen vom

Grad 2, und ist 3.U
94

=0, so ist die Hamilton Funktion genau die Energie des Systems

f f
. 0L . or
M=) oy ~E= Doy L= -THU=T+U=F
a=1 a=1

a

und
dE. _dH OH 9L 0U

dt  dt 9t ot ot
wird zur Energiebilanz.

Bemerkung: Allgemein folgt aus skleronomen Bindungen dass die Hamilton Funktion gleich der Energie istE]: H=F.TIst
also die Hamilton Funktion nicht explizit zeitabhéngig, so impliziert dies skleronome Bindungen und somit auch Energieer-
haltung!

9.5 Poisson-Klammern
9.5.1 Definition
Definieren die Poisson-Klammer {, } bzgl. zweier physikalischer GréBlen A(qq, pa,t), B(ga,Pa,t) als

{A,B}::zf:{aAaB o4 aB}

) 0qa Opa Opa 0qa

9.5.2 Eigenschaften

e Antisymmetrie

{A,B} = —{B, 4}

e Linearitit
{(A+B),C} ={A,C} +{B,C}

{AB,C} = A{B,C} +{A,C}B

0A 0A
{Aapa} - aqa {A7qa} - 7apa

e Jakobi-Identitat
{A,{B,C}}+{B,{C,A}}+{C,{A,B}} =0

3 Aus skleronomen Bindungen folgt dass die kinetische Energie eine homogene Funktion vom Grad 2 ist
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{Qa7pb} = 5ab {Qay qh} = {paapb} =0

e Fiir eine Physikalische Grofie {4, B} gilt das Poisson-Theorem:

{A B} = {‘Z‘f B}+{A,‘f£}

Sind also A und B Erhaltungsgréfien so ist auch deren Poisson-Klammer eine Erhaltungsgrofie!

Aus
@_Zf: OA L 0A N\, 04 _ Zf: OAOH  0A MY 04
dt =\ 9q, a5y Pa Ot “=\04a0pa Opadqa) Ot
{AH}
folgt
dA 0A
o {AH} + ;n
und ferner
Pa = {pmH} Ga = {QmH}
Héngt A nicht explizit von der Zeit ab, so ist A eine Erhaltungsgréfie genau dann wenn
{A7 H} =0

9.6 Kanonische Transformationen

Suchen Transformation ¢, = ¢, (qp, v, t), P, = 0l (¢n,Ds,t) und eine neue Hamilton Funktion H’ so dass

g o
Pa= "3 ap,

/ a
a

Die Lagrange Funktionen

f
L= dapa—H anpa
a=1

diirfen sich nur um die totale Zeitableitung einer Funktion R(qq,,q,t) unterscheiden. Diese wird die Erzeugende der
Transformation genannt. Es muss also gelten

f f

f
4R — / @ . T I ay aj OR . 87R
L= ;q“p“ H=Lr *; T uzl(q“p“ GaPa) + 7 Hf; da. " " ag ") o
Vergleich der beiden Seiten fiihrt zu
OR
- _
H =H+ N
_OR
Pa = 94a
,_ OR
P ™ " 0q,

Umstellen ergibt dann die gewiinschten Beziehungen zwischen den alten und neuen Koordinaten. Man erhilt also die neue
Hamilton Funktion

OR
H'(4as Past) = H{av(das s £), P (das P t) + 5 (a6(das Pas t) das )

t
Analog handelt man auch im Falle von Erzeugenden die von anderen Variablen abhingen.
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9.6.1 Hinreichendes Kriterium fiir kanonische Transformationen

Kanonische Transformationen sind gerade solche Transformationen die die Poisson-Klammern zweier (beliebiger) Grofien A

und B invariant lassen:
{A> B}p,q = {Aa B}p’,q’

Das Problem reduziert sich also auf die Berechnung der Poisson-Klammern der transformierten Koordinaten und Impulse
q',p’ als Funktionen der urspriinglichen Koordinaten und Impulse ¢, p. Es muss also gelten:

{qgaq;‘}q,p =0
{p;»p;‘}qw =0

{qév p;'}q,p = 0y

9.7 Hamilton-Jacobi-Gleichung

Suchen Transformation so dass

H =0
d.h alle transformierten kanonischen Variablen ¢/, p/, sind zyklische Variablen, also
q, = A, = const, p,, = B, = const

Bei bekannter Transformation ist das Problem gelofit, da

da = 4a(qh, Py, t) = qa(Ap, By, t) = qa(t)

Pa = pa(QZlyapga t) = pa(Abv Bb7 t) = pa(t)

Zeitfunktionen darstellen. Die gesuchte erzeugende R = R(qq,pl,,t) = R(qa, Ba,t) erfiillt die partielle DGL

H qa’%’t +aa—]:=0 ~ R = R(qa,ba,t) + A, b, A: const
—~—
Pa

Obere wird Hamilton-Jacobi Gleichung genannt. Aus ihr kénnen dann die gesuchten ¢, p/, und somit auch die gq,pq
berechnet werden. Dabei stellt sich heraus dass

R:/dtﬁzS

bis auf eine unwesentliche Konstante, genau die Wirkung des Systems ist! Die Hamilton-Jacobi Gleichung ist also die Glei-
chung, der die Wirkung S geniigen muss:
oS oS
H (qa7 Y t) - =0

9qa ot
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10 Herleitungen zwischen den Formalismen

Betrachten N Massenpunkte unter r [anholonomen| Nebenbedingungen, also mit f = 3N — r Freiheitsgraden.

10.1 D’Alembert — Lagrange I

Wir beginnen mit

und fiir virtuelle Verriickungen dx; und §t = 0

3N 3N T 3N
D fridmi 4 frodt = D fribwi =0 — > A > fribw; = Z dx; Z Ak fri =0
=1 k=1 =1 =1

i=1

Wir subtrahieren die 2e von der len Gleichung und erhalten

3N T
Z (mz‘iz‘ - F; — ZMfki) dx; =0

=1 k=1

Waihlen wir jetzt also A1, ..., A, so dass die r abhingigen Summanden verschwinden, so miissen auch die restlichen verschwin-
den da deren Verriickungen unabhéingig sind:

. 0
mid; = Fi+ > Aefni = fk{

10.2 Lagrange I — D’Alembert

Wir beginnen mit

—Fi=) Mefri=0

und summieren auf

3N T 3N 3N r
0=>" (mz% —F-> )\ksz') mi =Y (ma; — Fi)6mi — » > A fridi
=1

k=1 i=1 i=1 k=1

3N
] = i=1

0

10.3 D’Alembert — Lagrange II

Wir driicken die virtuellen Verriickungen dx; durch die generalisierten Koordinaten aus

f 8.131'
oy = Z aféqa

a

a=1
und gehen damit in das D’Alembert Prinzip ein
3N 3N ax 3N .
0= ; (m;&; — F;) 0x; = ; (m;i; — z) 5qa = Z&]u ;mlxZ Z F— D
%/—/
P,
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Da die dg, unabhéngig sind muss jeder Summand verschwinden, also

3N d P ;
a - Zmzajz qa dt Zmzxz a Zmizzaaiza

1=

3N 3N
0

=7 ML ~—— — ML — = — = - % T A I,
dt pt 0qq 0q,  dt 9q, pt 2 9q, pt 2

i=1

_dor or
Cdt9g.  Oqq

Sind alle Krifte Potentialkrifte F; = —0;U(z;,t) so folgt

Z oU Ox; ou oU
8IZ aQa 8 aQa

d 0 or d oL oL

— — — T— = — — e
a9 T 5 T Y= Gvd  a

10.4 Lagrange II — D’Alembert

Wir beginnen mit
d oL B oL dor Z Ox;
dt 84s  0qa dt 9qq 8qa ' 040

a=1

, machen den umgekehrten Rechenweg wie vorhin und erhalten

oz,
ZW“ Z o0, ="

Wir summieren auf und erhalten
3N

f 3N o0x; o0x; 3N f o0x;
a=1 i=1 i—

i=1

10.5 Lagrange II — Hamilton

Wir beginnen mit

/
doL oL\ . d (0L . ()<= 0L
;(dtaga— )5%_0 - ;df (3%)6%_23%5%

und schreiben um

d (oL dfoc_ N\ ocd_  d (oL oL
P dt \ 94, 1) "8G, dt° % T ar \ 9, ") T ag, e
f f
oL oL d <~ oc
= 3 (Gon+ gt = 7 2 g0
oL
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da fir t = t1,to gilt 6g, =0. O

10.6 Hamilton — Lagrange II

ta

& " oL oL . &
5 Edt—/ dt 6L = dtZ(a 8qa + 8%5%)_/ dtz

121 21 tq a1 t1 a=1

oL oL d
(8(] %t P 04q dt(s a)

L) oL, o d oL oL . 1" e Iroc doc
0qq —/ dt ———09q, + [,5%} = / dt ( - ) 0qq, =0
az::l / aQa th dt 8 8Qa t th az::l 8Qa dt 8QLL
—_———
0
Da g, unabhéingig sind muss jeder einzelner Summand verschwinden. Da ferner ¢1,ts beliebig sein kénnen muss auch der

Integrant verschwinden:

oL d oL

g dt0G, "

10.7 Hamilton — D’Alembert

d oL oLC t2 d oT aU t2
0/1 dt 6L = /dtZ(dtaxi)éxi/ dtZ(dtaxl )&g/ dtz mii; — F) x;

t1 t1 t1

‘}Zmllﬁ* Yoxr; =0 O
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