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1 VORWORT

1 Vorwort

1.1 Was dies ist

Hierbei handelt es sich um Aufzeichnungen und Erlduterungen des Stoffes der im SS 2009 an der FSU Jena von
Prof. Werner Linde im Fach Stochastische Prozesse gelehrt wurde.

1.2 Verbesserungen

Ich werde immer mal dieses Skript verbessern bzw. erweitern. Im Falle von Fehlern, ist mir Bescheid zu sagen
das beste was du machen kannst, da so alle davon profitieren konnen. Wissen ist das einzige auf dieser Welt das

vom Teilen mehr wird!
Ich bin zu erreichen unter stilianos.louca@apfel. uni-jena.de, ohne das Obst.



2 STOCHASTISCHE PROZESSE

2 Stochastische Prozesse

2.1 Existenz & Eigenschaften
2.1.1 Definition: Zufallige Grofie

Es sei (€2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (.5,.7) ein messbarer Raum und X : Q@ — S messbar. Dann heifst
X zufdllige, S-wertige Variable. Es bezeichne ferner Py das durch X induzierte Bildmaf auf (5,.7), definiert
durch

Px(B):=P(X '(B)) , Be.Y

Dann heilt Px Verteilungsgesetz von X. Zufallsvariablen X7, X5, .. : Q@ — S heifien unabhingig, falls
Pix1,x2,.) = Px, ®Px, @ ...

Zwei Zufallsvariablen X : ) — S, Y : Q' — S heien identisch verteilt, falls Px = Py.! Gegebenfalls schreibt

man X &y, Unabhéngig, identisch verteilte X7, Xs,.. bezeichnet man auch als Identically, Independently
Distributed (iid).

Bemerkung: Fiir S = R nimmt man in der Regel an dass . = Z(R) die Borel-o-Algebra iiber R ist. In
diesem Fall spricht man von einer reellwertigen Zufallsvariable. Bemerke dass dann Messbarkeit von X dquivalent

ist zu
X Y(~o00,t]) €& VteR

2.1.2 Definition: Kovarianz

Seien X,Y : 2 — R zufillige Grofen. Dann heifst
Cov(X,Y) :=E((X —EX)(Y —EY))

Kowvarianz von X und Y. Fiir zufélligen Vektor X : 2 — R™ heiftt die Matrix R € R™*" definiert durch

R = (Cov(X', X7))"

ij=1

Kovarianzmatriz von X (falls existent).

Bemerke: Sind X,Y unabhingig, so ist Cov(X,Y) = 0.

2.1.3 Definition: Stochastischer Prozess

Es sei T' # () eine beliebige Indexmenge, (€2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (.5,.7) ein messbarer Raum.
Eine Familie (X;),., von S-wertigen Zufallsvariablen X; : Q — S heifit S-wertiger, stochastischer Prozess auf
(92,8, P), parametrisiert durch T. Man schreibt auch einfach X = (X¢),., und nennt S den Zustandsraum des
Prozesses.

Bemerkungen:

e Man kann sich alternativ einen stochastischen Prozess als Abbildung X : T x 0 — S vorstellen, mit
X(t,) : 2 — S messbar.

e Ist T = [0,00), so beschreibt X einen Prozess, dessen Wert zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 zufiillig verteilt
ist, beschrieben durch X;. Der Wert P(X,; '(B)) entspricht dann der Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢
einen Wert aus B € . zu beobachten.

1Unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen X7, .., X, nennt man manchmal unabhdngige Kopien.



2.1 Existenz & Eigenschaften 2 STOCHASTISCHE PROZESSE

P X (W)

>

T

Abbildung 2.1: Beispielablauf eines stochastischen Prozes-
ses fiir ein Festes w € Q. Jeder Wert X¢(w) ist eigentlich
zufillig verteilt.

e Die Abhéngigkeit von X; von den anderen Werten zu s # t ist ein allgemeines mathematisches Problem.

2.1.4 Definition: Pfad eines Prozesses

Sei (S,.7) ein messbarer Raum und (X;),., ein S-wertiger zufilliger Prozess auf (©2, &, P). Es bezeichne
ST={f|f:T— S}
Dann heift die Abbildung X : Q@ — S7, definiert durch
X(w)(t) = Xi(w)

Pfad des stochastischen Prozesses X (beachte gleiches Symbol).?

Interpretation: Wobei der klassische Ansatz darin besteht, einen zufélligen Prozess als eine sequenz von
zufélligen Variablen betrachtet, die zu jedem Zeitpunkt einen zufédlligen Wert liefert, entspricht der Pfad des
Prozesses (analytischer Ansatz) einem einmaligen Durchlauf des Experiments und anschliefender Auswertung
der Werte Xj;.

Beispiele:

e Es sei zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 der (zufillige) Luftdruck X; an einem bestimmten Ort beobachtet. Dann
wird durch den Pfad von X jeder Weltgeschichte w der Verlauf X;(w) des Luftdrucks zugeordnet.

e Es sei 3 mal gewiirfelt und:

X7: Wert des 1. Wurfes.

X5: Summe des 1. und 2. Wurfes.

X3: Summe des 1., 2. und 3. Wurfes.

In diesem Kontext entspriche der analytische Ansatz der Wahl einer (erlaubten) Funktion f : {1,2,3} —

N, z.B.
f)=3, f2)=5, f3)=9

Diese entspricht dem elementaren Ereignis w = (3,2,4), mit f(-) = X()(w).

2Bilder der Pfad-Abbildung werden wir auch als Pfade bezeichnen.
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2.2 Endlich-dimensionale Verteilungen
2.2.1 Definition: Endlich dimensionale Verteilung zufalliger Prozesse

Gegeben sei ein (S,.7)-wertiger stochastischer Prozess (X¢),., auf (©,&,P). Dann heift fiir ¢4,..,t, € T das
Wahrscheinlichkeitsmaf P7¥,  definiert durch

PX . (B)=P{weQ: (X, w),..X, (w)€B}Y , Bes"

n

endlich dimensionale Verteilung des Prozesses. Ferner definiert man
X
{Ptl,.‘,tn }tnggl
als die Menge der endlich dimensionalen Verteilungen des Prozesses.

Bemerkungen:

o Das Wahrscheinlichkeitsmafy Pt)l(,..,tn ist das durch den zufélligen Vektor
(Xt ey X)) : 2 — S
induzierte Bildmaf auf (S™,.7™).
o PX . ist eindeutig durch die Werte auf den Wiirfeln

{Byx:+X By :B; €%}

bestimmt. Pt)f"_,t" (X B;) entspricht dabei der Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess zu jedem Zeitpunkt ¢;
7

einen Wert in B; annimmt.

Beispiel: Betrachten einen sog. 1-dimensionalen random walker der zu jedem Zeitpunkt n € N einen zufélligen
Einheitsschritt nach links oder rechts, mit jeweils der Wahrscheinlichkeit (1 — p) und p macht.

Abbildung 2.2: 1-dimensionaler random-walker.

Mit T := Ny, Xy := 0 und X,, als der Position nach n Schritten, ergibt sich Beispielsweise

Poa({(0,)}) =p, Pr2({(1,2)}) =p*, Pr2({(1,0)}) = p(1 - p)

2.2.2 Definition: Aquivalente stochastische Prozesse

Zwei T-parametrisierte S-wertige stochastische Prozesse (X),cp (Xi)ier jeweils auf (Q,&,P) und (2, &, P)
heiflen dquivalent (identisch verteilt) <

Vi, tn €T : PY_, =P .

Man sagt X ist eine Version von X und schreibt X = X.
Bemerke: Aquivalenz stochastischer Prozesse ist eine Aquivalenzrelation.
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Beispiel: Es sei P = A das Lebesgue-Maf auf  := [0, 1] und

1 :w=t
X, (w) = { Y , twel0,1] (2.2.2.1)
0 :sonst

Dann ist X dquivalent zu X = 0, denn

1 :0en;B;

0 :sonst

P{{X, €By, i=1,..,n}) :P<O{Xti c Bz}) _ {

= ,P({)}tl S Bi R 7 = 1,..,7’1,})

2.3 Kanonische Darstellung
2.3.1 Definition: Zylindermenge

Es sei T' # () eine beliebige Indexmenge und (S,.#) ein messbarer Raum. Dann heift Z C ST Zylindermenge
=

z={fesS"|(f(t),. f(ta)) € B}
fiir irgendwelche ¢y, ..,¢, € T und B € " := @), .. Man nennt B die Basis von Z und schreibt auch

Z ={(vt)ter : (Tty, .., 21,) € B}
Ferner setzt man
%o = %)(ST) = {Z cst.z Zylindermenge}
Beispiele:

o FﬁI‘T:{tl,tg}, S =R und
Z={f:T—R]|[f(t1) € Bi}

ist
Z = {(.731,332) €R? | HATS Bl}
d.h. identifizierbar mit einem Zylinder in R2.
e Fir T:=R, S=R, B={0} x---x {0} entspricht
—_——
Xn

Z={fR->R:(f(t1),..f(tn) €B}={f:R—=>R| f(t;) =0, i=1,..,n}

der Familie aller reellen Funktionen auf R die zu den Zeitpunkten ¢; den Wert 0 annehmen (siche Abb.
2.3).

Abbildung 2.3: Zur Definition von Zylindermengen in R¥



2.3 Kanonische Darstellung 2 STOCHASTISCHE PROZESSE

Bemerkungen:
1. Fiir t1,..,t, € T und f € ST setzen (.. 1, (f) := (f(t1), ., f(tn)) € S™. Somit ist
Ctl,..,tn : ST — 5"

und
Z =00 (B)

eine Zylindermenge mit Basis B.
2. Fiir Permutation 7 € Sym(n) setzt man
Tr((x1,.yxp)) i= (xﬂ(l),..,x,r(n)) (2.3.1.1)

Dann ist
T,:S" — S"

bijektiv und T = T 1.
3. Fiir messbare Menge B € ./" und Permutation 7 ist offensichtlich auch T (B) € " messbar. Mit
2={feS8":(f(tr), . f(tn)) € B} = {f € ST : (f(tx1): --: [(tz(w)) € Tn(B)}

wird ersichtlich: Durch Verdnderung der Basismenge B einer Zylindermenge Z kann man die entsprechenden
t1,..,t, umordnen.

4. Ist {t1,..,tn} C {S1,-.,Sm}, m > n so besitzt
Zim {f €8T (f(t), flt)) € B

(B € ™) auch eine Darstellung mit sy, .., Sym-
Beweis: Wegen 3. kann man 0.B.d.A annehmen ¢; = sq,..,t, = s,,. Dann ist

Z={fe8":(f(s1),... f(sm)) € BxS" "}
esm

5. Aus 4. folgt: Z C SV ist eine Zylindermenge <

IneN, BeS" : Z={(z:)2y: (x1,..,2p) € B}

1=

2.3.2 Lemma iiber %;(S7)

Es sei T # () und (S,.#) ein messbarer Raum. Die Menge %; aller Zylindermengen in S7 ist eine Algebra.
Bemerke: % ist im allgemeinen keine o-Algebra.

Beweis:
e 0={fesT: f(to) €0}
e Sei Z={feST:(f(t),..,[(tn)) € B} € 6 fiir irgendein B € .#™ und t1, .., t, € T. Dann ist auch
ze=8T\z={fesS": (f(t),..f(tn)) € B°} € %
e Es seien

Zy={f eS8 (f(tr),.. f(tn)) € Bi} , Zo:={f € 8T : (f(51),... f(5m)) € B2}

zwei Zylindermengen. Setzen {uy,..,ux} := {t1,..,tn} U {s1,.., 8, }. Dann kann man nach obigen Bemer-
kungen schreiben

2= {resT: (flw), .. fw)) € Bi} , i=1,2
flir geeignete B; € .%*. Demnach

Z1UZy = {f € ST (f(ul), ..,f(un)) € él UEQ} € %o

10
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e Jedoch ist €y allgemein keine o-Algebra.
Gegenbeispiel: Setzen Z, C RY mit

Z, ={(z;)2, CR:z, =0} €6
und

Zi= ) 20 ={(@)y>1 25 =0V j}
neN

Dann ist offensichtlich Z ¢ 4.

2.3.3 Definition: €(S7)
Sei T # 0, (S,.#) ein messbarer Raum und %, die Algebra der Zylindermengen in S”. Dann nennt man
€ (ST) =€ = (% (ST))

(kleinste o-Algebra die %, enthilt) die Zylinder-o-Algebra in ST

Bemerkung: Jedes Element A € €(ST) besitzt die Darstellung
A={feS":(f(tr), f(t2),..) € B} , (t)ieneT, Be I

das heiftt, hdngt im wesentlichen von abzahlbar vielen Parametern ab.
(Ohne Beweis)

2.3.4 Lemma: Messbarkeit von Pfaden
Essei T # 0, (S,.%) ein messbarer Raum und (X¢);er ein S-wertiger zufilliger Prozess auf (2, &, P). Dann ist
der Pfad X : Q — ST messbar von & nach ¢'(S7).
Beweis: Es geniigt zu zeigen
X HZ2)e& VZc%

Sei also
Z:={feS":(f(t), . f(tn)) € B} €C , Bes"

Dann ist
X H2)={weQ: (X, (w),., X, (w) € B}

Da (X4, ..., Xy,) 1 © — S™ messbar ist, ist X 1(Z) € &.

2.3.5 Definition: Verteilungsgesetz der Pfade (Px)

Sei T # 0, (S,.5”) ein messbarer Raum und (X;)se7 ein S-wertiger stochastischer Prozess auf (2,&,P). Dann
nennt man das Bildmafs

Px :€(ST) = [0,00) , Px(Z)=PweQ:X(w)eZ}), Zc¥

das Verteilungsgesetz der Pfade von X.

11
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Beispiele:
e Betrachten den reellwertigen stochastischen Prozess (X;);cn auf (2, &,P), dazu
A:={(zj)jen CR: sug lz;| <1} € €(RY)
j€

Dann ist
Px(A) =P{w € Q:sup|X;(w)| <1}
jeN

e Betrachten den reellwertigen Prozess (X;)o<¢<1 und setzen
A:={feROY: lim f (1) existiert} € % (RO

Dann ist
Px(A) =P{w € Q: lim X (w) existiert}

n—oo n

2.3.6 Satz: Charakterisierung von Aquivalenz stochastischer Prozesse

Es sei T # 0, (S,”) ein messbarer Raum und (X)ser, ()?t)teT zwei S-wertige stochastische Prozesse jeweils
auf (2,8&,P) und (2, &, P). Dann ist

Beweis: Zum einen gilt

X=X & PloeQ: (Xyw,...,X,w) € BY =PlweQ: {(Xyw,..,Xs,w)eB} , neNt; €T, Be .S
o P{Xez)=P{Xez})), Z:={feST:(f(t),. f(t,)) € B}

< PX‘% = ~)?‘%

Anderseits ist ST € 4, 6 ist N-Stabil und 0(%y) = €. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir endliche Mafe ist
somit X = X #quivalent zu Px = Pg.
O

2.3.7 Kanonische Form: Vorbetrachtung

Sei T # 0, (S,.) ein messbarer Raum und (ST, % (ST), 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist (X;)¢er,
definiert durch

Xo(f)=[f(t), fesT (2.3.7.1)

ein S-wertiger stochastischer Prozess auf (ST, ¢ (S7T), u).

Beweis: Zu zeigen wiire, dass ¥V t € T die Abbildung X; : ST — S messbar ist. Tatsichlich ist fiir B € .7:
X, U(B)={f €8 : X\(f) € By € G(5") c €(5T)
f(t)

Bemerke dass der Pfad X : f +— (t — f(¢)) von X die Identitiit auf ST ist.
f

2.3.8 Definition: Kanonisch Form stochastischer Prozesse

Sei T # 0, (S,.7) ein messbarer Raum und (X} );er ein stochastischer Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(ST, 4 (ST), ) gegeben in der Form 2.3.7.1. Dann heift X in kanonischer Form.

12
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2.3.9 Satz: Stochastische Prozesse in kanonischer Form

Sei T # 0, (S,.) ein messbarer Raum und (X;);er ein S-wertiger zufilliger Prozess auf (Q,&,P). Dann
existiert ein zu X aquivalenter Prozess X in kanonischer Form.

Beweis: Sectzen p := Px auf (S7,%(ST)) und X,(f) := f(t). Zu zeigen wire X = X. Tatsiichlich ist fiir
t1,..,t, €T und B € /™

pE (B = ({f€ST: (Yi(f), Ve, (f) € BY)
~—
Px (f(t1)5e5f (tn))

=P{weQ: (Xy(w),.., X, (w) € By =P , (B)

2.3.10 Definition: Unabhingige stochastische Prozesse

S-wertige stochastische Prozesse (X} )ie7, .., (X[*)ter heifien unabhingig, wenn fiir alle t1, .., t,, € T die Vektoren
(Xt11’ o thm), o (XP, .., XI ) unabhéngig sind.

2.3.11 Lemma: Charakterisierung der Unabhingigkeit von Prozessen
Seien (X})ier, -, (X)ier n (S,.)-wertige stochastische Prozesse auf (2, &, P). Dann sind dquivalent:
1. (X}),..,(XP) sind unabhingig

2. Vity, . th, 1T, .t € T sind die Vektoren (X

fo th}nl )y ey (Xt’%,, . X{E:Ln) unabhéangig.
3. Fiir Zy, .., Z, € €(57) gilt
PU{X'eZi}n--n{X"eZ,})=P({X' € Z1}) .- P{X" € Z,})

das heifft deren Pfade sind unabhéngig verteilt.

Beweis: 0.B.d.A. betrachten nur zwei Prozesse (X;)ter, (Yi)ter. Der allgemeinere Fall ist fast identisch.
1 — 2: Seien ty,..,t,, S1,.., Sm € T beliebig, dann sind

(th, "7th)7 (Yslu ) Ysm)

unabhéngig, denn

Pl (X, X)) € Ay N{(Ys,, ., Y

Sm

)€ B)] = P[{(Xu, . X.,) € Ax S|PV Vi) €57 % BY]

yeAxsm}  {(Yiy,...Ys,,)ES" X B} {(X4y 0 X0, €A} {(¥sy,,Ye, )EB}

1 Sm

{(Xey 50X

2 — 1: Trivial.

2 — 3: Nach (2) gilt die Aussage fiir Z;, Z € 65(S7), das heifit

P(X»Y)|ng><(€0 = PX ®PY Co X 6o

Da %, x %y N-stabil ist, ST x ST € 6, x 6o und o (6 x 6o) = 0(%0) ® 0(%y), gilt die Aussage auf ganz
CR%C.

3 — 2: Trivial.

O
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2.3.12 Satz: Existenz unabhingiger Prozesse

Sei (X¢)ier ein (S, .7 )-wertiger stochastischer Prozess und n € N. Dann existieren unabhéngige, identisch zu
X verteilte, (S,.7)-wertige stochastische Prozesse (X})ier, -, (XJ)ier-

Beweis: Essei X : T x (Q,8,P) — S der Prototyp-Prozess. Definieren

Q’::ém, 6’::@@, P’:ép
j=1 j=1 j=1

dazu die Projektionen
7 = Q T, ewy) i=w o, J=1,0

Setzt man ‘
X} :=Xyom , teT, j=1,.,n

sosind X7 : T x ) — 8, j =1,..,n identisch zu X verteilte stochastische Prozesse:

=P o (XY, XD )T =P o o(Xiy o X0 )t = P )

———
P

PEX

J J
I Xi)

Per Konstruktion sind sie aufserdem unabhéngig:

P {we: (X, . X )weB}n-n{weQ: (XP,.,X])(w) € Bn})
=P {weQ: (Xy, X, )wi1)€Bi}n---N{weQ: (Xy,., X, )(wn) € Bn})
=P ({w1 € Q: (Xey, .., X¢,)(w1) € Bi} x -+ x {wy, € Q1 (X4, .., Xy, ) (wn) € Bu})

=P{w €Q: (Xey, .y Xt )(w1) € B1}) oo - P{wn € Q1 (X4, .y Xt )(wp) € Bp})

P ({we:(X1y -, X1, ) (w1)EB1 }) P ({we:(X1y -, X1, ) (wn)EBR })

=P ({we@: (X}, . X )w) eBi}) ... P ({we®: (X]',.,X]")(w) € By})

2.4 Pfadeigenschaften

Betrachtet sei ein von einem Parameter t € T abhéngiger, zufilliger Vorgang, beschrieben durch den sto-
chastischen Prozess (X;):er. Dabei beschreiben per Konstruktion zu X &quivalente stochastische Prozesse den
gleichen Vorgang. Ziel ist es oft, ein geeignetes X mit besonderen Eigenschaften zu finden.

2.4.1 Definition: Fast sichere Pfade

Sei T # 0, (S,.7) ein messbarer Raum und (X;):er ein S-wertiger stochastischer Prozess auf (2,8, P). Zu
beliebiger Untermenge E C ST sagt man X hat fast sicher Pfade in E <

INe@:P(N)=0 A X(w)eE Vw¢gN

Bemerkungen:

e FE muss nicht unbedingt in & liegen. Ist dies jedoch der Fall, so ist Px (E) = 1 dquivalent zur fast-Sicherheit
in E. Hieraus folgt insbesondere, dass X fast-sicher Pfade in F hat, genau dann wenn alle Versionen von
X fast-sicher Pfade in E haben (vgl. Satz 2.3.6)!
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Beweis:

1=Px(E)=P(X YE) = P(N)=0 A X(N )CE
::Ncee

X(N®YCE A P(N)=0 = Px(E)=PX YE))>P(N°)=1
DN¢e

e Fast-Sicherheit irgendeiner Pfadeigenschaft ist jedoch im allgemeinen nicht Versions-invariant. Als Beispiel
sei der Prozess im Beispiel (Gl. 2.2.2.1) in Def. 2.2.2 betrachtet. Zwar sind X = X, doch besitzt X fast

sicher keine stetigen Pfade, X aber schon! Somit ist insbesondere C[0, 1] ¢ %'(RI0:1).

Beispiel: Fiir topologische Raume (T, 0(T)), (S,0(S)) und S-wertigen (S ausgestattet mit der Borel-o-
Algebra 2(S)) zufalligen Prozess (Xi)ier auf (Q,&,P), hat X fast sicher stetige Pfade, falls fiir irgendein
N € @ mit P(N) =0 und alle w ¢ N gilt:

t—tp

Xi(w) — X (W), toeT
X hat fast sicher beschrinkte Pfade, falls fiir w ¢ N stets gilt:

sup | X (w)| < o0
teT

2.4.2 Mafstheoretische Vorbetrachtung
Betrachten den endlichen Mafraum (€2, &, ) und beliebige Menge E C Q (nicht unbedingt messbar). Dann ist
& ={ANE:Ac&}

eine o-Algebra in E (Spur-o-Algebra). Ziel ist es nun p auf &g entsprechend einzuschranken (bzw. Fortzusetzen).
Betrachten dazu das so genannte duflere Mayjs

w(B):=inf{u(A): ADB, A&}, BCQ

Es ist sogar der Fall, das zu B C Q ein B € & existiert, mit B C B und u(B) = p*(B) (Stetigkeit von oben).
Man nennt B messbare Hiille von B. Man definiert nun das Maf pg auf Sg:

pp(ANE) = wW(ANE), Ac®

Tatséchlich kann gezeigt werden, dass ug wohldefiniert (d.h. unabhéngig von der Wahl von E) und ein Maf auf
&g ist. Man nennt ug das Spurmaf auf E.

2.4.3 Satz iiber fast-Sicherheit von Pfaden
Ein (5, .%)-wertiger stochastischer Prozess (X;)ier auf (€2,&,P) hat genau dann eine Version mit fast-sicheren

Pfaden in E C ST, wenn P%(FE) = 1 gilt.

Beweis: Richtung "=". Sei Y = X ein stochastischer Prozess auf ((Nl,é,ﬁ) mit Pfaden f.s. in E. Nach Satz
2.3.6 gilt p:=Px = Py und B _
INe®& : P(N)=0 ANY(N°)CE

Sei nun C € €(ST) mit C O E beliebig. Wegen Y (N¢) C E C C folgt

Nec{weQ:Y(w)eC} = PN)<P{w:Y(w)eC})
N——

=1
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das heifst ©(C) = 1. Somit ist auch
p (E)=inf{u(C):CDE, Ce?}=1
Richtung 7<= Sei p*(E) = 1, dazu der oben (2.4.2) eingefiithrte Wahrscheinlichkeitsraum
(E, €k, bE)
Dann gilt
pe(CNE)=ulC) VCe¥ (2.4.3.1)

Setzen nun Y;(f) := f(t), f € E. Dann ist (Y;);er ein S-wertiger stochastischer Prozess auf (E, €, ug), denn
firt €T und B € .¥ ist

{feE:Yi(f)eB}={feE:f(t)e By=En{feST:f(t)e B} €%p

€6o(ST)

das heifit Y; : E — S ist messbar. Ferner ist X Y, denn fiir ¢1,..,¢, € T und B € ST :

p (f AV f Vi, £) € BY = u {f € B 5 (F(t1), - f(ta) € B} = ps[E0 {f € ST (f(t1), ., (1) € B} |

€¥

2.4.3.1

LY e ST (f(t), o f(ta) € B} =P (w € Q: (Xpw, .., Xo,w) € B)
Px

Per Konstruktion hat Y fast-sicher Pfade in E.

O

Beispiel: Fiir reellwertigen stochastischen Prozess (X;)ier auf (2,8, P) setze

B(T) = {feR": ing\f(tﬂ < oo}

Dann hat X eine Version mit Pfaden fast-sicher in B(T) wenn V C € € (RT) mit B(T) C C genau dann wenn
stets Px (C) = 1 gilt. Fiir beliebige abzahlbare Teilmenge Ty = {t1,%2,...} C T setzen nun

B(Ty) = {f e R” : sup |f(t)] < oo} IS ‘K(RT)
t;€To

Wegen B(T') C B(Tp) muss dann gelten

Px (B(Ty)) = P{w: tblelg | X, (w)| < o0} =1

Man kann sogar zeigen, dass falls Px (B(7p)) = 1 fiir alle solche T gilt, so besitzt X eine Version mit fast-sicher
Pfaden in (7).

2.5 Existenz von Prozessen mit vorgegebenen endlich-dim. Verteilungen

Betrachten (.5,.7)-wertigen stochastischen Prozess (Xi):cr auf (€©,&,P). Im allgemeinen existiert eine starke

Abhéngigkeit zwischen den einzelnen Zufallsvariablen X;, die nicht allein durch die Angabe der einzelnen Py,

beschrieben werden kann. Bendtigt wird die Angabe der endlich-dimensionalen Verteilungen Pt)f’__,tn auf S™.
Es stellt sich die Frage, inwiefern durch Vorgabe einer Familie

(Qtl,..,tn ) neN

t; €T

von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (S™,.7"), diese Assoziiert werden kann mit den endlich-dimensionalen Ver-
teilungen Pff,”)tn irgendeines stochastischen Prozesses.
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2.5.1 Notwendige Bedingungen zur Existenz eines stochastischen Prozesses

Sei (S,.7) ein messbarer Raum und 7" # (). Zu Permutation = € Sym(n) setze
T,:S8" —=S" Tp(xy,..,xp) := (xﬂ(l), ..,xﬂ(n))

Zu Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien

(Qt,..t,) nen

tET
tiFtj2i
auf (S™,.") existiere ein S-wertiger stochastischer Prozess (Xi)ier so dass Qy,,..., = P, . Dann muss
gelten:
1. Fiir Permutation m € Sym(n):
Qtlnwtn = Qtw(l)w':tﬂ'(n) oTr (2'5'1'1)
2. Zu B € " muss gelten
Qty,t, (B X 8) = Q41,1 (B) (2.5.1.2)
Beweis:
1. Analog zu 2.3.1 ist
Prrvtn X(B) = PU(Xisson X0,) € BY = P [{(Xeos o X)) € TeB)Y] = PE - (Tn(B)

2. Fiir Be " !ist

PY . (BxS)=P[{(Xy,...Xs,_,) €B, Xy, €S} =PU(Xe,,...Xs,) € B} =P .. (B

n—1

2.5.2 Definition: Projektives System

Es sei T # () und (S,.%) ein messbarer Raum. Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien

(Qt1,..,tn )TLEN, t; €T
tiFtizi

die die Bedingungen 2.5.1.1 und 2.5.1.2 erfiillt, heilt projektives System auf (S,.7) iiber T.

2.5.3 Satz von Kolmogorov

Sei S ein separabler, vollstindiger, metrischer Raum und . := %(S) die Borel-o-Algebra von S. Fiir jedes pro-

jektive System (Qy,..1,) t.er auf (S,.7) existiert ein bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf Q auf (ST, % (ST))
tiFtj2i

QUfeST  (ftt1), .. f(tn)) € B}) = Q4.1 (B) , ti #tjzi, BEIS"

mit

Beweis:

e Ziel: Konstruktion eines endlichen Inhalts Qg auf %;(ST). Setzen

Qo(2) == Q1,,..t,(B) (2.5.3.1)

falls
Z={fes":(f(tr),.. f(tn)) € B}
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(i) Zeigen: @ ist wohlbestimmt, das heifft unabhéngig von der Darstellung von Z. Sei also

Z={fc¢€ ST (f(th), ., f(tn)) € B} ={fc¢€ ST (f(51)s s f(5m)) € By},

dazu {uy,..,ug} := {t1, .., tn} U{S1, .., Sm }. Dann ist

Z={feS": (f(w),.., flur)) € Bs}

fiir irgendein Bs € .#" (vgl. Bemerkungen in 2.3.1). Da es nun geniigt zu zeigen

Qtl,..,tn(Bl) = Qul,..,uk (Bg)
nehmen wir 0.B.d.A an {t1, ...t} C {s1,.-,8m}. °

Sei 7 € Sym(m) eine Permutation, so dass t1 = Sx(1), .., tn = Sx(n). Dann ist

Z=A{fe ST (f(Sr(1))s - f(Snm))) € Tn(B2)}

und somit ( :
2.5.1.1 _
stu)w,sﬂ(n) (TTF(B2)) = Q517--;3m (Tw 1T7FB2) = Q81,~~75m (32) :

Wir koénnen also 0.B.d.A annehmen t; = s1,..,t, = s,, das heifst
Z = {f € ST : (f(tl)? 7f(t7’b)) € Bl} = {f € ST : (f(t1)7af(tn)’f(sn-‘rl)vaf(sm)) S B2}

was impliziert By = By x S™~". Nach Voraussetzung (2.5.1.2) gilt dann

(2.5.1.1)

Qsl,..,sm (BQ) - Qtl,..,tn,sn+1,..,sm (Bl X Sm_n) Qtl,..,tn (Bl) .

(i) Esist Qo(ST) = Qo (f e ST : f(to) € S) = @, (S) =1 fiir irgendein ¢y € T.
(iii) Analog ist auch Qo(0) = {f € ST : f(to) € 0} = Qy, (1) = 0.
(iv) Zu zeigen bleibt die Additivitét. Seien also

7z = {f S ST : (f(tl), ,f(tn)) S Bl}

Zy={f €S (f(s1), . f(5m)) € Ba}

mit Z3 N Zy = (. O.B.d.A kénnen wir annehmen m = n und ¢; = s; (vgl. Bemerkungen in 2.3.1).
Dann ist

Z1UZy = {f S ST : (f(tl); ,f(tn)) € B U Bg}

Da Z; = C{llt (Bi), Z1 N Zy =0 und (.1, surjektiv ist, ist auch By N By = (), demnach

n

Qo(Z1U Z3) = Qy,..1,(B1UB3) = Qu,..t,,(B1) + Qi1 (B2) = Qo(Z1) + Qo(Z2) -
e Zu zeigen: Qg ist o-additiv, das heifst fiir paarweise disjunkte Z7, Zs, .. € %y mit Lﬂfil Z; € 6y gilt
oo
Q(U%)=> Qo) .
ieN i=1
Dies ist dquivalent zur Stetigkeit in der leeren Menge

WD ZD... €%, (Zi=0 = Qo(Z:) =% 0

€N
bzw.
ZlDZQD...E%O,ianO(Zi)>O = mZZ#Q)
€N .
€N
3 Andernfalls wiirde die Behauptung aus Q...+, (B1) {taylui} Quy,..,u;, (B3) {siyClusd Qsy,..,5m (B2) folgen.

18



2.5 Existenz bei vorgegebenen Verteilungen 2 STOCHASTISCHE PROZESSE

Zeigen also fiir Z1 D Zs D -+ € 6o mit Qo(Z;) > 5 >0 Vi:
ﬂ Zi 70 .
€N
Dabei wihlen 0.B.d.A Folgen t1,ts,... € T und ny < ns < --- € N mit

Dies ist immer mdoglich, da fiir jede Zylindermenge die Indexmenge t1, .., t, vergrofert werden kann ohne
Z zu dndern. Somit ist

Qo(Zi) = Qty,.1,,,(Bi) 20 Vi
Nach Voraussetzung an (5,.7) sind die Wahrscheinlichkeitsmafe Q;, . ¢, inner-reguldr, das heifit
Qt17~~7tni (B;) = sup {Qtl,..,tni (K): K C B; kompakt}
so dass es kompakte Mengen (K;);en gibt mit

1)
KiCBi N Q.. (Bi\K;) < 5

l\.’)\»—t

Setzen
Zi={f €S (f(tr), .. f(tn))) € Ki}
Dann Z/ C Z; und Qo(Z; \ Z!) < 4 2. Setzen ferner
Vii=Z/n---NZ €%

Dann ist V1 D Vo D ... und V; C Z! C Z,. Betrachten

QolZ0) ~ Qu(V) = Qo(Z:\ V) = Qu[Z:\ ( N z)]

und sehen

das heift V; # @ V i. Wihlen nun f; € V;, dann
kaVkCViCZZ( Vk>1
das heifst
(fu(t1), - fu(tn,)) € Ki V=i
Da K; kompakt ist, ist
(fk'l (tl)a ) fk'l (tnl)) , 1=1,2,3,..
konvergent in K7 fiir irgendeine Teilfolge (k;);en. Analog ist auch

(fkr(tl)v R fkr(trw))

konvergent in K» fiir irgendeine Teilfolge (k) C (k;) u.s.w. Das Cantorsche Diagonalisierungsverfahren
liefert eine Teilfolge (Diagonalfolge) (k;); C N so dass

JILH;O (fkj (t1); s f; (tm)) =7 € K;
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2.5 Existenz bei vorgegebenen Verteilungen 2 STOCHASTISCHE PROZESSE

fir alle 1 = 1,2, .. existiert, wobei

= i (S (00 fialbn)s o i (b))

l—oo .
—

2t

Erhalten somit eine Folge (a1, as,...) C S mit
(a1,a2,.,a,,) € K; , i=1,2,..
—_———
Zi
ist. Definieren nun die Funktion

hWHSme:Fjj:”

0 :sonst

das heifst _
(fo(ts), - fo(tn,)) = (a1,..,an,) = 2" € K; C B;

und somit fy € Z;, i =1,2,.. bzw.

foe(% = (Z#0

=1 i=1

e Da %,(ST) eine Algebra ist und Qg auf 6 o-additiv ist mit Qo(0) = 0, Qo(ST) = 1, kann @, eindeu-
tig zu einem W-Mafy Q auf € = o(%p) fortgesetzt werden. Insbesondere gilt dann fiir Zylindermenge
Z={feS":(f(tr), ... f(tn)) € B}:

Q(Z)=Qu(Z) = Qt,,.1,(B) , ti#tjz (2.5.3.2)

2.5.4 Theorem: Existenz stochastischer Prozesse
Sei S ein vollsténdiger, separabler metrischer Raum und . := %(S). Zu einer Familie (Q¢,,..+,) t,er von

tiFljes
Wahrscheinlichkeitsmafien auf (9, .7) existiert genau dann ein S-wertiger stochastischer Prozess (X;)ier mit

PR (B)=Qu..1,(B) , tiF#tjs

wenn (Q,..+,) ein projektives System ist, das heifst die Bedingungen 2.5.1.1 und 2.5.1.2 erfiillt.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung wurde in Abschnitt 2.5.1 behandelt. Seien nun 2.5.1.1 und 2.5.1.2
erfiillt, dazu der Wahrscheinlichkeitsraum

(57, 4(57). Q)
wie im Satz von Kolmogorov (2.5.3) definiert. Definieren darauf den kanonischen Prozess
X:TxST =8, X, (f)y:=f(t), teT, feS

Dann gilt:

,Pt)f,..,tn(B) =Q {f € ST (th(f)7 "7th(f)) € B} =Q {f € ST (f(tl)v"’f(tn)) € B} = Qtl,-<7tn(B) , ti # tj?éi

Zylindermenge

O
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2.5 Existenz bei vorgegebenen Verteilungen 2 STOCHASTISCHE PROZESSE

Spezialfille:
a) Essei 0 # T C R und gegeben die Wahrscheinlichkeitsmafe
Qtr,ty » 1< <ty
auf (S™,.#"), n € N. Hinsichtlich der Bedingung 2.5.1.1 definieren wir
Qtrirystnm = Qtr,ty © Tt

fiir jede Permutation 7 € Sym(n), so dass diese automatisch erfiillt ist. Geméf der Bedingung 2.5.1.2 muss
jedoch zusétzlich gefordert werden

Qi1 (B X .Br_1 X S X .. X By) = Qy . ty1 tusrsestn (Bl X . X By_1 X By X .. X By,) (2.5.4.1)

fiir alle 1 < k < n. In dem Fall erzeugt dann (Qy, ,..+,,) einen stochastischen Prozess (X;)ier, wie in Theorem
2.5.4 beschrieben.

b) Sei T := N = {1,2,..}, dazu die Familie (Q1,.. »,)nen von Wahrscheinlichkeitsmafien jeweils auf (5™, ™). Die
endlich-dimensionalen Verteilungen P,ii K, €inesvon (Q1,..,n) induzierten stochastischen Prozesses (X, )nen
wéren dann schon festgelegt, denn fiir k1 < ko < .. < ky, =: n (keine B.d.A, vgl. Bemerkung 2.3.1 (3)) ist

X
Pklv":k

=:Qkq,...km Q1,...n k1 Ko

m

(By X+ X Bp) =P (Sx -+ xS x By xSx-xSxBy,,)
~—~— T T

Die Existenz von X ist dabei durch die zusétzliche Forderung
Q1,.n(BxS)=Q1,.n1(B) , Be ™! (2.5.4.2)

gesichert.

2.5.5 Spezialfall: Weifies Rauschen

Sei S ein vollstédndiger, separabler, metrischer Raum. Gegeben sei eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
(Vt)ep auf (ST, %(9)), dazu
Qty,tn =V @@, i F i

das heifst insbesondere

Qty,..t,(B1 X -+ x By,) =

="

h
Il
—

v, (B;) , Bi€ B(S)

Dann ist Bedingung 2.5.1.1 automatisch erfiillt. Wegen v
auf (ST,%€(ST)) existiert mit

—~

S) =1 ist auch 2.5.1.2 erfiillt, so dass ein W-Mah Q

n

Q {(xt)tET L Tt S Bz’, = 1, ..,TL} = Qtl,..,tn(Bl X .. X Bn) = Hyt1(BZ)

=1

Man nennt dann @ das (unendliche) Produktmaf von (v;) und schreibt

Q:®Vt .

teT

Bemerke: Diese Folgerung (Existenz des speziellen ProduktmafRes) ist schwiicher als der allgemeine Satz iiber
die Existenz unendlicher Produktmafie von (¢, &;, P;)er, da hier Q; = Q und &, = #(Q2) war.

Sei nun (X;)ier der von obigen (Qy, .., ) erzeugte Prozess iiber (ST, % (S7)). Dann
P({X; € B}) = P{"(B) = Qu(B) = v(B)
und ferner
P({X:, € B1,..,Xt, € Bn})=v4,(B1) .. 11, (Bn) =P(Xs, € B1)-..- Pty € By)

das heifst (X¢),c, ist eine Familie unabhéngiger Zufallsvariablen.
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2.6 Zuwéchse von Prozessen (increments) 2 STOCHASTISCHE PROZESSE

2.5.6 Korollar: Existenz unabhingiger Prozesse

Sei S ein vollsténdiger, separabler, metrischer Raum und . := %(S). Seien (Q4,...+.) e ,(He,. t,) t;eT
tiFt s tiFt s

projektive Systeme auf (S,.%) (vgl. Def. 2.5.2). Dann existieren unabhéngige, S-wertige stochastische Prozesse

(Xi)ter, (Yi)ier mit

Pr 4, (B)=Qu..t,(B) . PY_, (B)=Hy 4, (B) , ti#tjxs

n

(vgl. Existenzsatz 2.3.12).

Beweis: Seien Q, H jeweils die von (Q,..+,.), (Hy, .4, ) erzeugten Wahrscheinlichkeitsmafe auf (ST, ¢(S7T)),
das heifit*

QUf:T— 8| (ftt), . f(ta)) € B} = Quy,., (B) , Bes™
(analog auch fiir H). Setzen Q := ST x ST, & :=€¢(S7) @ €(ST) und P := Q ® H, dazu
Xi(f,9):=f(t) , Yi(f,9):=9(t) , fgeST, teT

Dann sind nach 2.3.7 die Abbildungen (X%), (Y;) tatséchlich stochastische Prozesse und erfiillen sogar die
Behauptungen.
O

2.6 Zuwichse von Prozessen (increments)
2.6.1 Definition: Zuwachs

Seien G := R™, T C R und t,s € T. Dann definiert man den Zuwachs eines (G, B(G))-wertigen Prozesses
(X¢)ter von t bis s als
Zt,s =X, - X

Bemerkung: Zu Startpunkt to € T und Startwert zo € G mit P\ ({zo}) = 1 setzt man fiirtg < t1 < .. <t, € T:
Zi=Zy =X, —Xi, ., j=1,..m
Betrachten die Abbildung A¥° : G™ — G™ definiert durch
AT (21, 2n) = (o + 21, ®o+ 21+ 22, ., X0+ 21 + 22+ .. + 2p) (2.6.1.1)

formal dargestellt durch die affine Transformation

1 0 0 ... O
z1 Zo 1 1 0 0 Z1
Zn o Zn
1 1 1

mit
(Afzg)il('rlv "7$7L) - (xl — X0, L2 — L1yeeey Ty — xn—l)

Bemerke dass A% bzw. (A%0)~! messbar sind. Dabei ist

fast

Aio((zl, 7Zn)) = (Xt1 - Xto + Zo, "7th - Xtu + 330) sicher (th"ath)
das heifst

Piyootn (B) =P{AR (21, Z,) € BY = P{(Z1..., Z,) € (A7) H(B)} =2 QY 4, (A7) 7H(B))

4 Alternativ kann man sich Q als das BildmaR des Pfades X : Q — ST vorstellen, wobei X : @ — S der zu (Qty,..,t,, ) gehorige
Prozess ist.
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2.6 Zuwéchse von Prozessen (increments) 2 STOCHASTISCHE PROZESSE

mit
QX +.(B):==P{(Z,..,Z,) € B}

bzw.
P = Qi 0 (A7) (2.6.1.2)

Die fo _.t,, entsprechen also genau den Verteilungen der Prozess-Zuwichse. Beachte: Auch wenn diese explizit
gegeben sind, sind die Pg)fwtn oft sehr schwer auszurechnen.

2.6.2 Satz iiber Zuwichse: Existenz stochastischer Prozesse

Sei G := R™ und (Q1,..n), ¢y eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf jeweils (G", 2(G)"). Dann exis-
tiert ein G-wertiger stochastischer Prozess (X, )nen, mit beliebigem Xy (e.g. Xo = 2o fiir ein zp € G) und

P{(X1 — Xo. X — X1, X = Xp1) €EBY = Q1.n(B) , BEY™, neN (2.6.2.1)
genau dann wenn

Q1..(BxG)=Q1. . 1(B) , BeBG)"! (2.6.2.2)

Beweis: Richtung ="
Q.. n erfiille 2.6.2.1. Dann:

Ql,..,n(B X G) =P ({(Xl — Xo, ...,Xn,1 — ang) S B, (Xn — anl) S G})

=P ({(Xl — Xo, ...,Xn_l — Xn_g) S B}) = Ql,..,n—l(B)

Richtung ”<”
Q1,..n erfiille 2.6.2.2. Setzen

Pl,..,n = Ql,..,n o (Ag)_l
(vgl. 2.6.1.1), dann gilt fir B € Z(G)" 1

Pl,..,n({B X S}) = Ql,“,n ({(21, ..,Zn) : (2,’1, 2 e e Zn—l) S B, (Zl + ..+ Zn) S V})
=Q1,..n ({(21,.,20) A% (21, 2n-1) €B, 2z, € 143}

= Q1,0 ({ (215 20) : (21,0, 20-1) € (A2_1)7H(B), 2, € V})
%’f_/
B
=Q1.n(BxS)=Q1. n1(B)=0Q1 1 ((A5_)"(B)) =P1_n1(B)

(vgl. Forderung 2.5.4.2) das heifit es existiert ein stochastischer Prozess (X, )nen auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2,8, P) mit
P ({(Xla X2 - Xla -~7Xn - Xn—l) S B}) = Ql,..,n(B)

(vgl. Theorem 2.5.4). Dabei setzen X := 0. Sei nun Xo :  — G beliebig, dann erfiillt der Prozess
)?n :ZXn—F)’ZO , ne€Ny

die gewiinschte Bedingung

P ({(X1 = XKoo K = Xur) € BY) = P({(X1,, X = Xoo1) € BY) = Q1,..n(B)
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2.7 Prozesse mit unabhangigen Zuwachsen
2.7.1 Definition: Prozess mit unabhingigen Zuwichsen

Es sei G := R™, T C R und (X)ier ein (G, B(G))-wertiger zufilliger Prozess. Dann hat X wunabhingige
Zuwdchse falls
Vip<t1 <---<t,eT,neN

die Zuwéchse
Z] = Xt]. - th71 s _] = 1, N

unabhéngige Zufallsvariablen sind.

Spezialfall: Sei T'=Ng und Z,, := X,, — X,,_1 der n-te Zuwachs. Dann hat X unabhéngige Zuwéchse genau
dann wenn

P({Z € B1,.,Zn € By}) =P{Z1 € B1})-.. - P({Z, € Bn})
fiir beliebige B; € #(G), n € N gilt5. Setzt man nun v, := Py, so ist

P{(Z1,.,Zn) € B}) = (n @ --- @ vy) (B)

2.7.2 Lemma: Verschiebungsinvarianz von Zuwéichsen

Sei (Xi)ier ein R™-wertiger stochastischer Prozess iiber (2, &, P) mit
P {(Xe, = Xig, Xp, = Xy, Xo, = Ko, ) € BY] = Qiot1...,(B)

firtg <t; <. <t, €T, Be AR™)". Sei ferner Y : Q@ — R™ irgendeine Zufallsvariable. Dann erfiillt der
stochastische Prozess B
Xy =X, +Y |, teT

ebenfalls B o B B B
P H(th — X0, Xty — Xty o0 Xt — X4, ) € BH = Qto,t1,..,t, (B)

fiir t; € T'. Die Verteilung der Zuwéchse von X ist sozusagen invariant gegeniiber Verschiebungen.

Beweis: Per Konstruktion

P {0y = Repo Koy — Kupo Ko, — Ko, ) € B

= P [{(th - Xt07Xt2 - Xt17 "7th - th—l) € B}]

= Qto,tl,“,tn (B)

2.7.3 Satz: Existenz von Nj-zeitigen Prozessen mit unabhingigen Zuwichsen

Sei G := R™. Gegeben seien die Wahrscheinlichkeitsmafe (1,), oy auf (G, %(G)). Dann existiert ein bis auf
Aquivalenz eindeutig bestimmter (G, %(G))-wertiger Prozess (X,,)nen, mit beliebigem X, und unabhingigen

Zuwéchsen
Z;i=X;— X1, 1€N

verteilt geméf den Wahrscheinlichkeitsmafen vy, va, .. auf (G, B(G)).

5Beachte: Fiir unabhingige Zufallsvariablen Y7,..,Y, auf (Q,@,P) folgt auch die Unabhéngigkeit von Y71 + Y2,Y3,..,Y,. Da
Znk = Zn + Zny1 + -+ + Z, folgt induktiv die Behauptung.
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Beweis: Setzen
Ql,“,n =V Q- Q Uy
Dann ist
Ql,u,n+1(B x G) = (Vl @ Vn) (B) - vny1(G) = Ql,..’n(B)
1

fir B € #(G) und n € N. Somit existiert nach Satz 2.6.2 ein G-wertiger stochastischer Prozess (X,,)nen, mit
P [{(Xl — Xo, ..7Xn — anl) S B}] = Ql,..,n(B) = (1/1 R QR l/n) (B) s B e %(G) , nE N

und Xy beliebig. Insbesondere sind dann die X; — X;_; unabhéngig verteilt geméaf v;. Eindeutigkeit folgt aus
Darstellung (2.6.1.2) und Verschiebungsinvarianz 2.7.2.
O

Beispiel: Der Random Walker Sei G = R™ und T = Ny, dazu die Zuwéchse Z; eines stochastischen

Prozesses mit 1

PUZi=ec) =5

und Xy = 0. Dann beschreibt der zufillige Prozess

PZi=—ea) = 5

X, =Xo+21+---+ 2, R n € Ny

die Position eines Teilchens im R™ nach n Schritten, das zu jeden Zeitpunkt mit gleicher Wahrscheinlichkeit
in eine der 8 Achsenrichtungen die Streckenldnge 1 hipft.

Abbildung 2.4: 2-dimensionaler Random-Walker

2.7.4 Definition: Faltung von Malfien

Es seien v, i zwei Mafe auf der topologischen Gruppe® (G, %(G)). Dann definiert man die Faltung v * pi gemiR

(v u)(B) := /Z/(B —x) du(z) , Be B(G)
G

6Eine Gruppe G heifit topologische Gruppe, wenn sie mit einer Topologie so versehen ist, dass gilt:
(i) Die Gruppenverkniipfung o: G X G — G ist stetig, wobei G X G mit der Produkttopologie versehen ist.
(ii) Die Inversenabbildung G — G ist stetig.

25



2.7 Prozesse mit unabhéngigen Zuwéchsen 2 STOCHASTISCHE PROZESSE

Bemerkungen:
(i) v = p ist tatsiéchlich ein Mak auf (G, Z(G)).
(ii) Sind v, p Wahrscheinlichkeitsmafe auf (G, Z(G)), so ist es auch v * p.
(iii) Die Operation (v, i) — v * g ist kommutativ und assoziativ. Somit macht insbesondere Sinn
VL Kk Vg ke K Uy
fiir Make vy, .., v,.

(iv) Fiir das Dirac-MaR §,, ist
(v % 05,)(B) =v(B — x9)

(v) Ist 0 das neutrale Element in G, so ist §p neutral bzgl. %, das heifst
vxdg =V

Demnach ist die Menge aller W-Mafie B, (G) auf (G, B(G)) bzgl. der Faltung ein Monoid.

2.7.5 Lemma: Summe unabhingiger Zufallsvariablen

Seien X7, Xo : Q — R™ unabhéngige Zufallsvariablen von (2,8, P) nach (R™, Z(R™)). Dann gilt:

PX1+X2 = PXI * sz
Beweis: Die Abbildung
h:R™ xR™ —- R™ s (1'1,$2) — T+ X2
ist stetig und somit messbar, insbesondere ist auch h(X;, X2) = X7 + X5 messbar. Fiir den zufilligen Vektor
X = (Xl,Xg) Q0 — R™ x R™ gllt
Xi+Xo=hoX = (X1+Xo) Y(B)=X"'r"'B)) .
Man kann also fiir B € (R™) schreiben

X1,X2
unabhéngig

Px,+x, = P [(X1+ X2) 7 (B)] = Px(h™(B)) (Px, ® Px,)(h™'(B))

:/1h*1(B)($17$2) d(Px, ® Px,) ://13—7;2(371) dPx, (1) dPx,(z2)
G 1p(eitas) dPx, dPx, G G

= /’PX1 (B — .’L‘g) dPXQ(x2) = (PX1 *PXz)(B)
G

2.7.6 Notwendige Bedingung fiir die Unabhéngigkeit der Zuwichse

Sei G :=R™, T'C R und gegeben eine Familie (v; ), ., von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (G, %(G)). Dann
ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines (G, #(G))-wertigen Prozesses (X}):er mit unabhéngigen
Zuwichsen Z; s und

Pz,,=vs Vt<seT

dass gilt:

Uty =Vps*Vsy VEi<s<ueT (2.7.6.1)
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Beweis: Da Z;,, Z,, unabhingig sind, gilt nach Lemma 2.7.5:

s,u

Pz, 420 =Pz, %Pz
———

'Pzt,u

2.7.7 Theorem: Existenz von Prozessen mit unabhingigen Zuwachsen

Essei G :=R™, T C R, min(T) = to und (v s), o eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (G, %(G))
mit der Faltungseigenschaft 2.7.6.1. Dann existiert fiir beliebiges Xy, ein stochastischer Prozess X = (X¢)ier
mit unabhingigen Zuwéchsen und

Pz,.=vts , t<seT

Beweis: Betrachten zunéchst den Spezialfall X;, = 0. Konstruieren fiir ¢ty < t; < t3 < --- < t,, die Wahr-
scheinlichkeitsmafe Py, ;. auf (G, B(G)"™) die Bedingung 2.5.4.1 erfiillen, das heifit

Pyt (Br X . X By X G X By1 X .. X Bp) = Poy oty sty (B X oo X Br_1 X By X .. X By)
Da fiir den Prozess X gelten miisse:
P ({X, € Br,.,X¢, € Bu}) =P ({Zuo.ts € B1, Zigty + Zista € Bay ooy Zigty + -+ Zt,_y 1, € Bn})

machen wir den Ansatz

Piotn(B) = @.0wv,) {ze G (x1,21 + 22, ..,21 + .. + x,) € B})

A) ()

= (1 ®..0u) ((A2)1(B))

wobei v; :=vy;_, 1, j = 1,..,n. Fiir beliebige messbare f : G" — R gilt dann

/f(x) APy, .1, (z) = /f(A%(x)) dvy (z1)..dv(zy) (2.7.7.1)

G‘VL G?L
Bemerke dass?
(2.7.6.1)
/ 9 + Tre1) dvi(x) A (i) = / o) visn)(y) @2 / o) dvy s iny)  (27.72)
G2 G G

Nun seien

B:=By X..XBg_1 XG X Bgy1 X..x B, , B; € B(Q)

E::le..ka,leka..xBn

"Beachte: Fiir W-Mafe v, u auf (G, Z(G)) und h: (z,y) — x+yist (v @pu)oh™t =v*p.
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= . 1g(z1, 21 + 2, .., 21 + .. + ) dvi(x1)..dvp (zy)

G G 1, (@1)lBy(z1ta2). . 1p,_ (@1t +2e—1)1B, ) (@14 +Tet1)- 1B, (T1+..+2n)

131 (:El) CI 1Bk_1(x1 + ..+ xkfl)dlll(ﬁl)..dl/kfl(xkfl)

Q—_
Q—_

/.. / I (@ + o+ ok + Tpgr) Ao (X1 + o+ @) dvg(zr) dvigr (Trg) .- dvy (2)

G G g(xp+Try1)

2.7.7.2
(2.7.7.2) / / 1g,(z1).1p,_,(x1+ ..+ @p—1)1p,,, (x1+ .. +2p—1 + 2)..1p, (21 + .. + 2 + Tpp2..2p)

G G
——
X (n—1)

dvy(z1)..dvy, 4y, (2)..dvp(zy)

(2.7.7.1) ~

- t1yetle—1,tk+1,-5tn (B)
Nach Bemerkung (a) in Theorem 2.5.4 existiert somit ein stochastischer Prozess (X¢)er\+,} mit
P ({(Xtﬂ ..,th) S C}) = (Vto’tl ® .. ® th—lytn) ((A%)_l(C)) y C S %(G)n7 to < tl < .. < tn S T

bzw.

P I:{((Ag)_l(thw'ath)) S C}] = (Vt(htl ®R..Q th—l,tn) (C)

P{( Xty Xy =Xy 5 Xt =X, _, )EC}]

Dabei setzen wir X;, := 0 also
P{(X — X, Xpy — X4y, Xpy = Xp, ) €CY] = (Mig0, ©® @1, _11,) ()

und ferner
Pth — Xy = Viits

Offensichtlich sind die Zuwéchse X;, — Xy, ,, & = 1,..,n unabhéngig. Nach Verschiebungslemma 2.7.2 folgt
dann der Fall mit X, beliebig.
O

Beispiele:
(i) Mit vy s := Np,s—¢ auf (R, ZB(R)) fiir 0 < ¢ < s ist tatséchlich
Vis ¥ Vs = NO,sft *NO,ufs = NO,(sft)+(ufs) =Vt -

Somit existiert ein reellwertiger stochastischer Prozess (W;);>¢ mit unabhéngigen Zuwéchsen Z; s verteilt
gemaf
Pz, . =Nos—t

und Wy = 0 fast sicher. W heifst Wiener-Prozess (Prozess der Brownschen Bewegung).
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(ii) Betrachten die Poissonverteilung mit Parameter A:

)\k A\
W)\({k})zﬁ'e , keNg

Bekanntlich 7y * 7, = mx4,. Setzt man nun fiir festes A > 0 und 0 <t < s < oo:

M= -

Vi,s(B) = Ta(s—1)(B) = Z k!

0<keB
so gilt
Vts ¥ Vs = TA(s—t) * TA(u—s) = TA(u—t) = YVtu -
Es existiert also ein No-wertiger stochastischer Prozess (Ny)i>o (Poissonprozess) mit unabhéngigen Zu-

wéchsen, Ny = 0 fast sicher und

Ne(s —t)k
P ({Ns — Ny = k}) = % . e*A(sft)

2.7.8 Poissonprozesse

Betrachten den Poissonprozess (IV;);>o tber (©2,&,P) mit Intensitdt A und Ny = 0. Dessen Pfade sind typi-
scherweise fast-iiberall konstante Ny-wertige Funktionen iiber [0,00) die an zufélligen Stellen positive Spriinge
aufweisen. Dabei existiert eine Version mit rechtsseitig stetigen Pfaden[1]. Die Wahrscheinlichkeit dass ein Pfad
von t nach s >t genau k Spriinge macht ist dabei gegeben durch

P ({Ns — Ny = k}) = mrs—ty({k})
Fir A > 0 ist
Ah

P(Nt+h—Ntzz)zl—e*Ah—?-e*Athh fir h~0

Die Wahrscheinlichkeit in einem Zeitintervall [¢,¢ + h] 2 oder mehr Spriinge zu machen ist von Ordnung O(h)
fir h — 0.
Definiert man nun die Eintreffzeit

Ty (w) :=1inf {t > 0: Ny(w) = 1}
(Konvention: inf (@) := oo) so ist T} eine Zufallsvariable auf Q und es gilt:

PUT, >t}) =P{N;, =0})=e | 0<t

b
P {1 € [a,b]}):)\/ef)‘zda? , 0<a<b

Analog definiert man
T, (w) :=inf {t > 0: N;(w) = n}

Betrachten wir nun den Prozess

Nt(w) = NipnywWw) =1, weQ, t>0

Dann l&sst sich zeigen dass N ebenfalls ein Poissonprozess ist, unabhéngig von NV, fiir t < T3 (w). Allgemein sind
die Zufallsvariablen 14,75 — 11, ..,T,,4+1 — T}, fiir n € N unabhéngig Exp,-verteilt, das heifst
P(Toir —Tn >t) =e M

Umgekehrt, sind &, .., &, unabhéngige Exp,-verteilte Zufallsvariablen auf (2,&,P) (z.B. Lebensdauern von
Gliihbirnen), so ist
Ni(w) :=sup{k € Ng: & (w) + -+ + & (w) < t}

ein Poissonprozess mit Intensitit A (Anzahl der Abwechslungen von Gliithbirnen bis zum Zeitpunkt t).
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2.7.9 Definition: Stationdre Zuwéichse

Es sei T C R und (Xi)ter ein R™-wertiger zufilliger Prozess. Dann besitzt X zeitlich homogene (stationdre)
Zuwichse &
Das Verteilungsgesetz jedes beliebigen Zuwachses Z; s := X, — X;, s >t € T ist nur von der Differenz (s — t)
abhéngig, das heifit

P(X,~ X, € BY) = vy 1(B) , BeBRM)

fiir irgendeine Familie (v;_¢) o von Wahrscheinlichkeitsmafen.

s>te

Bemerkungen:
(i) Ist T'=[0,00) und X = 0 fast sicher, so ist

nw(B)=P({X:€B}) , BeBR"),t>0
(ii) Besitzt der Prozess ferner unabhéngige Zuwéchse, so muss entsprechend (2.7.6.1) gelten

Vi1 ty = Viy * Vi,

flir t1,t9 > 0.

2.7.10 Definition: Lévy-Prozess

Sei 0 € T C R. Ein R™-wertiger stochastischer Prozess (X;):er heilt Lévy-Prozess falls:
e P(Xo=0)=1
e X hat stationére, unabhéngige Zuwéchse.

e Die Pfade von X sind cadlag®.

2.7.11 Definition: Faltungsgruppe

Sei G eine topologische Gruppe und T' C R. Eine Familie (1), . von Mafen auf (G, Z(G)) heilt Faltungshalb-

gruppe falls fir tq,ts € T gilt

te

Vi * Viy = Viy+ts

Beispiele:
(i) Fir R™-wertigen Lévy-Prozess (X;);>o bilden
(B) =P(X¢i—Xo€eB) , BeEBR™), t>0
eine Faltungshalbgruppe.

(ii) Die Dirac-Mafe
Vy = (St 3 t>0

auf (R, Z(R)) bilden eine Faltungshalbgruppe. Ein Prozess (X;);>0 mit

1 :teB
0 :sonst

N&H&em@w){

ist dabei genau ein (fast-) deterministischer Prozess, mit X; = ¢ fast sicher.

8Eine Abbildung f : T — S von T' C R in einen topologischen Raum S heift cddldg, falls:

o lim f(s) existiert
s—t—
o lim f(s) = /(1)
s—tt

fiir beliebiges t € T', das heifit f ist rechtsseitig stetig mit linksseitigen Grenzwerten.
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(iii) Die Verteilungen der Zuwéchse des Wiener-Prozesses (Bsp. (i) in Theorem 2.7.7) bilden die Faltungshalb-

gruppe:
(No,t)i=0
Analog induzieren auch die Zuwéchse des Poisson-Prozesses die Faltungshalbgruppe
(7r>\t)t>0
(iv) Die I'-Verteilungen
1 b—1 —=
Fa,b(B) = abr(b) /l‘ e odx ) Be ‘@([Ovoo))

induzieren die Faltungshalbgruppe (I'y3),~, denn
Fa,bl * Pa,bz = Fa,b1+b2
Ein I'-Prozess ist entsprechend ein reellwertiger Prozess (X;);>o mit unabhéngigen Zuwé#chsen und

1

P (Xope = Xs 22) = Gy

oo
/st_le_g ds, t>0
x

2.8 Markov-Prozesse
2.8.1 Definition: Markovkern

Sei T'C R und (S,.¥) ein messbarer Raum. Dazu sei

(Pt:s)t<SET

eine Familie von Abbildungen

Prs: S xS —10,1]
mit folgender Eigenschatft:
1. Py s(-, B) : @ — Py s(x, B) ist messbar fiir jedes B € .7.
2. Py s(z,-) : B Py g(x,B) ist fiir jedes x € S ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (5,.%).
Dann heifen die Py s Markovkerne (auf (S,.%) tiber T).

Interpretation: Fiir S-wertigen stochastischen Prozess (X;);cr entsprechen
Pis(x,B):=P(Xs;€B|X;=2) , €8S, BEY

den bedingten Wahrscheinlichkeiten, zur Zeit s in B anzukommen unter der Voraussetzung X; = x. Die Markov-
Kerne (P;,s) heien in dem Falle Ubergangswahrscheinlichkeiten von X.
Bemerke dass im Fall stationdrer Zuwéchse Py, t < s € T nur von s — ¢t abhéngen.

>
t S T

Abbildung 2.5: Zur Definition von Markov-Kernen. Abge-
bildet sind zuféllige Pfade eines reellwertigen stochastischen
Prozesses (X¢)t>0, die am Zeitpunkt ¢ durch x gehen.
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Bemerke dass die Definition von P(X, € B | X; = x) nicht-trivial ist, da im allgemeinen P(X; = z) = 0 sein
wird. Es stellt sich heraus, dass eine bis auf Nullmengen eindeutige, messbare Abbildung

Prs:S xS —10,1]

existiert mit

P{{Xs € B, X; € A}) = /Pm(x,B) Px,(dx) , A, Be.S (2.8.1.1)
A

2.8.2 Definition: Markov-Prozess

Seien T'C R und (5,.) ein messbarer Raum. Ein S-wertiger stochastischer Prozess (X;);er mit Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten (Pys)i<ser heit Markov-Prozess falls gilt:

P ({Xto € By, ..7th S Bn}) = / .. /’Ptnflﬂfn ({L‘n,h dxn) .. ',Pto’h ($07d$1) PXfo (dl‘o) (2821)

By B,

firtg<t; <---<t, €T und By,..,B, € ..

2.8.3 Die Chapman-Kolmogorov Bedingung fiir Markov-Prozesse

Sei T C R, (S,.7) ein messbarer Raum und (X;);cr ein S-wertiger Markov-Prozess mit Ubergangswahrschein-
lichkeiten (Py,s)i<ser. Dann muss fiir Px,-fast alle z € Z(S) gelten:

Prule, B) = / Py, B) Pro(a, dy) (2.83.1)
S

fir Be ¥, v €8, t<s<ué€T (Chapman-Kolmogorov).

Interpretation: Die C.K. Gleichung erlaubt folgende Interpretation: Der Prozess, beginnend am Punkt z,
muss von ¢ zu u zwischendurch zur Zeit s € (t,u) einen Wert y annehmen. Dieser Ubergang trifft mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit zu, wobei der Ubergang von y zu B mit einer vom Startpunkt 2 unabhiingigen und
nur von y abhingigen Wahrscheinlichkeitsverteilung stattfindet. Bei Ubergéingen spielt gewissermafen nur die
Gegenwart eine Rolle.

Insbesondere sind die endlich dimensionalen Verteilungen (und so auch die Zuwéchse) eindeutig gegeben
durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Beweis: Per Definition

P(X,€B, X; € A)= /Pt,u(x,B) Px,(dx) =P(X; € A, X;€ S, X, € B)
A

Maékov//Ps,1t(y7B)’Pt,s(zydy)’PXt(dx)
A S

fiir beliebiges A € HB(S), das heifst

/ Pra(y, BYPrs(x, dy) = Py.u(z, B) (modo)
S
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2.8.4 Hinreichende Bedingung fiir Markov-Prozesse

Sei T C R, S ein vollstédndiger, separabler, metrischer Raum und (P s)i<ser Markov-Kerne auf S, die die
Chapman-Kolmogorov Bedingung (2.8.3.1) erfiillen. Dann existiert ein (S, #(5))-wertiger Markov-Prozess (X;)er
mit Ubergangswahrscheinlichkeiten (P ¢)i<ser (vgl. 2.8.2.1).

Beweis: Definieren die Wahrscheinlichkeitsmafe @y, 4, auf #(S)™ durch

Qurtn(Bo X -+ x By) i= /.../Ptnfhtn(xn_l,dxn)...Pthtz(xl,dxg) P, (dz1)
B, By

fir B; € #(S) und ¢; < .. <t, € T. Dann lésst sich zeigen dass die (Qy, ..+, ) die Bedingung 2.5.4.1 erfiillen|[1],
was die Behauptung impliziert.
O

2.8.5 Definition: Zeitlich homogene Ubergangswahrscheinlichkeiten

Ubergangswahrscheinlichkeiten (Prs)i<ser Uber (S,.%) heifen zeitlich homogen falls die P, s nur von der Dif-
ferenz (s — t) abhéngen, das heifst
Pi s(x, B) = Ps_t(x, B)

Markov-Prozesse mit zeitlich homogenen Ubergangswahrscheinlichkeiten heifen zeitlich homogen.

Bemerkung;:

e Die Chapman-Kolmogorov-Bedingung (2.8.3.1) lautet fiir zeitlich homogene Ubergangswahrscheinlichkei-
ten:

Prsola, B) = / Puly, B) P, (. dy) — / Pu(y, B) Pulz, dy)
S S

o Ist ferner Py(x, ) < A (Lebesgue-Maft A auf R) das heifst

Pi(x, B) :/pt(x,z) dz , Be %ABR)
B

so lautet diese

Prvs(T,2) = /pt(l‘,y)ps(y,Z) dy (2.85.1)
R

2.8.6 Definition: Erzeuger zeitlich homogener Ubergangswahrscheinlichkeiten

Es seien (S,.7) ein messbarer Raum und (P;),., zeitlich homogene Markov-Kerne iiber (S,.7).
Dann definiert man fiir messbare, beschrinkte Funktion f € (S) und ¢ € T den linearen Operator:

S0 B(8) = B(S) . (Suf)(x) = / ) Pi(e.dy) , z€E
S

Dabei sind alle S; beschriankt (genauer: Isometrien) und nach Chapman-Kolmogorov (2.8.3.1) gilt
Sty 0 Sty = Sty 41,

fiir ¢1,t2,t1 +t2 € T. Ist also T C R eine Halbgruppe bzgl. Addition, dann ist (S;),c, eine Halbgruppe
beschrénkter, linearer Operatoren auf B(S). Ist 0 ein Haufungspunkt von T' so setzt man
d - (Sef)(@) — flz)

(St f) , (Gf)(z) :==lim

gf:= pr o jm .

(wo moglich)
und nennt G den Erzeuger von (Pi)ier.
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Bemerke: Die Bilder Gf sind auch wieder Funktionen auf .S, jedoch oft mit beschrianktem Definitionsgebiet.
Da die Gf unbeschrinkt sein kénnen, ist auch G im allgemeinen unbeschrankt.

2.8.7 Beispiel: Prozesse mit unabhingigen Zuwichsen

Sei (X;)i>0 ein (G, B(G))-wertiger Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen und Xy = 0 fast sicher, dazu
pes(B) =P(Xs — Xt € B) , BeB(G)
und Ubergangswahrscheinlichkeiten Pt,s. Dann ist fiir 0 <t < s:

Pis(x,B):=P(XseB|Xy=2)=PXs—ze€B—-z|X,=1x)

unabh.e:ingige
=PX,—X,€eB—z| X, =x) &M DX, - X, € B—x)=p.B -z

X:—Xo

Dabei lautet die Chapman-Kolmogorov Bedingung (2.8.3.1) an die Ubergangswahrscheinlichkeiten (P ,):

/us,u(B — 2 —y) prs(dy) = (B —2)
G

bzw. dquivalent dazu

/us,u(B = y)pe,s(dy) = pie.u(B)
G

(Nt,s*,ufs,u)(B)

was aus der Unabhéngigkeit der Zuwiéchse folgt (vgl. 2.7.6).

Im zeitlich homogenen Fall ¢ =: 11, ist dann

(Sf)(x) = / F(y) Pule,dy) = / f(@ + y)pn(dy) =
G

pe(dy—m) G
Ist z.B. uy = Np+ auf G = R so folgt

1 _y2 y=1svt 1 / _s2
2t (] = — + Vit 2 d
ﬁk/f(“y)e Y var J flo+ Vis)e™ = ds

(Sef)(x) =

= (Gf)(z) = lim (r) = lim T ds

Sif — f 1 /f<x+ﬁs> — @) 2
N0t t—0 /27 t
R

Speziell fiir f € C?(R):

1 [ isfl(2) + 5 (2) + o(t2) 2
(G5)() = lim —— / t % ds

das heifst
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2.8.8 Beispiel: Reflektierte Brownsche Bewegung
Sei (W;);>0 ein reellwertiger Wiener-Prozess (vgl. Beispiel (i) in 2.7.7) mit (homogenen) Ubergangswahrschein-
lichkeiten

—2)2
— 5t dz

Py, B) = Noo(B) = \/%ﬁt /e
B

(vgl. 2.8.7), dazu
XtI:|ZL'0+Wt‘ 5 tZO

der reflektierende Prozess mit Anfangsposition xo > 0 (d.h. Xy = ¢ fast sicher).

A
Xy

To +

>

\
N7

Reflexionen

Abbildung 2.6: Typischer Pfad einer reflektierten Brown-
schen Bewegung mit Anfangsposition zo.

Zu B € %(]0,00)) ist dann die Ubergangswahrscheinlichkeit von X gegeben durch:

Pt(xo,B) = P({lﬂ?o —|—Wt| € B}) = 'P({JJO +WiyeB V xg+W; € —B})

1
V2t

=P ({zo+ Wi € BY) +P ({0 + W, € —B}) = / [e—(y—mz/?t + e~ HEo) /2t gy

pt(zo,y)
mit der Dichte pi(zo,-) = % bzgl. des Lebesgue-Mafes A. Zu zeigen sei nun die Chapman-Kolmogorov
Bedingung (vgl. 2.8.5.1). Tatséchlich ist

1
V2rs

1
V2Ts

/f(y)Ps(y,Z) dy = /f(y)e_(y_z)2/2sdy+ /f(y)e—(y+z)2/2sdy
0 0 0

0
\/ﬁ S f(—y)e*(yfzﬂ/zsdy

1 r —(y—2)2%/2s
= o= [ 1y

fiir beliebige messbare f. Ist nun speziell f(y) := p(xo,y) (zo fest) so folgt

/pt(m,y)ps(% z) dy = /qmo,t(y)qz7s(y)dy + /q_mo,t(y)qz7s(y)dy = Quotz,t+s T Qe—zo,t+s = Pi+s(To, 2)
R R R

mit der Dichte

1 e~ (—w0)?/2t _ ANy ¢ ()

V2t dA

Qaot(Y) =
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Ex existiert somit nach 2.8.4 ein Markov Prozess mit genau den obigen Ubergangswahrscheinlichkeiten.

2.8.9 Spezialfille fiir Markov-Prozesse
Sei (X¢)ter ein (S,.7)-wertiger Markov-Prozess mit Ubergangswahrscheinlichkeiten (Pt,s)t<ser-
1. Kontinuierliche Zeit T = [0, 00) und diskreter Zustandsraum S = Z. Dann ist

Pis(k, {1}) = Pis(k,l) , kleZ

—_———

P(X,=l| X =k)

wobei die Chapman-Kolmogorov Gleichungen lauten

Py s (k,m) Z Prs(ky 1) Ps (1, m)

l=—00
bzw. im homogenen Fall

Prys(k,m) = anl m)

l=—00

2. Zeit diskret T = Ny, zeitlich stationédre Fall:
Prni1(z,B) = Po1(v,B) = P(Xp11 € B| X, =) =P(X, € B| Xo =) = Pyi(z,B)
Analog definiert sei
Pn(x,B) :=P(X, € B| Xg=2x)
Dann lauten die Chapman-Kolmogorov Gleichungen

Py(z. B) = / Pu(y, BYP, (x. dy)
S

Ps(z, B) /732 (y, B)P1(z,dy) = //771 (z, B)P1(y,dz)P1(z,dy)
s s

3. Diskrete Zeit T'= Ny und diskreter Zustandsraum S = Z, zeitlich stationére Fall:
Pulk,))=P(X,=1|Xo=k) , neN
Dann kann die Familie

(Pr (ks 1))t —oo

als unendliche Matrix interpretiert werden, wobei die Chapman-Kolmogorov Gleichung

Pry1(k, 1) Z Pk, )Py (1, m) (2.8.9.1)

l=—00

einer Matriz-Multiplikation entspricht.

Beispiel: Betrachten eine durch eine halbdurchléssige Membran aufgeteilte Doppelkammer mit Gasteilchen,
in der zu diskreten Zeitpunkten jeweils ein Teilchen von der einen Hélfte in die andere Hélfte iibergeht.

T
1
* 5 * . e ° )
Q ° ©
T >
e e ® o e o o
Q - Q(»J[//O
® ooo: e 0 ° o
1
o 9o e o ©° © e ©
] |

Abbildung 2.7: Verbundene Doppelkammer mit Gasteil-
chen.
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Dabei sei (X, )nen, der den Ablauf beschrt_e_ibende Prozess, mit X, als Teilchenzahl in der linken Kammer nach
n Zeitschritten. Die (zeitlich homogenen) Ubergangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch

2N — k
PXnt1=k+1]|X,=k) = 5N
k
das heifst .
Pk, {l}) =14 &  l=k-1

0 : sonst

Uber GI. 2.8.9.1 ergeben sich dann (hinsichtlich der Konstruktion eines Markov-Prozesses) die restlichen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten.
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3 KONVERGENZBEGRIFFE

3 Konvergenzbegriffe

3.1 Konvergenz von Mafien

3.1.1 Definition: Schwache Konvergenz von Mafsen

Sei (E,d) ein metrischer Raum und @, (Qn)nen Mabe auf (E, Z(F)). Dann konvergieren Q,, schwach oder in
Verteilung (engl. weak) gegen Q falls:

v feCE) /fdQn"l’?b[fdQ

E

Man schreibt dann: Q,, = Q.

3.1.2 Satz: Charakterisierung von schwacher Konvergenz

Seien (E,d) metrisch und @, (@Qn)nen Wahrscheinlichkeitsmafe auf (E, Z(E)). Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

L Q=3 Q
2. V C C E abgeschlossen gilt:
limsup @, (C) < Q(C)

n—oo

3. VU C FE offen gilt:
lim inf Q,,(U) > Q(U)

n—oo

4.V B € #(E) mit Q(0B) = 0 gilt:
Qn(B) == Q(B)

3.1.3 Satz: Schwache Konvergenz unter stetigen Transformationen

Seien (M,dy;), (N,dy) metrisch und (u,), p Wahrscheinlichkeitsmafe auf (M, Z(M)) mit p, "— p. Dann
gehen auch fir jede stetige h : M — N die Bildmafke

pn o h 1 "= o7t
w

Beweis: Fiir f € Cy(N) ist auch foh: M — R stetig, beschrankt, also

N/fd(ﬂn)h]!fohdunnﬁj\[fohduN/fduh

O

Bemerkung: Es kann sogar gezeigt werden: Die Behauptung gilt auch wenn h : M — N lediglich p-fast
iiberall stetig auf M ist.

3.1.4 Hilfslemma iiber die Stetigkeit der Metrik

Sei (E,d) ein metrischer Raum und

d(z, A) ::yirelgd(ac,y) , te ELACE

Dann ist fiir jedes A C E die Abbildung d(-, A) : = — d(z, A) stetig.

38



3.1 Konvergenz von Mafsen 3 KONVERGENZBEGRIFFE

Beweis: Es gilt die Dreiecksungleichung

d(z,y) +d(y, A) = d(z,y) + z12£ d(y, z) = Zlg}f4 (d(z,y) +d(y,2)) > Zlgg d(z,z) = d(z, A)

>d(z,z)

Dementsprechend gilt fiir Folge =, — x € E:

d(z, A) —d(zp,z) < d(zp, A) < d(zp, ) + d(z, A)

"=2d(x, A) "=d(x,A)

das heikt d(z,, A) "= d(z, A).
O

Bemerke: Ist A C E abgeschlossen, so ist d(x, A) > 0 fiir © ¢ A, denn sonst gébe es eine Folge (y,) C A mit
Yn — T.

3.1.5 Satz: Eindeutigkeit des schwachen Grenzwertes
Sei (E,d) ein metrischer Raum und (u,,) eine Folge von Mafen, die schwach gegen das endliche Maf p konver-

gieren. Dann ist u der einzige schwache Grenzwert von (uy,).

Beweis: Sei A C E abgeschlossen. Betrachten zunédchst die Familie von Funktionen
(1
fe(z):=1—ming —d(z,A),1p , z€E, >0
5

Nach Hilfslemma 3.1.4 ist jedes f. : E — R stetig und beschrinkt. Anderseits konvergieren die f. fiir £ \, 0
punktweise gegen 1,4, denn fiir festes x € F ist

. . 1
E@fa(x) =1- mln{ahi% gd(x,A), 1} =14(x)
—_———

OC'lAc(aj)

lac(z)

Sei nun v ein weiterer schwacher Grenzwert von (u,), dann ist auch v endlich, denn fiir 1 € C,(F) miisse gelten

n—oo

E E E

/J,(E):/].d/i:hm 1d,un:/1d1/:V(E)
Per Definition miisse aufferdem gelten

/fs dp = lim f. dun:/f5 dv Ye>0
E E
Anderseits ist die Majorante 1 > | f.| bzgl. p und v integrierbar, das heifst nach Lebesgue

p(A) = [ adu=tim [ £ dp =t [ o= [ 1400 =)
E E

E E

fiir jede abgeschlossene A C E. Da C := {A C E : A abgeschlossen} durchschnittsstabil und ein Erzeuger von
P(F) ist, mit FE € C, folgt dass p und v sogar auf ganz #(FE) {ibereinstimmen.
O
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3.1.6 Lemma zur schwachen Konvergenz von Produktmafien

Seien P,,, Q,, P, Q Borelmafe auf dem separablen, metrischen Raum (E,d) mit
PEEP L 0, 0

Dann geht

n—oo

auf (E x E,d x d) wobei’

(d x d)((w1,72), (y1,y2)) := max {d(z1,y1), d(z2,y2)}

3.2 Konvergenz von Zufallsvariablen
3.2.1 Definition: Konvergenz von Zufallsvariablen

Sei (E,d) ein separabler metrischer Raum, (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, )nen eine Folge von
Zufallsvariablen X, : Q) — E.
Dann:

e (X,) konvergiert stochastisch oder in Wahrscheinlichkeit gegen die Zufallsvariable X : Q — E falls

Ve>0: lim PdX,,X)>e) =0

Plw : d(Xn(w),X(w))>e}

n—oo

Man schreibt X,, — X.
P
e (X,) konvergiert fast sicher gegen X, falls
P (1im X, = X) =P ({w: lim X,(w) = X(@)}) =1

das heiflt X, konvergiert P-fast-iiberall punktweise (in E) gegen X.

e X, konvergiert sicher, oder punktweise gegen X, falls

Xo(w) =T X(w) V we

o (X)) konvergiert in Verteilung oder schwach gegen X, wenn die Folge der induzierten Bildmafke Px,
schwach gegen das Bildmaf Px konvergiert, das heifst fiir jede beschrénkte, stetige f : E — R geht

lim fdPx, = /f dPx

n—oo

%,_/
Ef(Xn) H‘lf(X)

n—oo

Man schreibt X,, "= X. Ahnlich definiert man auch Konvergenz in Verteilung von (X,,) gegen irgendein
Wahrscheinlichkeitsmafs P.

o Ist (E, ||| z) ein separabler Banachraum, so konvergiert (X,,) gegen X im p-ten Mittel (0 < p < 00), falls

lim E X, — X}, = lim /||X (@)|% dw =0

9Die Separabilitit von E sichert, dass d x d genau die o-Algebra #(F) ® %B(E) erzeugt.
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Bemerkungen:
(i

(ii) Stochastische Konvergenz impliziert stets Konvergenz in Verteilung.

)
)
)
)

Fast sichere Konvergenz bzw. Konvergenz im p-ten Mittel implizieren stochastische Konvergenz.

(iii) Konvergiert X,, in Verteilung gegen eine Konstante C, so konvergiert X,, auch stochastisch gegen C'.

n—oo

(iv) Seien a, =3 a € E und X, - X. Dann gehen auch

n—oo

aann T aX

(v) Sei (M,dar) ebenfalls ein metrischer Raum und h : E — M Px-fast-iiberall stetig. Gehen die Zufallsva-
riablen X, n?o X so gehen auch:

B(X0) "= ()

(vgl. analogen Satz 3.1.3 {iber Mafe). Analog, ist p ein W-Mal auf (M, #(M)) und X, — dann

gehen auch
RO " o™

3.2.2 Lemma: Charakterisierung von Konvergenz in Verteilung

Seien (X,,), X R™-wertige Zufallsvariablen. Dann sind dquivalent:

n—oo

1. X,, konvergiert in Verteilung gegen X: X, - X.

2. Sind )N(n, X die Fourier-transformierten von X,, bzw. X , so konvergieren die X, punktweise gegen X:

lim X, (§) = X(§) VE&€R™

3. Im Fall m = 1: Fiir die Verteilungsfunktionen F,, F' von X,, bzw. X gilt

lim F,(z) = F(x)

n—oo

in allen Stetigkeitspunkten von F'.

3.2.3 Satz: Ubertragung der Konvergenz in Verteilung

n—oo n— oo

Sei (M, djps) metrisch, separabel und X,,,Y,,, X M-wertige Zufallsvariablen mit X, - Xundd(X,,Y, — 0

fast sicher. Dann gehen auch

Y, ”%C’f’ X

Fiir einen Beweis siehe [5].
Folgerung: Sind X,, X R"-wertig und X, n%of X, a, =30, so geht auch

n—oo

Xn—i—an T X
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3.2.4 Der zentrale Grenzwertsatz (CLT)

Sei X1, X5, .. eine Folge von unabhéingig, identisch verteilten, reellen Zufallsvariablen auf (2, &, P) mit E | X B
oo und

w=EX;, 0:=+/Var(X1) .

Dann konvergiert die Folge von Zufallsvariablen
1 n
Ly = —— X, — , neN
ovn ; Xj—ul o m

in Verteilung gegen die Standardnormalverteilung Ny 1: Z, n%of No.1. Insbesondere heift dies: Ist ® die Ver-
teilungsfunktion von Ny 1, so geht
lim P(Z, <t)= ()

n—oo

fiir jedes t € R.

3.2.5 Der mehrdimensionale zentrale Grenzwertsatz (CLT)

Sei X, X1, Xo,.. eine Folge von unabhingig, identisch verteilten, R™-Zufallsvektoren mit E || X ||2 < oo und
Kovarianzmatrix Cov(X). Dann gilt:

1

7 2 15— BX] " Nocowx)
k=1

(vgl. 4.2.6 unten).

3.3 Konvergenz stochastischer Prozesse
3.3.1 Definition: Konvergenz stochastischer Prozesse

Seien (X)ier, n € N und (X;);er R™-wertige stochastische Prozesse. Dann konvergieren X" "—3 X in
endlich dimensionalen Verteilungen &

Vit ooty €T: (X, X)) =2 (Xey, o0 Xuy)

SVt .ty €T:Y feCGR™) Ef (X!, ., X") = Ef (X4, .., X¢,)

k
Vity,.tp €T, Vay,.,a, € R™: Eexp [ Za]X"} "ZF Eexp [iZantj]
Jj=1 j=

(322)

n—oo

Man schreibt X, —> X

Bemerkung: Diese Art der Konvergenz ist meist einfach nachweisbar, leider aber oft zu schwach. So folgt
z.B. aus ihr nicht

sup | X, ()] "= sup | X (t)|
teT d  teT

(im Falle der Messbarkeit).

3.3.2 Theorem von Kratowski

Sei (E,d) ein vollstandiger, separabler metrischer Raum und & C #(FE) separiere die Punkte in F, das heifst:
VeAyeE:3Ae®B:a¢ Ay

Dann gilt o(B) = B(F).
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3.3.3 Bemerkung iiber Borel-o-Algebren in ¢

Sei (M, dys) ein separabler metrischer Raum'®, 7' # () eine Indexmenge und E C M 7. Mit der Metrik dz werde
(F,dg) zu einem vollstandigen, separablen metrischen Raum, so dass die Abbildungen

(o : (B, B(E)) — (M, B(M)), G : [ [f(t)
messbar sind. Dann gilt
BE)= €M")NE
————
Schnitt-o-Algebra

Beweis: Offensichtlich ist

G(MTYNE = { (Corsos G, ) N (B) i B € B(M), th,.tm € T} =%
cB(E)

und ®» C H(FE) separiert die Punkte in F, denn: Fiir f # g € E existiert ein to € T mit f(to) # g(to), also

cB(M)
g¢ Ct_ol(BEM(f(tg),g(to))/z(f(to))) > f
c®
Demnach
C(MTYNE = o(6y(MT)) NE = 0(d) “2? 3(E)

Bemerkung: Die Messbarkeit von ((;,, .., (;,, ) setzt die Separabilitdt von M voraus. [

3.3.4 Satz iiber Messbarkeit von Pfaden

Sei (M, dps) ein separabler, metrischer Raum und (X;)¢er ein M-wertiger stochastischer Prozess auf (2, S, P)
mit Pfaden in E C (M)T. Dabei sei (E, dg) ein vollstindiger, separabler metrischer Raum und die Abbildungen

G:f—=f(t), feM
fiir beliebiges ¢ € T messbar in (E, #(F)). Dann ist auch X : Q — (E, #(F)) messbar.

Beweis: Nach Lemma 2.3.4ist X : Q — (M, % (M7T)) messbar. Nach Bemerkung 3.3.3 ist dann auch X : Q —
(E,#(E)) messbar.
O

Folgerung: Hat X Pfade in E, so erzeugt X ein Verteilungsgesetz auf (E, ZA(E)).

Beispiel: Fiir kompakten, metrischen Raum (7, dr) und normierten, separablen Raum (M, ||-|| ) wird (C(T, M), ||-|| ) <
M7 zu einem separablen Banachraum, mit ¢; messbar (sogar stetig) von C(T, M) nach M. Daher ist jeder M-
wertige Prozess (X;);er mit stetigen Pfaden auch messbar nach (C(7T', M), [|-|| )-

3.3.5 Beispiel: Schwache Konvergenz von Pfad-Suprema

Fiir kompakten metrischen Raum (7', dr) und E = (C(T), ||-|| ) ist (¢ : f — f(t) messbar auf (E, #(FE)). Nach
Bemerkung 3.3.3 gilt dann:
B(C(T)) =¢[R")NC(T)

Seien nun X, X" R-wertige stochastische Prozesse auf (2, &,P) mit stetigen Pfaden und X" n%of X 1. Da
|ll : E — R stetig ist, folgt dann nach 3.1.3 auch'?

10 ™= 11X

10 Ausgestattet mit der Borel-o-Algebra %(M) induziert durch die Metrik d.
! Betrachtet als Zufallsvariablen X, Xy : Q — (B, ||]lo,)
12 Als Zufallsvariablen || X", || X, : Q2 — R.
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Insbesondere: Ist P (|| X||, = «) = 0 fiir ein o € R, das heifit die Verteilungsfunktion von || X ist stetig in «,
so folgt nach Charakterisierungssatz 3.2.2 (3)

P (X" < @) = P (IXl, < a)
Ahnlich: Fiir endliches Borelmaf p auf (T, %(T)) ist die Abbildung f — [ f du stetig auf (C(T),|||..), also
T

geht auch
[ utan " [ X0 uan
T T

3.3.6 Definition: Radon-Mafd

Sei (T, 0(T)) ein Hausdorff Raum. Ein lokal-endliches'® MaR p auf (T, %(T)) heift Radonsch (straff, engl.
tight) falls p inner-requldr ist, das heifit fir A € B(T) gilt:

w(A) =sup {u(K) : K C A kompakt}

Spezialfall: Ein Wahrscheinlichkeitsmaf p auf einem metrischen Raum (E, d) ist genau dann Radonsch wenn
zu jedem € > 0 eine kompakte Menge K C FE existiert mit

p(K)>1—-¢

Bemerkung: Jedes Borel-Wahrscheinlichkeitsmafs auf einem vollstédndigen, separablen, metrischen Raum ist
Radonsch.

3.3.7 Definition: Gleichméfiig Radonsch

Zu messbaren Raum (€, &) sei M () die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf (2, &).

Ist (T, &(T)) Hausdorffsch, so heifst eine Untermenge M C My (T) (gleichmdfig) Radonsch :&<
Ve>0:3KCT kompakt : up(K)>1—¢ VpeM

Offensichtlich sind dann alle 4 € M radonsch.

Beispiel: Die Menge von Wahrscheinlichkeitsmafien
{0, :n e N} CH(R)

ist nicht gleichméfig radonsch, obwohl jedes §,, radonsch ist.

Bemerkung:
(i) Ist (E,d) vollstindig, separabel, metrisch und M C M, (F) endlich, so ist M stets radonsch.
(ii) Ist (F,d) metrisch, so existiert auf My (E) eine Metrik 7w (Prokhorov Metrik), definiert durch
m(p,v) :=1inf{e > 0: u(4°%) <v(A)+e VAc BE)}

Ist E sogar separabel, vollstindig, so gilt fiir Wahrscheinlichkeitsmafe pi, (tin)neny € M1 (E):

n—o0

n—oo
pn —> b = w(pn,p) — 0

das heift 7 induziert auf M, (E) die gleiche Topologie wie die schwache Konvergenz.

13Ein Borel-Maf i auf einem Hausdorff-Raum (T, 6(T)) heift lokal-endlich, falls es zu jedem = € T eine offene Menge U € 0(T)
gibt mit p(U) < oo.
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3.3.8 Definition: Relative Kompaktheit

Eine Teilmenge A C T eines topologischen Raumes (T, &(T)) heilt relativ kompakt falls der Abschluss cl(A)
kompakt ist.™

Bemerkung: Eine Teilmenge A C F eines metrischen Raumes F ist genau dann relativ kompakt, falls jede
Folge in A eine in E konvergente Teilfolge hat.

3.3.9 Theorem von Prokhorov (1956)

Sei (E,d) ein vollstdndiger, separabler metrischer Raum und M C % (F). Dann gilt:
M relativ kompakt in (M, w) '° < M ist gleichmiiRig Radonsch.

3.3.10 Satz: Charakterisierung der Konvergenz stochastischer Prozesse

Sei T # () eine Indexmenge und E C R”. Sei (E,d) metrisch, vollstindig, separabel und ¢; : f — f(t) stetig
von E nach R. Seien (X"), X reellwertige stochastische Prozesse mit Pfaden in £ C R”.
Dann gilt X" n?o X (als Zufallsvariablen X, X™ : Q — (F, #(FE))) genau dann wenn:

(a) X" "= X
f.d.d.

(b) {Pxn» :n € N} ist relativ kompakt in (M (E), 7).

Beweis: Richtung "=": Wegen Stetigkeit von (; ist fiir ¢, ..,%,, € T auch

f = (f(tl)a “vf(tm)) ) f €eFE

stetig von E nach R™. Nach Satz 3.1.3 gehen deshalb auch

m m

(X7, .., X)) ”?f’ (Xtys 0 Xt,,)
Definitionsgemif geht auch Pxn n%)? Px, das heift {Px, },cy ist lediglich eine konvergente Folge in M (E)
und als solche relativ kompakt.
Richtung ”<": Beweis durch Widerspruch. Unter der Annahme PXn7Z> Px existiert ein €9 > 0 und Teilfolge
(ng) mit "
7(Px».,Px)>¢eo , k€N

Nach Voraussetzung (b) existiert jedoch auch eine Teilfolge (n},) C (nx) und Wahrscheinlichkeitsmaf @ € My (E)
mit

n—oo
—
P s, - Q
Insbesondere nach Satz 3.1.3
stetig
—_——~
_1 n—o0 —1
PXWL O(<t17"’ctm) 7 QO(Ct1>~-7Ctm)

Nach Voraussetzung (a) gehen auch

/
Xﬂ'k n—oo X
Ptly")t7n W Ptl:“a

tm

Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes (vgl. Satz 3.1.5) muss Q..+, = Pt)f,wtm sein fiir beliebige
t1,..,tm € T, das heifst

Px =@

141n vollstindigen metrischen Réumen ist relative Kompaktheit dquivalent zu Prakompaktheit.
I5Vergleiche mit Bemerkung (ii) in 3.3.7.
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(6o (RTYNE)
—_——

auf €o(RT) N E. Da %y(RT) N E ein durchschnittsstabiler Erzeuger von € (R”) N E ist, sind Px = Q sogar auf
ganz € (R”) N E. Insbesondere
—_———

B(E)
nach (3.3.3)
n—oo
P ent . Px

Doch dies ist im direkten Widerspruch zu

7(Pxne, Px) > €0
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4 GAUSSPROZESSE

4 Gauliprozesse

4.1 Charakteristische Funktion

4.1.1 Konventionen

Schreiben fiir z,y € C™:

= (z', .., z")
n

(@y) =ay:=>» 2"y
i=1

]| = [z] == v/ (2, 2)

4.1.2 Definition: Charakteristische Funktion

Zu Wahrscheinlichkeitsmaf P auf (R™, 8(R™)) definieren die charakteristische Funktion (Fourier- Transformierte)
von P:

PiR" = C , P(k) = F(P)(k) ::/e“”P(dx) . keR
RTL

Zu zufilligen Vektor X : Q — R™ auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P) ist die charakteristische Funktion
von X gemélfs B B _ B
X:R"—C , X(k)=FX)k) :=E")=Px(k)

definiert.

4.1.3 Satz: Eigenschaften der charakteristischen Funktion

Zu W-MaR P auf (R™, Z(R™)) hat die charakteristische Funktion P folgende Eigenschaften:
1. P(0)=1

2. P ist stetig.

3. P ist nicht-negativ definit, das heiftt die Matrix

(ﬁ(ki—kj))m e ¢mxm

i,5=1

ist nicht-negativ definit'® in C™ fiir beliebige ki, .., k,, € R™. 17

4.1.4 Theorem von Bochner

Sei ¢ : R™ — C eine Abbildung mit allen 3 Eigenschaften in 4.1.3 erfiillt. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes
Wahrscheinlichkeitsmaft P auf (R™, Z(R™)) mit

Insbesondere gilt

fiir W-Mafe P, Q.

16Eine konjugiert-symmetrische Sesquilinearform b: H x H — C auf einem C-Vektorraum H heift nicht-negativ definit, falls gilt
b(v,v) >0V v € H. Ist ferner H ein Hilbertraum, so heift ein selbstadjungierter, linearer Operator A : H — H nicht-negativ definit
falls (Hv,v) > 0V v € H gilt. Im Falle einer hermiteschen Matrix, ist eine notwendige (jedoch nicht hinreichende!) Bedingung dass
alle ihre Hauptminoren nicht-negativ sind.[6]

17Beachte dass obige Matrix hermitesch ist, denn P(—k) = P*(k) V k € R™.
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4.1.5 Satz: Verkniipfungen charakteristischer Funktionen
1. Zu Wahrscheinlichkeitsmafen P, Q auf (R™, Z(R")) ist

P

(P+Q) =P -Q

Die Zuordnung P — P ist also ein Monomorphismus'® zwischen den Monoiden (Ry(R™),*) und (CE",.).
Analog gilt auch fiir zufillige, unabhéngige Vektoren X,Y:

(X+Y)=XY

Insbesondere fiir zufilligen Vektor X : Q — R™ und Konstante Xy € R™:

—_~—

(X + Xo) (k) = X (k) - ')
2. Sei P ein W-Ma® auf R™ und Q ein W-Maf auf R™, dazu das ProduktmaR P ® Q auf R™". Dann ist

(P& Q)(a,b) = Pla)- O(b) , acR", beR™

Analog fiir unabhéngige, zufillige Vektoren X : Q@ — R", Y : Q — R™:

—~—

(X,Y)(a,b) = X(a) - Y (b) (4.1.5.1)

3. Sei P ein W-Maf auf R™ und A : R” — R™ linear, dazu die adjungierte'® Af. Dann gilt:
Pr=PoAl (4.1.5.2)
Beweis:
Palk) = / ¢ Py (dy) = / eFA@P(dr) = / AT OTP(ar) = P(AT(R)) | k€ R™
R™ Rr R™

4. Zu xp € R™ ist

By () = 0
und somit nach (1) fir W-MaR P:

—_~—

P s 0gy (k) = €FP(k) , keR"
Beachte dass (P * d,)(B) = P(B — x).
5. Sei X : Q — R"™ ein zufilliger Vektor und k € R™ fest, dazu die Zufallsvariable (k, X) : Q@ — R. Dann ist

(k, X)(t) = X(tk) = E(e"™X) | teR

bzw.

6. Sei P ein W-Maf auf R™ und k& € R” fest, dazu die 1-Form =z LA (k,x), x € R™. Dann ist

Pot) € PUt ) =Ptk) , teR

bzw.

Pk) = Pr(1)

18Ein Monomorphismus f : G — H zwischen zwei Halbgruppen G, H ist ein injektiver Homomorphismus.
19Zu linearem Operator A : V — W zwischen endlich dimensionalen Hilbertraumen V, W ist der adjungierte At W = V der
eindeutig bestimmte lineare Operator der erfiillt (Av,w), = <v,ATw>V fiir v € V, w € W. In Matrixdarstellung ist (A1) = (4%)T.

48



4.1 Charakteristische Funktion

4 GAUSSPROZESSE

4.1.6 Satz von Cramér-Wold
Seien P und @ W-MafRe auf R™ mit
Pr=0r VEke R™

(dabei x A (k,x), x € R™). Dann folgt P = Q.

Beweis: Nach Satz 4.1.5 (6) ist

~ | (4.1.5) ~ | (415) =

P(k) Pi(1) = Qi(1)
Nach Bochner (4.1.4) ist somit P = Q.
O

Interpretation: Aquivalent zu Gl. 4.1.6.1 (bzw. zu P = Q) ist
Pr((=00,0]) Qk((=00,0])

(4.1.6.1)

VEeR"VaceR:P{zeR": (z,k) <a})=90{z eR": (z,k) <a})

Stimmen also die Mafe P, Q auf allen Halbrdumen {x € R" : (k,z) < a}, k € R", a € R iiberein, so sind sie

gleich.

RQ

Abbildung 4.1: Zum Satz von Cramér-Wold iiber Charak-
terisierung von Mafsen durch Halbrdume.

Anwendung findet dieser Satz z.B. in der Computertomographie, in der die Bestimmung des Mafes (z.B. Kon-
zentration bestimmter Stoffe) im untersuchten Objekt durch Projektionen (jedoch nur endlich vieler) Halbrdume

erfolgt.

4.1.7 Satz: Charakterisierung projektiver Systeme

Sei T' # () eine Indexmenge. Eine Familie
(Qt1,..tm) meN
t €T
LiFtj£i

von W-Mafien auf R™™ ist genau dann ein projektives System auf (R™, Z(R™)) iiber T (vgl. Bedingungen

2.5.1.1 und 2.5.1.2) falls gilt:
(i) Zuty,.. t, €T, t; # tj%, und Permutation m € Sym(m) ist

Qb Bty oo ko) = Qb 1)ty Fr(1)s oos o)) 5 Ky i € R® (4.1.7.1)

(ii) Zuty, .ty €T, t;# tj?gi gilt

©t1;~7tm (kjl, . km—l; O) = @t17.,7tm71 (k1, . k'm—l) s ]411, . km—l cR" (4172)
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Beweis:

1. Zu Permutation 7 € Sym(m) definiere den linearen Operator

Tr :R™ = R™ | Tr (21,0, Tm) = (Tr(1)s o, Tr(m)) 5 1, T € R”
————

xeRmn

Dann ist
m

T z y Z zuyz Z rr(i)vyi>]:

i=1 i=1

das heift T = T, Somit:

(2'5'1'1) A ch--,tm = Qt'rr(l)7"7t7r('rn) oTx

~ (4152)
a4 Qtl,..,t

2. Definieren den linearen Operator
P, : R™ — RM=Dn Pz, ., Tm) :=

Dann ist

(@) > (@i ye1(h)) = (@, Tery)
j=1

—1 ~
Qtwu), St (m) (T )T = Qtw<1)7~~7tﬂ(7n) oTx

(T1y ey Tm—1) , X1,..,Tm €R"

P;z(yh "7ym71) = (y17 "7ym7170) y Yly -y Ym—1 € Rn

so dass folgende Aquivalenz gilt:

(25.1.2) € Q1.0 Pn' =Qu ity
~ (4.15.2)
g Qtlwqt'mfl ch 2 71;1
O
4.1.8 Theorem: Existenz stochastischer Prozesse
Sei T' # () eine Indexmenge und
(SOtl,..,tm) meN
t,eT
LiFtjzi
eine Familie von Abbildungen ¢¢, _; :R™ — C mit:
(i) ()0t17--7t7n (0) = 1'
(11) (pt17"7t7n Stetlg
(iii) @y, 1, nicht-negativ definit.
(iv) oty b, = Pty restmmy © L flir ™ € Sym(m).
(V) ©ty,ootm (k‘l, .., km—l, 0) = Ot1,.tm_1 (k‘1, ey k'm—l) fur ]{11, . km—l c R™.

Dann existiert ein R™-wertiger stochastischer Prozess (X;)ier mit

P(xy, vnXy,) (B1ykm)

B Utekn) = B exp [ 3 (kX0 |} =
i=1

flir tq,..,t,, € T paarweise verschieden.
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Beweis: Nach Bochner (4.1.4) existieren Wahrscheinlichkeitsmafe Q+, .. t,, auf R™™ mit

m

Qty,. = Pyt

Die (Q,,..+,, ) erfiillen dabei nach Voraussetzung die Bedingungen (4.1.7.1) und (4.1.7.2), sind also ein projektives
System auf (R™, Z(R™)). Nach Existenztheorem 2.5.4 existiert somit ein R™-wertiger stochastischer Prozess
(Xt)tET mit Pt)f,..,tm = Qtl,--,tm bzw.

P(th 7"5Xtm) = <pt17--7t7n
O

4.2 Gaufssche Vektoren
4.2.1 Definition: Normalverteilung

Es sei 0 > 0 und p € R. Dann heifit das Maf N, ;2 auf (R, Z(R)) definiert durch

]_ T—p
No2(B) 127/6 o d:c
’ 2mo
fiir 2 > 0 bzw.
1 :pneB
N,o(B):=96,(B) =
u,O( ) u( ) {O - sonst

Normalverteilung auf R, mit Mittelwert g und Varianz o2. Eine Zufallsvariable ¢ : (Q,&,P) — R heilt Nor-
malverteilt falls ihr Verteilungsgesetz die Normalverteilung ist, das heifst

P({¢ € B}) =N, 2(B) , BeA(R)

Bemerkung: Die Fourier-Transformierte von NV, , ist gegeben durch

o2k?
2

N,02(k) = exp [ikzu -

} , keR (4.2.1.1)

4.2.2 Definition: Gaufivektor

Ein Zufalliger Vektor Z = (Z1, .., Zy,) : (Q,8,P) — R™ heilst normalverteilt oder Gaufvektor falls V k € R™ die
Zufallsvariable
(Z,k)y: Q=R |, w— (Z(w),k)

Normalverteilt ist.

Bemerkungen:
(i) Ist Z = (Z1, .., Zn) Normalverteilt, so ist insbesondere jede Komponente Z; Normalverteilt (setze k := e;).

(ii) Die Angabe allein der Verteilungen der Z; reicht allgemein nicht aus um Z eindeutig festzulegen. Insbe-
sondere kénnen 71, .., Z, alle Normalverteilt und Z nicht normalverteilt sein.

(ii) Da jeder einzelne Erwartungswert E \Zi|2 < 00 existiert, existiert auch der Erwartungswert

E(Z) :=(EZy,.,EZ,)
(iv) Sind ferner Zi, .., Z, unabhingig, so gilt

—~

unabhanglg . 1 21,2
(Z1, .., Zn) (K o HZ ) =exp |i(k,EZ) — igjajkj (4.2.2.1)
wobei

o7 =K ((Z; —EZ;)*) = Var(Z;)

J
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(v) Ist Z = (Zy,.., Zy,) Gauksch und p € R™, so ist auch Z’ := Z + p Gaufsch mit Erwartungswert

EZ' =EZ + u

(vi) Seien (Y1,..,Yn), (Z1,..,Zm) von einander unabhingige Gaufsvektoren mit Kovarianzmatrizen Ry, Ryz.
Dann ist auch

(Y17 "7Y7L7 Z17 3 Zm)

Ry | O
R(Y,Z) = < 0 RZ >

ein Gaufivektor mit Kovarianzmatrix

4.2.3 Definition: Zentrierter Gaufivektor
Ein Gaufvektor Z : Q — R™ heifit zentriert falls E(Z) = 0 ist.

Bemerke:
(i) Zu beliebigen Gaufvektor Z : Q@ — R™ ist
7 =7 —E(Z)
ein zentrierter Gaufvektor.
(ii) Z ist genau dann zentriert, falls fiir beliebige k € R™ (oder dquivalent: beliebige k € {ey,..,e,}):

E(Z, k) =0
——
(EZ.k)

ist.

4.2.4 Definition: Standardnormalverteilter Vektor

Ein zufilliger Vektor Z = (Z1, .., Z,) : (2,8, P) — R™ heikt standardnormalverteilt falls 7y, .., Z, unabhingig
und N ;-verteilt sind, das heift insbesondere

P({ZeB)) = (%én/g /e—%daz
B

Bemerke:
i) Ist Z = (Z4, .., Z,) standardnormalverteilt, so ist (Z, k) N, . 2-verteilt fiir beliebiges k € R", denn:
0, ]|kl

n

Z;
unabhéngi n
(Z,k) = ki Z; "URTEE N s e =Ny e 5 a€R (4.2.4.1)

j=1

(ii) Somit ist ersichtlich: Jeder standardnormalverteilte Zufallsvektor (71, .., Z,) ist normalverteilt, zentriert.

(iii) Nach Gl. (4.2.2.1) gilt fiir standardnormalverteilten (71, .., Z,):

Z(k) = e 3IFI” |k eRm (4.2.4.2)

4.2.5 Lemma: Existenz standardnormalverteilter Vektoren

Fiir beliebiges n € N existiert ein standardnormalverteilter Vektor (71, .., Z,) : (Q,&,P) — R™.
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Beweis: Setzen
Q:=R", &:=BR"), P:= (X)N01
und dazu
Z:Q—=R", Zi(x1,.,xn) =2, i=1,.,n

Dann ist Z standardnormalverteilt.
O

4.2.6 Satz: Charakterisierung zentrierter Gaufs-Vektoren
Sei Z = (Z1,..,2Zy,) : @ — R™ ein zufilliger Vektor. Dann sind dquivalent:
1. Z ist Gaufsch, zentriert.

2. Es existiert eine nicht-negativ-definite Matrix R € R™*™ (R > 0) mit
Z(k) = e 3{BRE) L c R™ (4.2.6.1)
Gegebenfalls ist dies erfiillt durch die Kovarianzmatrix R = (E(Z;Z;)); =1
3. Es existiert eine lineare Abbildung A : R™ — R™ mit
Z L A®Y)
(dh. Pz = Pya(y) fiir irgendeinen standardnormalverteilten Zufallsvektor Y : Q' — R™. Gegebenfalls ist
dann R = AAT.
Beweis:
1 — 2: Setzen ri; := E(Z; Z;) = Cov(Zy, Z;) und R := (ri;)};_, (Kovarianzmatriz). Offensichtlich ist R = R
Ferner gilt fiir £k € R™:

(RE, k) = ZkkIEJZZ [ZkaZ]: 17 >0

1,j=1 1,j=1

das heiftt R > 0. Auflierdem ist

2 = (2R "BV e
mit
o2 =E|(Z, k)| —EZkaZ = (Rk, k)
4,j=1
das heifst

Z(k) = e~ Hm)

2 — 3: Bekanntlich existiert zu R > 0 eine lineare Abbildung A : R” — R™ mit R = AA. Zu standardnormal-
verteilten Vektor Y : Q' — R"™ (vgl. Existenzlemma 4.2.5) ist

SO Vilk) 2 e g e R

Anderseits

A (k) = Y (ATR) = e~ 547" = =3 (aThaTk) _ ~3(a4Tk)

d.

Nach Bochner (4.1.4) sind somit A(Y) = Z.
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351 Aus Z & A(Y) folgt

O

d. (4.2.4.1) n
(Z,k) S (A(Y), k) = (Y, ATk) "% NG jargr » kER

das heifst Z ist Gaufsch, zentriert.

Bemerkungen:

(i)

(iii)

Aus dem Beweis wurde ersichtlich, dass die Kovarianzmatrix R := (]E(Zl-Zj))?j:1 eines zentrierten Gaufi-
vektors Z stets nicht-negativ definit ist. Ist sogar R > 0 (positiv definit), das heifit det(R) > 0 so existiert

die Inverse R~! und es lisst sich zeigen:

PUzeB) = — [ 3B gy | Be @y

(2m)"/2\/det(R)

Insbesondere ist die Zuordnung zwischen nicht-negativ definiten, symmetrischen Matrizen R € R™*"™ und
zentrierten Gauftvektoren (bzgl. Verteilung) eineindeutig (vgl. Darstellung 4.2.6.1), wobei die Existenz der
Gaufvektoren aus dem Beweis 2 — 3 ersichtlich wurde. Man schreibt daher oft X ~ Ny g und meint dass
X Gaufisch, zentriert ist mit Kovarianzmatrix R.

Aus Darstellung

Z(k) = ez (BkR)
fiir zentrierte Gaufivektoren Z folgt

—_~—

(Z (1) = Z(th) = e~ 7 (RER)
das heifét
(Z,k) ~ No(ri.k)
(vgl. 4.2.1.1).

Sei nun Z zentriert, Gaufsverteilt mit Kovarianzmatrix R = (E(ZiZj))?j:17 dabei det(R) = 0. Dazu sei

R = AAT fiir irgendeine A € R™*" E := A(R") und Z L A(Y) fiir irgendeinen standardnormalverteilten
Vektor Y. Dann ist £ C R" ein Unterraum von R™ und

P{ZeE})=PH{AY) € E}) =1

Z hat also fast-sicher Werte im (echten) Unterraum F mit dim(F) = rank(A) < n.
Dabei ist

E = A(R") = [ker(AT)] "
das heifst
re Bt & Al(z)=0 < <ATx,ATa:> =0
—_——
(Rz,x)
also

E={z:(Rs,z)=0}"
Beispiel: Fiir Z = (Z1,—Z1) mit Z; ~ Ny ist

bzw.
(Rzx,x) = (11 —x2)2 =0 & 21 =219

das heifst
E={(y1,92) : y1 = —y2}
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R2

Abbildung 4.2: Zur Konzentration zentrierter Gaufvekto-
ren. Gaufiprozess (Z1, —Z1) hier konzentriert auf Unterraum
E.

(iv) Sei Z = (Z1, .., Z,) Gaufbsch, zentriert, dazu Kovarianzmatrix R. Dann gilt:
Zu, .., Zy sind unabhéngig < E(Z,Z;) =0 Vi # j (d.h. R diagonal).

Tats&chlich: Richtung = ist trivial, da unabhéngige Zufallsvariablen stets unkorreliert sind. Sind umge-
kehrt die Z1, .., Z, unkorreliert, das heifst

so existiert zu

A= ~ R=AAf

ein standardnormalverteilter Vektor Y mit

(Z17 oy Zn) = (\/ 7“11}/1, ey \/ rnnYn)
(vgl. Beweis des obigen Satzes).

(v) Mit analogen Uberlegungen kann sogar allgemeiner gesagt werden: R"-GauRvektoren Z, .., Z,, sind genau
dann unkorreliert, das heift Cov(Z;, Z) =0 V i, k, wenn sie unabhéngig sind.
—_——

ERnXn

(vi) Ist Z = (Z4, .., Z,) Gauksch, so sind insbesondere alle Z; Normalverteilt. Die Umkehrung gilt im allgemei-
nen nicht! Sind jedoch Zi, .., Z,, noch zusétzlich unabhéngig, so ist Z Gaufisch.

4.2.7 Korollar fiir allgemeine Gaufivektoren
Sei Z = (Z1,..,Zy,) : @ — R™ ein zufilliger Vektor. Dann sind dquivalent:
1. Z ist Gaufssch.

2. Es existiert eine nicht-negativ definite, symmetrische Matrix R € R™*"™ und Vektor p € R™ mit

~ 1

Z(k) = e~ 2Bk itk o RR (4.2.7.1)

Gegebenfalls ist dann
R = (Cov(Z;, Z;))?

4,j=1

genau die Kovarianzmatrix von Z und p = E(Z).
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3. Es existiert eine affine Abbildung A : R” — R™ mit
7L A®Y)

fiir irgendeinen standardnormalverteilten Zufallsvektor Y : Q' — R™.

Beweis:

1— 2: Da Z' .= Z — EZ zentriert ist, ist nach 4.2.6:

nicht-negativ definit, symmetrisch und erfiillt
26)

—3(Rkk) | ,i(kEZ)

Z(k) = F{(Z -EZ) +EZ} (k) “Z% ¢

2 — 3: Der Vektor Z’ := Z — p erfiillt die Darstellung
Z'(k) = e~ 2(BER) | e R"
Nach 4.2.6 existiert ein standardnormalverteilter Vektor Y : ' — R™ und lineare Abbildung L : R® — R"

mit

also
Z=7'+pLLY)+u
——
A(Y)

3 — 1: Sei A(z) = L(x)+p fiir irgendeine lineare L : R™ — R™ und p € R™. Dann erfiillt der Vektor Z' = Z — u:

Somit ist Z’ Gaufsch, zentriert, also

Gaulssch.
O

Bemerkungen: Nach Korollar 4.2.7, ist ein Gaufvektor eindeutig durch seine Kovarianzmatrix R und Er-
wartungswert E(X) beschrieben. Umgekehrt, entspricht jedem Vektor p € R™ und nicht-negativ definiter,
symmetrischer Matrix R € R"*" ein Gaufsvektor X mit R als Kovarianzmatrix und Erwartungswert E(X) = p.

4.2.8 Lemma: Rotationsinvarianz Gaufischer Vektoren

Sei ¥ € [0, 27] beliebiger Winkel, dazu
Ry R = R*™ | Ry(x,y) := (rcos? + ysind, —xsind +ycos?) , z,ycR" (4.2.8.1)
Seien XY : Q — R™ unabhéngige, identisch verteilte, zentrierte Gaufsvektoren. Dann gilt:

'@19(X7Y) d: (Xa Y)
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Beweis: Sei R die Kovarianzmatrix von X bzw. Y. Zum einen ist

(X,Y)(a,b) = X(a) - Y (b) (4.2.6)

Anderseits ist
%g(a, b) = (acos¥ — bsind, asin® + bcos )

und somit

F{As(X,Y)} = (X.Y) (#)(a.0))

1
= exp [—2 (0052 Y (Ra, a) —W—F sin? 9 (Rb, b) + sin® ¥ (Ra, a) —l—W—i— cos® 1 (Rb, b})]

—_~—

= exp [; (Ra,a) — % (Rb, b)} =(X,Y)(a,b)

Nach Bochner 4.1.4 ist somit (X,Y) L Zy(X,Y).
O

Spezialfall: Sind X,Y : 2 — R"™ unabhéngige, identisch verteilte, zentrierte Gaukvektoren, so gilt:

Q.

(X,Y)

1
(X -Y,X+Y 9= —
V! )|

das heifst

P({X €A, YGB}):P<{X\;§Y6A, X+YGB})

4.2.9 Lemma: Unitiare Transformationen von Gaufivektoren

Seien Z1, .., Z, unabhéngig, identisch, zentriert Normalverteilt. Dann gilt fiir jede unitére Transformation U :
R™ — R™:

—

Beweis: Sei 02 := Var(Z;). Es geniigt zu zeigen U(Z) = Z. Tatséichlich ist

—_—

U(Z)(k) — Z(UTk) (42:21) €_§||UTkH2 unitér e_é”k"lz _ Z(k)

O

4.3 Gaufiprozesse
4.3.1 Definition: Gaufiprozess

Sei T # ) eine beliebige Indexmenge. Ein R™-wertiger stochastischer Prozess (X;);er heifit Gaufprozess, wenn
fir alle ¢4, ..,t, € T der Vektor (X4,, .., Xt, ) normalverteilt ist. Gegebenfalls heifst

Ry :TxT —R"™™ | Rx(ts):=E[(X,-EX,)" (X, —EX,)] = (Cov(X}, X))"

1,j=1

Kovarianzfunktion von X. Gilt stets E(X;) = 0, so heifst der Prozess zentriert.
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Bemerkungen:

(i) Ist T = {t1,..,

(ii) Ein Prozess (X¢)ier ist genau dann Gaufssch, wenn V ¢4, ..,

normalverteilt ist.

(iii)

Gaufsch ist, denn fiir a; € R™ ist

m—+1

Z (ai, X4,)

i=1

(analog auch fiir mehrere Duplikate).

Entsprechend ist dann

Xt/ = Xt

Z <ai7 Xti>
=1

m—1
m+1 Xt
E aw
i=1

tm €T, ay,..,

tn} so entspricht ein Gaufiprozess genau einem Gaufivektor.

Um Nachzuweisen dass (X;)ier Gaubsch ist, geniigt es zu zeigen dass (X, ..
sind. Dies wird ersichtlich wenn man sich klarmacht, dass fiir Gauschen (X, , .., X¢, ) auch (X, ..,

am + Am+1, Xm>

Normalverteilt

—E(Xy),

teT

Ist (X;) GauRsch, so ist insbesondere jedes X, normalverteilt, das heift insbesondere E ||X|>

Xy

am € R™ die Zufallsvariable

, Xt,,) fir t; # tj2; Gaufisch

Xt,,)

m) m

< 00.

ein zentrierter Gaullprozess. Wir betrachten 0.B.d.A im folgenden hauptséchlich zentrierte Gaufsprozesse.

Piy o (B) =

beschrieben, wobei

(4.2.7.1)

Cov(thlthl) COV(Xt11Xt21) Cov(thlX{i)
Cov(X7 X{) Cov(X?X?) Cov(X7 X}")

R=| Cov(X{ X} ) Cov(X]'X}) Cov(XP X[)
Cov(X} X[ ) Cov(X} X?) Cov(X} X")
Cov(X{ X}1) Cov(X;" X2) Cov(X} XP)
Rx(ti,t1) Rx(ti,t2) Rx(ti,tm)
Rx(t2,t1) Rx(t2,t2) Rx (t2,tm)
Rx(tm,t1) Rx(tm,t2) Rx (tm,tm)

genau die Kovarianzmatrix von (Xy,,.., Xy, ) :

4.3.2 Satz: Charakterisierung von Gaufiprozessen durch Kovarianzfunktion

1
exp |~ 5 (Rk,K) +i (k, E(Xe,, ., X))

Cov(X} X})
Cov(X7 X}))

Cov(X[ X})
Cov(X} X})

Cov(X[ X})

— (R (tast))]'_,

)

Die endlich-dimensionalen Verteilungen von X werden durch die Fourier-Transformationen

k c an

Cov(X} X[ )
Cov(X7 X

Cov(X” X7 )
Cov (Xt12 Xgn )

COV(Xt"' X))

tm

Q — R™ ist. Somit ist ersichtlich: Die Kovarianzfunktion
Rx beschreibt zusammen mit den Erwartungswerten E(X;), ¢ € T komplett die endlich dimensionalen
Verteilungen und bestimmen somit (bis auf Aquivalenz) den Gaufiprozess.

Zwei R™-wertige Gauliprozesse (X¢)ier, (Y2)iter sind genau dann dquivalent wenn sie gleiche Kovarianzfunktio-

nen Rx = Ry und gleiche Erwartungswerte E(X;)

Beweis:

Siehe Bemerkung (v) in Definition 4.3.1.

= E(Y;) haben.
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4.3.3 Satz iiber die Kovarianzfunktion
Ist (X:) ein R™-wertiger Gaukprozess, so erfiillt die Kovarianzfunktion Rx : T x T — R™*":
1. Quasi-Symmetrie: (Rx(t,s)) = (Rx(s,t))T , t,s €T

2. Nicht-negativ-Definitheit, das heifst fiir ¢;,..,t, € T ist (Rx(ti,tj)):njzl nicht-negativ definit®*. Anders
formuliert: '
> (Rx(tist)aj,a;) >0 Vay,..am €R", ty, .ty €T (4.3.3.1)

i,j=1

3. X, X, sind unabhingig genau dann wenn Rx (t,s) = 0.

Beweis:
1. Trivial.
2. Da (Xy,,..,Xt,, ) nach Voraussetzung normalverteilt ist, ist seine Kovarianzmatrix R = (RX(ti,tj)):nj:l

nicht-negativ definit.

3. Esist Rx(t,s) =0 & Cov(X{, X7) = 0. Da fiir Gaufvektoren Unkorreliertheit fiquivalent zu Unabhingig-
keit ist, folgt die Behauptung.

O

4.3.4 Theorem: Existenz von Gauliprozessen

Sei T' # () eine Indexmenge, (11;)¢cr eine Familie von Vektoren pu; € R™ und R : T x T — R™™ mit folgenden
Eigenschaften:

(i) (R(t,s))" = (R(s,1))
(ii) R ist nicht-negativ definit (vgl. 4.3.3.1).
Dann existiert ein bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmter R"-wertiger Gaukprozess (X;);cr mit

R(t,s) = Rx(t,s) <

(Cov(X}, X9))" , E(Xy)=p , t,se€T

ij=1
Beweis: Sei zundchst y; =0, t € T. Zu vorgegebenen t1,..,t,, € T, t; # t;»; setzen

Etlw-atnL = (R(t27t]))21]:1 6 anxnm

(vgl. Bemerkung (v) in Definition 4.3.1). Dann sind }NEtl,” nicht-negativ definit und symmetrisch, entsprechen

stm

also Normalverteilungen Q,, .+, ~ NO R .o Dabei gilt fiir kq, .., ki € R™ und Permutation 7w € S,,:
2 1,5t m
~ (4.2.7.1) " 1 &
Qtrrysestaim (K1) s Fim)) =" exp | =3 > (Rltn(iys te))kim(iys imiy) | = exp ~5 > (R(ti, )k, ki)
ij=1 ij=1

= @tl,..,tm (kla LR km)
(Eigenschaft 4.1.7.1). Ferner:

m m

~ — 1
Qtr ot (1 ooy ko —1,0) " exp —3 Z (R(titj)kj, ki) | =exp |-

ij=1

1 —1
5 <R(t1at])k]akl>
ij=1

= @tl,..,tm_l(kla cey km—l)

20Nicht-negativ Definitheit der Kovarianzfunktion Rx ist nach Darstellung in Bemerkung (v), Definition 4.3.1 #quivalent zur
nicht-negativ Definitheit der Kovarianzmatrix jedes Vektors (Xy,, .., X¢,,).
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(Eigenschaft 4.1.7.2). Nach Kolmogorov existiert also ein stochastischer Prozess (X;)ier mit

Pittn = Qi+ i # iz
das heifst X ist Gaufisch (vgl. Bemerkung (iii) in Definition 4.3.1), zentriert. Fiir ¢t # s € T besitzt insbesondere

R(t,t) R(t,s)
R(s,t) ( ,s)) das heifst

= (Cov(X}, XI))"

(Xt, X,) die Kovarianzmatrix (

= R(t,s)

1,7=1

und
Rx(t,t) = (cov(xg,xf))

4,5=1

(hier wurde angenommen |T'| > 2, andernfalls ist das Theorem trivial). Im allgemeinen Fall € R™ erfiillt
X' := X + p die Behauptungen. Eindeutigkeit folgt nach Bemerkung (v) in Definition 4.3.1

O

4.3.5 Der Wiener-Prozess als Gault-Prozess

Fiir t, s > 0 definieren R(t, s) := min {¢, s}. Dann ist zum einen R : [0, 00)? — R symmetrisch, und zum anderen
nicht-negativ definit, denn

min{t¢;,t;}
m m o0
> R(titj)aia; = Y aiaj/l[o,ti]( ) Lo, (x dx—/‘ Z ailp, ‘ dx >0
ij=1 ij=1 5 ij=1
Dann existiert ein zentrierter Gauiprozess (W;);>¢ mit Kovarianzfunktion R. Wegen E [Wo|” = min{0,0} =0

ist Wy = 0 fast sicher.

Definieren
. m m —
Ap :R™ = R™ | A(x1, ., T) = (1, T2 — T1, 0, T — Trn—1)

Wegen

1 & )
FAMWiys o, We, )} (k) = exp —3 Z kik; min{t;, t;}
ij=1
fir 0 <t; <--- < ty,, folgt dann

0

F LA (W, s Wi, )} (k) = F{(Wi,, ., We, )} (ATR) "2 exp | -

2
‘dac

| (ALks (1o (@), Li001))

M| —
0\8

o0

1 2
—exp |5 [ | (A (Lo(@). s do)) | o
L 0
- . o0 )
= exp 5/’ ]{3 10t1] 1[0 ta] — [0 tl]a--yl[O,tm] - 1[0,tm,1]>‘ dx
- 0 Lty ,tq] 1(t'm,—1’t’m.]
=0
=0 o [_2/]Zai1@“,m<z>\ dz ] - 5/2 aili, s \ dz
0 =1 0 =1

Treppenfunktion

= exp [—; Z alz(tz — ti—l)‘|

i=1
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Somit ist
A”L(th 0 th) = (Wt1 Wi, = Wy, o, th - th,—l)

Gaufssch, zentriert mit Kovarianzmatrix
diag (tl, tQ — t1, ey tm — tm—l)

Insbesondere sind die Zuwachse Wy, , Wy, — Wy, .., W, — W, unabhingig mit

Wi, = Wi,y ~No,—t,,

das heifst W ist tatsachlich der Wiener-Prozess.

Zusammenfassung: Der Wiener-Prozess (W;) ist der eindeutig bestimmte, zentrierte Gaufssche Prozess mit
Kovarianzen
Cov(Wy, W) = min {t, s} .

Eigenschaften:

(i) Zu ¢ > 0 setzen X; := W,;. Dann ist wegen

m m
E CLith = E aiWCti , a; €R
i=1 1=1

normalverteilt
s;:=ct;

X ein zentrierter Gaufiprozess, mit Kovarianzfunktion

Rx(t,s) = E(X:X,) = E(W4Wes) = ¢ min {¢, s}
—_———

Rw (ct,cs)
Setzt man anderseits Y; := \/c - W; so erhilt man ebenfalls einen zentrierten Gaufiprozess, der erfiillt
Ry (t,s) = c¢-min {t, s}
Nach 4.3.2 sind somit die beiden Prozesse dquivalent:
(Wet)izo = (Ve Wi) 2

das heifst, Zeittransformationen entsprechen Ortstransformationen.
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\

Abbildung 4.3: Zeitzoomen und gleichzeitige Ortsvergro-
Rerung, fithrt dazu dass (\%Wct) ahnlich zu (W) erscheint

c

(hier ¢ ~ }).

(ii) Setzen X, := W (%) , t >0 und Xy := 0. Dann ist (X;);>0 ein zentrierter Gauprozess, mit Kovarianz-
funktion

11
E(X:X5) :t~smin{t,} = min {¢, s}
s

Féngt man also bei ¢ = co an und lasst den Prozess mit wachsender Vergroferung rickwdrts laufen, so
erscheint dieser dhnlich zum urspriinglichen Wiener-Prozess.

(iii) Setzt man &hnlich X; := W7_, — Wy, 0 <t <1 so ist X; ebenfalls zentriert, Gauftsch und erfiillt
E(X: X)) =E[(Wi—t = W1) (Wi_s — W1)] =min{(1 —¢),(1 —8)} — (1 —¢t) — (1 — s) + 1 = min{¢, s}

Riickwdrtsbeobachtung resultiert sozusagen auch in einem Wienerprozess.

Bemerkungen:
(i) Es existiert eine Version mit Pfaden, die stetig aber in fast keinem Punkt differenzierbar sind.
(i) Die Pfade des Wiener-Prozesses sind fast-sicher a-Holder?! fiir alle o < %, aber nicht %—Hblder.

(iii) In jedem beliebigen Intervall [a.b] haben fast alle Pfade unendliche Variation??

({e Vi =) -1

21Eine Funktion f : M — N zwischen zwei metrische Réumen M, N heift a-Hélder (Holderstetig zum Ezponenten a) &
3C,a>0:d(f(2), f(y) <C-d(z,y)* Vz,yeM

22Fine Abbildung f : [a,b] — M vom Intervall [a,b] in einem metrischen Raum M besitzt die Variation

b n
V£ =sup {3 d(f(t), f(tio) s <to <t <. < tn =}
a =1
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4.3.6 Die Brownsche Briicke

ZuT =[0,1] ist
R(t,s) :=min{t,s} —ts , t,seT

symmetrisch, nicht-negativ definit. Der zur Kovarianzfunktion R gehérige, zentrierte Gaufische Prozess ist (bis
auf Aquivalenz) gegeben durch

Tatséchlich ist E(B;) = 0 und somit
Cov(Bt, Bs) = E(B;B;) = min {t, s} — tE(W;W1) — sE(W;W1) + tsSE(W1W7) = min {¢, s} — ts

Der Prozess (By)ier heift Brownsche Briicke. Wegen E|B;|> = min{1,1} —1-1 =0 ist B; = 0 fast sicher.

t-Wy

By

Abbildung 4.4: Typischer Pfad der Brownschen Briicke im
Vergleich zum Wiener-Prozess.

4.3.7 Zufillige Gauftmafse

Sei (M, M, 1) beliebiger Mafiraum und .# C M (nicht unbedingt o-algebra) mit u’ _y < 0co. Dann setzen fiir
A Be A
R(A,B) :== u(ANB)

Dann ist R symmetrisch und fiir o € R gilt

n

3w A) = 3wy [ 1ata @pan) = [t @) pia) 20
Mo I=l

i,j=1 i,j=1 i
das heiftt R ist nicht-negativ definit. Somit existiert ein zentrierter R-wertiger Gaufsprozess
(FA)AGJZ B FA . (97677)) —R

mit
E(TaTp) = (AN B)

Insbesondere E(I'%) = u(A), das heift 'y € Ly(2,P). Man nennt I' : .# x Q — [0,00) zufilliges Gaufsches
Maf, u Kontrollmaf$ von T'.
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Eigenschaften:
1. Zu paarweise disjunkten Ay, .., A, € M mit |J;2, A; € # sind T'4,, .., 4, unabhingig und

Zl FAj = FU;L:1 A
j=

fast sicher.
Beweis: Per Konstruktion ist (I'4,, .., 4, ) zentriert, Gaufsch mit Kovarianzmatrix

(E(CaTa,)); iy = (AN AG)7 -y = diag (u(Ar), .., p(4y))
so dass nach Bemerkung (iv) in 4.2.6 die 1. Behauptung folgt.
Seien nun A, B € M disjunkt mit AU B € .#, dann besitzt X := (I'4,'p,Taup) die Kovarianzmatrix
u(A) 0 1(A) )

0 u(B) w(B) =R
w(A) p(B) w(A)+ u(B)

Fiir k := (1,1, —1) ist (Rk, k) = 0 das heifit

7,7=1

(X, ky(t) = e 2{BkE) =1 o (X, k) = 0 fast sicher
bzw.
P({FA +I'p *FAuB} = 0) =1
Somit gilt die fast-sichere Additivitat von I' auf .#. Es kann sogar gezeigt werden:

U, As —ZFA

fast sicher fiir disjunkte A; mit (J;=, A; € 4. Fiir diese existiert also ein N € &, P(N) = 0 mit

Ty, 4, (@) =) Talw) Vw¢N
Das Problem liegt jedoch darin, dass N allgemein von den A; abhingt und oft |.#| = oo, somit kein
gemeinsames N auffindbar ist
2. Taup =T 4+ T'p — T 4np fast-sicher (wo sinnvoll).

3. Fir disjunkte A4, .., A, € A4 und ay, ..,a, € R ist:

n " 9 E‘FAJ|2 n
f{ ZajFAj}(l) =1 e [* %J @} = exp [* %Za?u(z‘lg‘)}
j=1 j=1 j=1

_ eXp _Z / ’ Zale p(dz) } = exp [—; If“iz(M,p,):|

fe€L2(M,p)

Nach Darstellung (4.2.1.1) ist anderseits

9 (4.2.1.1) |
10 snry 2 E| Y aiTa,
j=1

2 n 2
)0
j=1

L2 (Q,P)

(da Z?Zl a;l'a; ~ NOva”iQ(M,W)' Diese Abbildung

f=T(f) = Z%‘FA]- fir f= Zalej , Aj € A : paarweise disjunkt

J=1

von Treppenfunktionen f nach Zufallsvariablen T'(f), kann tatséchlich zu einer Isometrie von Lo(M, 1) nach
Ly (), P) fortgesetzt werden (ohne Beweis).
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4. Fir A, B € M gilt stets
ETa—Tg* = u(A) — 2u(AN B) + u(B) = p(AAB)
Beispiele:
(i) Fiir M := [0,00) mit Lebesgue-Maf A, .# := {[0,t] : t > 0} ist
Xi =T ~ Noxjo,g = Noy
der zentrierte Gaufsprozess mit E(X;:X;) = A([0,¢] N[0, s]) = min{¢, s}, also genau der Wiener-Prozess.
(ii) Fir M = [0,1]™ mit Lebesgue-Maf A und .# := {[0,¢1] x -+ x [0,¢,] : 0 < ¢; < 1} setzen
Wi =To,u)x..x0,n] » t€[0,1]"
Dann ist (W3)e[o,1)» zentriert, Gaufsch mit
EWPWT) = A([0,t2] x .. x [0,2,]) N ([0, 51] x .. x [0, 5,])] = [ [ min{t;, s,}
j=1
und heifst Brownian-Sheet Prozess.

(i) Zu Hurst-Index 0 < H <1 und T := [0, 00) setzen
_ Ly om 2H 2H
R(t,s) = 5 {[t*" + s/ — [t = 5" |

Dann ist R nicht-negativ definit (ohne Beweis) und symmetrisch, entspricht also einem zentrierten Gaufs-
prozess (BH);>, der sogenannten gebrochenen Brownschen Bewegung (gebrochener Wiener-Prozess). So

erhélt man z.B. fiir H = % genau den Wiener-Prozess W.

Die Pfade von B sind zwar a-Hélder fiir o < H, jedoch nicht H-Hélder.

4.3.8 Gauliprozesse aus Integral-Kernen

Sei T' # ) eine beliebige Indexmenge. Sei (M, M, u) ein Mafraum und K : TxM — R,sodass K : M — R, t €T
messbar, Lo-integrierbar sind. Setzen

Rty 1) == / Ko, (5) Koy (5) pu(ds)
M

<oo

Dann ist R symmetrisch und nicht-negativ-definit (ohne Beweis), es existiert also ein zentrierter, Gaufischer
Prozess (X¢)ier mit

E(X,X,) = / K, (5) Koy ()p(ds)
M

Durch Wahl von K kann nun eine grofe Schar an Gaufsprozessen konstruiert werden. So entspricht z.B. fiir
Ki(s) := 1j0,4(s) dem Wiener-Prozess.

Spezialfall: Zu T = [0,00), M = R mit Lebesgue-Maf \, setzen
Ki(s) := O - | (max{t = 5,0)"~% — (max{~s,0})" %]

Dann erzeugt K wegen

1
[ Ku©)Kls) ds =5 [P + 62 = |t~ "] = Rt t2)
R

genau die gebrochene Bronsche Bewegung.
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4.3.9 Definition: Riemann-Liouville Operator

Zu f:R — C und « > 0 definiert man den Riemann-Liouville Operator:
t
Rof)(O) 1= s [(t=) (@) da
0

Bemerkungen:
(i) Zua,f>0ist RaoRg = Rays.

(i) (Rif) = f und allgemeiner (R,f)™ = f, n € N. Demnach ist R, dem n-ten Ableitungsoperator

rechtsinvers:
d’l’L

— n =1d
dx”OR

4.3.10 Der Riemann-Liouville-Prozess
Sei (M, M,p) =Ry, B(Ry),N), T =R, und a > 0. Setzen

1
K(t,s) = m(t—s)“_l-l[oyt](s) L teT, seM

Dann existiert ein reellwertiger, zentrierter Gaufiprozess (R§a))t20 mit

t1A\to

(o) pla) | _ _ a—1 _ a—1
E [Rtl R ] =Ty | =9 s
0

(vgl. 4.3.8). Der Prozess R* heifst Riemann-Liouville-Prozess. Von besonderem Interesse sind folgende Spezial-
falle:

e a > 3 : Der Prozess besitzt eine Version mit fast-sicher stetigen Pfaden.

Nlw N

e o > = : Es existiert eine Version mit fast-sicher differenzierbaren Pfaden.

e a=1:RW ist genau der Wiener-Prozess.

e a=2: R(Q) f Wy dx sind genau die Schatten der Pfade des Wiener-Prozesses.

Abbildung 4.5: Zum Riemann-Liouville-Prozess (Rﬁz))tzo.
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4.4 Integrabilitdt von Gaufiprozessen
4.4.1 Vorbetrachtung

Zu normalverteilter Zufallsvariable £ ~ Nj ,2 und § > 0 ist

1 2 22
E(eﬁg2) = P e 27 da
V2ro

R

_1_
202"

Dabei ist E(eﬁ52) < 0o genau dann wenn 3 <

Sei nun (X;)ier ein zentrierter, R-wertiger Gaufiprozess mit fast-sicher beschrinkten Pfaden, dazu Abbildung

n = sup | Xy
teT

Es stellt sich die Frage: Gibt es ein § > 0 mit ]E(ef8772) < 00? Tatséichlich erwies sich 1970 die Aussage als giiltig
(Xavier Fernique) und 1976 wurde sogar der optimale Wert fiir 8 bestimmt (Michel Talagrand).

4.4.2 Definition: Zusammensetzung von Prozessen

Zu (S,.)-wertigen stochastischen Prozessen (X¢)ier, (Y3 )ter definiert man (X, Y) als den (S?,.7®.7)-wertigen
stochastischen Prozess
(X,Y)t = (XtaY;f) ’ teT

4.4.3 Lemma: Rotationsinvarianz Gaufischer Prozesse
Zu Winkel ¢ € [0, 27r] und R™-wertigen Prozessen (X:)ter, (Yz)teT setzen
(Z9(X,Y)) = [X¢-cost + Vs -sind, —X;-sind) +Y; - cosv]
Sind X,Y identisch verteilt, unabhéngig, zentriert, Gaufssch, so ist Zy(X,Y) ebenfalls zentriert, Gaufsch und

sogar dquivalent zu (X,Y).

Beweis: Seien zunéchst t1,..,t,, € T festgehalten. Setzen

§:= (th"'7Xt7n,) y Ti= (Y;la'-aY;f )

m

Dann sind &, 7 identisch Verteilte, unabhéngige, zentrierte Gaufsche Vektoren (in R™*™). Nach Lemma 4.2.8
ist

Q.

F9(&,m) = (&)

Fiir Mengen
A=A X"'XAm, B:Bl><~”><Bm, Aj’Bjee@(Rn)

ist dann

P[{(X,Y)tl S A1 X Bl,...,(X,Y)tm S A'rn X B'm}] ZP({§ S A, ne B})

(4.2:8) P{€cos¥ +nsind € A, —€sind + ncos? € B}

=P [X¢, cos¥+ Y, sint € Ay, Xy, sind + Yy, cost € By,..., Xy, cosd+ Yy, sind € Ay, —X;, sind +Y;  cos® € By

=P [{%ﬁ(x, Y)t1 € A1 X Bl, . a'%ﬁ(ny)tm (S Am X Bm}]
Somit stimmen die MaRe P o (Xy,, Yy, , ., X¢,, Ye, )™, Po(Ry(X,Y )y, .., Bo(X,Y )y, ) " auf ganz (B(R?"))™

iberein.

O
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Folgerung: Speziell fiir ¥ = —7 folgt
X-Y X+Y
V2 T2

(beachte Charakterisierungssatz 2.3.6 fiir &quivalente Prozesse).

PH(X,Y)e B} =P H( > € BH , Bez(R*™T)

4.4.4 Definition: Halbnorm

Sei (E, &) ein K-linearer, messbarer Raum (K = R oder C). Dann heift eine Abbildung [|-|| : £ — [0, o]
Halbnorm?3, falls gilt:

o - fli=lal-Ifl, «€K, feE

o [ +gll <NfII+llgll, fr9€E

Ist ferner jede Menge
{feE:|fll<p} , peR

messbar, so heifit ||-|| messbar.?*

Typisches Beispiel: Auf (RT, ¢ (RT)) ist

I fllp¢ :=sup [f(£)] , feR"
teTo

(To C T hochstens abzahlbar) eine messbare Halbnorm (vgl. néchstes Lemma 4.4.5).

4.4.5 Lemma: Messbarkeit des Pfad-Supremums

Sei T # () und Ty C T abzéhlbar. Sei ferner (E, ||-|| ;) ein normierter Raum. Dann ist

I-llpg : (BT, € (ET)) = [0,00] , || fllp :=sup [f(t)ll
teTy
eine messbare Halbnorm.

Beweis: Das ||-||p; eine Halbnorm ist, ist klar. Zu zeigen wére die Messbarkeit, wobei es geniigt zu zeigen dass
fiir A € R gilt ||-]|p; ((—o0, A]) € €(ET) (offensichtlich ist ||-|p; (—o00,00] = ET). Tatsichlich gilt

et (=00, X) € G(ET) = {f € E™: sup | f0)]p < A} = {F € B < [f (1) <AV t € T}

—1
=N e 1l <= () {FeB" ez (-0, } e € (E)
abzahlbarer da H”E
Schnitt stetig

Zylindermenge

4.4.6 Korollar iiber die Messbarkeit des Pfad-Supremums

Sei (T, dr) metrisch, separabel, (E, ||-||;) ein normierter Raum und C*(7T) der Raum aller, an jedem Punkt
einseitig stetigen, Funktionen f : T — FE. Dann ist

Flps + (€*(1), €(ET) N CHT)) — [0,00] || fllpe = fgjl?”f(t)”E

eine messbare Halbnorm.

23Typischerweise wird ||-|| : E — [0, 00) vorausgesetzt. Die Axiome sind im Fall || f|| = oo entsprechend zu interpretieren.
24Bemerke: Dies ist tatsichlich lediglich die Messbarkeit von ||-|| : (E, &) — (R, Z(R)).
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Beweis: Da T separabel ist, existiert definitionsgeméfs eine abzahlbare, in T' dichte Teilmenge Ty C T'. Doch
dann ist filir einseitig stetige f: T — E:

£ llps = sup [f (D)l 2 = sup [|F ()] o
teT teT,

Nach Lemma 4.4.5 ist dann || f||p; messbar.
O

4.4.7 Hilfslemma

Sei ug > 0, dazu induktiv
Up 41 = V2w, + g , n €Ny

Dann gilt:

unz(\@+1)(2"7“—1)-uo

Beweis: Vollstdndige Induktion nach n.

4.4.8 Theorem von Ferniques (1970)

Sei (X;)ier ein R™-wertiger, zentrierter Gauiprozess auf ({2, &, P) und ||-|| eine messbare Halbnorm auf (R™)7.
Gilt fiir ein ug > 0:

P({we Q: [ X (W) < uo}) = P {IX]| < uo}) >

DO =

so gilt

2

PHIX) >u}l) <e 8 Yu>ug
Beweis: Betrachten zuniichst zwei Elemente f,g € (R")?. Dann gilt

If+gl _If =gl 7] (4.4.8.1)

IF+gll=1lg = f+2fll < llg = flI+2lfl ~ == 5 <

Seien X7, X unabhiingige Kopien von X (vgl. Existenzsatz 2.3.12) und u > ug. Dann

x&x
2-P XN <o) - PUIX] > u) =" P (Xl < uo)- P ([ Xell >u) +P (| Xel| <uo) P (IXall > u)
X1,X2
IR P (X | < wo, | Xz ]| > w) + P(| Xl < o, | Xul| > )
paarweise.. ..disjunkt

=P {IX]l < o, | Xa]l > u} U {1 Xa]l < uo, [[Xa]l > u})

A. X, - X X1+ X X1+ X X —-X
(4é3)73({|| 1= X X 2”>u}u{” 1+ Xl o [1XG 2|>u})

V2 T e V2 TR
c{* e <ixipn{ *e <ixa } c{* e <ixipn{ e <ixal }
nach (4.4.8.1) nach (4.4.8.1)
U — Ug U — Uog
<P < || X N —— < | X
< ({5 <imipn {2 <ix })

X1,X2

(o 2g)) o (-2 < (-2
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Setzt man nun u; := \/§u0 + ug so ist

P XN > ) =2- 5P ([ X] > ) <2-P (| X]] SUO)-P(|X|I>U)S7’(IIX| >

U — Uug 2
, U 2> Ug
V2

u1>uUg
PIX[>u1) < PX]>uo)

Voraussetzung

1\2
< —
- 2
Setzt man nun iterativ wu,1 := v2u, + ug so folgt per Induktion nach n:

Un41>U0
P X[ > upt1) <

1 gn+1
P (| X[ > up) * < ( )
~————

3 , n€Ny (4.4.8.2)
<(3)"
nach
Induktionsvoraussetzung
Offensichtlich sind uy < u; < us < ... und u, —> oo, das heiRt fiir beliebiges v > ug existiert ein n € Ny mit
U € [Up, Upy1). Zusammen mit der Nebenbemerkung
v? - ul g (447 1
(V2 +1)2 T 4ud(vV2 +1)2
folgt dann schliefslich

2 2
-1yl @) -
2 4

v>un,
P X[ >v) < P(

2”1
—2"1n2
=e <ex [—
2> = oxp
O

1
1X1 > ) < (

In2 1)2} < { v? }
-—_— eX —_——
A2+ 12 w2l =P T2
—_——
>3
Beispiele:

(i) Spezialfall T = {1, ..

[ =
gilt

1 w2
PIX <uo)) > =
(ii) Sei (E,||-||) ein Banachraum und

2
0

PIX] > u}) <e 20

517 "7577, ~ NO,I
unabhéngig, standardnormalverteilt. Dann gilt fiir x4, ..,2, € E:

| e =]) <[] eioa| ] vaso
j=1 =

fiir geeignete, von £ und n unabhéngige, C ,.

Beispiel: E = C([0,2n]), x;(t) = cos(jt) und Norm

lgll := sup |g(®)] , g € C([0,2x])
0<t<2nm
Siehe unten 4.4.13 fiir Erlduterungen.
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4.4.9 Hilfslemma iiber Erwartungswerte

Sein: (Q,8,P) — [0,00) eine nicht-negative, reelle Zufallsgrofe. Dann:

n)Z/P(n>t)dt
0

2. Ist f:]0,00) — [, 00) (0 < @) streng monoton wachsend?® mit [«, 00) C £([0,00)) so gilt

1. Es gilt:

oo
:a+/f’ P(n>t)dt
0

Beweis:

1. Schreiben

x oo ¢ vertausch. X x
]E(’I?) _ /t P»q( _ //)\(d$) Pn(dt) Integ‘ralrghenfolge/ 7777 dt dl‘ /,P N> t )
0 0 0 0 :L’ 0
(n>r)

Da P(n > t) (als Funktion von ¢) monoton fallend ist, hat sie hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen,
im restlichen Bereich gilt insbesondere P(n > t) = P(n > t). Somit

A{teR:P(n=t)#Pn>1t)}) =0

/7777>t dt)
0

also

2. Nach (1) kénnen wir schreiben:

n)>t)=1

=7ﬂﬂm>ﬂtpué’ a+/P
0

oo

:a+/pM>f*@»ﬁ$i§m / J'(sYP(n > s) ds

f~Ha)
(beachte dass f : [0,00) — f([a, 00)) bijektiv ist und f~(a) = 0).
O

4.4.10 Theorem iiber Gaufiprozesse (Folgerung von Ferniques)

Sei (X¢)er ein R™-wertiger, zentrierter GauRprozess und [|-||p; eine messbare Halbnorm auf (R™)7. Gilt

P ({1 Xllpe < o0}) =1

so existiert ein # > 0 mit
E |:e/3\|XH§>f:| < 00

25Beachte dass streng monotone Funktionen f : R — R fast-iiberall differenzierbar sind.
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Beweis: Nach Hilfslemma 4.4.9 (2) ist

oo

E [elel\%f} =1+ /2ﬂs . 6652P(|\X||Pf > ) ds
0

(setze f(s) := e’ a:=1undn:= | X pe). Wegen P(|| X ||pp < 00) =1 existiert ein up > 0 mit

1
PUIX e < o) 2 5
das heiftt
uo oo
B [I1E] <1 +2ﬁ/seﬁszds—k2ﬂ/seﬁ52P(||Xpr > s) ds
0 g
uo o0
(4.4.8) Bs? Bs? 7% . 1
< 1+2ﬁ/sesds—|—25/sese Mo <oo  fiir B<
24ug
0 ug
O

Folgerungen: Sei (X;);er R™-wertig, Gaufssch, zentriert mit P(||X||p; < 00) = 1.

(i) Sei A € R beliebig. Wegen e < P’ fiir u grof genug (u> %)7 ist
E [GAHXHH] < oo

(ii) Sei 0 < p < oo beliebig. Wegen s? < e° fiir s groft genug, ist

B[ X][pe < o0

4.4.11 Lemma iiber die p-Potenz von Pfadnormen

Sei (X;)ier ein R™-wertiger, zentrierter GauRprozess und ||-||p; eine messbare Halbnorm auf (R™)7. Gilt

P (”XHPf < UO) >

|~

fiir irgendein ug > 0, so folgt
1
(EX|5)? <Cp-ug , 0<p<oo

fiir universelle, allein von p abhéngige Konstanten Cp, > 1.
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Beweis:
o0 o0 1 oo
(4.4.9) s:=tP _
BIXIp 2" [ PUXI > 1) dt< i+ [PUXIE >0 at "= it [ 5P (X > ) ds
———— ———
0 = Yo P<\|X|\Pf>t%> o
o Ukl
—if > [ P (X > 5) ds ‘ wi= (V24+1) (25 = 1) u
h <272
(4.4.8.2)
> k
Sug—i—ZQ_Q (ujy,q —uj)
k=0 -
Supgg
<uf+up Yy 2ra¥r ’
k=0

. p
W, = (V241 (2%+1 - 1) y

cuh < 2309 F

p
Ug
k=0

1+ 23”2'3”2—2"] o

(Cp)P<oo
O

Beispiel: Aus P (|X s < ug) > } folat wegen € < 3

)
E [} lpr < 5o

4.4.12 Theorem iiber die Monotonie der p-Potenzen von Pfadnormen
verselle Konstanten C), , > 1 so dass

(E[X]p)7 <€

= Upa
Allgemein gilt

Sei (X;)ter GauRsch, zentriert, R"-wertig und ||-||p; eine messbare Halbnorm auf (R")”. Dann existieren uni-
Beweis:

1
(E[X[P)? , 0<p<g<oo

Markov [§ ||X||p
P(IXllpe = w) =P (IXl[ps 2 w?) = — 2=
Speziell fiir ug 1= 37 (E HX||]1’3f)% gilt dann

E|X|p; 1 _1
P (| X ||ps > ug) < =-<z- =
o BE(X|E 3 2
Nach Lemma 4.4.11 folgt
(B [1XI5¢)
O

Q=

=

1
< Gy = Cg37 (B[ X][pg)
C,
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Bemerkungen:

(i) Allgemein gilt fiir beliebige Zufallsgrofe n die Abschétzung
EP)F < ERYT , 0<p<qg<oo (4.4.12.1)

Ein umgekehrte Abschitzung existiert jedoch im allgemeinen nicht. Theorem 4.4.12 sichert diese lediglich
fiir zentrierte Gaufsprozesse.

(ii) Es kann gezeigt werde, dass die optimalen C,, , gegeben sind durch

1
[LF (m)} a
T 2
Cpg=tm 2270 (4.4.12.2)
1 +1\]»
[ﬁr (%)}
Als Beispiel dazu sei die standardnormalverteilte Zufallsvariable & ~ Aj 1 betrachtet. Dan ist zum einen

1
(IE |§|2) * =1, zum anderen

1 SR 2
E|¢] :E / |z|e™ 7 dox = \/;/xe2dx -
—00 0

—_———
1

so dass die Abschitzung
1

(E|§|2) T <Oy Elg
den kleinstmdglichen Wert Cy o > /7 liefert, was genau Darstellung (4.4.12.2) entspricht.

4.4.13 Gauliprozesse auf Banachrdumen

Sei (E, ||-]|) ein reeller, separabler Banachraum mit , dazu (E’, ||-||) der Banachraum der beschrankten, linearen
Funktionale auf E, mit der Norm

la|| := sup |a(x)] , a€FE
lz|<1

Eine bzgl. der Borel-o-Algebra #(FE) messbare Abbildung (Zufallsgrofe) Y : @ — E heifst Gaufverteilt falls
a(Y) : @ — R GauBverteilt ist V a € E'. Y heifit ferner zentriert, falls E(a(Y)) =0 fiir a € E’.
Bemerke: In R" ist jede 1-Form a € (R™) eineindeutig durch einen Vektor (k1, .., k) € R™ mit a(z) := (k, z)
erzeugt. Somit erweist sich obige Definition tatséchlich als Verallgemeinerung von Gaufsvektoren.
Mit Ef :={a € E' : ||a|]| < 1} erhélt man durch
Xo(w):=a(Y(w)) , a€E]

einen R-wertigen Gaufprozess (X,)aep;, denn

(Kars s Xa)s (Brssn)) = 3 kX, = 3 kj(azoY) = {ija]} oY ~Noygz ) a1,..an € B}, ki, ky €R
j=1 j=1

Jj=1
beE’

Sei nun Y zentriert, dann ist offensichtlich auch (X,) zentriert. Nach Hahn-Banach?® gilt

sup | Xo| = [[Y]] < o0
a€B]

26Das Hahn-Banach-Theorem lautet:

Sei (E, ||-||) ein normierter Raum und Eo C E ein Unterraum. Ist ag eine stetige Linearform auf Ey, so existiert eine
stetige Linearform a auf F mit a|EO = ap und ||a|| = [lao]|

. Eine Folgerung des Theorems ist:

Fiir beliebiges « € E ist ||z|| = sup |a(z)].
llall<1
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Genauer gesagt existiert eine normierende Folge von Linearformen aq, ag, .. € E} so dass

sup |Xo| = Sup\Xal
a€B]

= [ X1lpg

Insbesondere ist [|-||p; eine messbare Halbnorm auf (RF1, € (RF1)), also 3 3 > 0 so dass
E {eﬁnyué} < o0

und ferner )
<Cpq- EY]P)? , 0<p<g<oo

Q=

E Y7

fiir geeignete Konstanten Cp 4 (vgl. 4.4.12). Seien nun speziell {1, .., &, unabhéngig, standardnormalverteilt und

T1,.., Ty € E. Dann definiert
n

Y(w) = Z@(w) * Xy

j=1
einen zentrierten Gaufsprozess, also
b g
( H Zgjxj ) Cha (IEH ZgjxjH ) L 0<p<g<oo (4.4.13.1)
j=1
Ist ferner £ = H ein Hilbertraum, so gilt
n 2 n n n n
E| Y | =B Y emi) = > (o) E) = D daj) an]n
j=1 j=1 i=1 jri=1 \7_’_“ j=1
das heifst
(]EH ZgjxjH ) - (Z 2] ) (4.4.13.2)
j=1 j=1
und somit

) falls p>2 (4.4.13.1) falls p>2
(4.4.12.1) falls p<2

- -(inwjn?)%(” < (EHfjijijf s cz,p-(inxjn?)
] j=1 j=1

N|=

4.5 Reihendarstellung Gaufsscher Prozesse
4.5.1 Einfiihrung

Die Simulation stochastischer Prozesse am Rechner ist eine Aufgabe mit der immer haufiger so mancher Wissen-
schaftler konfrontiert wird. Dabei handelt es sich bei den simulierten Prozessen typischerweise um Nédherungen,
etwa als abgebrochene Reihen elementarer Prozesse.

Betrachtet sei z.B. der Prozess (R, )nen, mit unabhéngigen, identisch verteilten Zuwéchsen

P2 =1) = % —P(Zi=-1), i=1,23,.

(1-dimensionaler Random-Walker mit Schrittlinge +1), dazu die Folge gestauchter Prozesse

(n > 1). Dann konvergiert X mit n — oo gegen den standard-Wiener-Prozess Wy<;<1 (Invarianzprinzip von
Donsker).

(0]
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Alternativer Zugang: Setzt man zu unabhéngigen, standardnormalverteilten &1, €9, .. und konstanten Funk-
tionen ¥y (t):

Xpi=> & r(t)
k=1

so definiert X (im Falle der Konvergenz) erneut einen stochastischen Prozess. So ergibt z.B. fir T' = [0, 1] die
Reihe

Xy =8 + ﬂz gkisin](;:rt)

k=1

(Uberlagerung von Schwingungen mit zufélligen Koeffizienten) genau den Wiener-Prozess (siehe spiter 4.5.7).
Aus praktischen Griinden werden am Rechner allgemein nur endliche Summen anstelle von Reihen verwendet.
Dabei stellt sich unvermeidbar die Frage der Konvergenzgeschwindigkeit und Darstellungsoptimierung.

4.5.2 Lemma: Reihenkonvergenz mit zufilligen Koeffizienten

Seien &1, &a, .. 1 0 — R standardnormalverteilt und a1, as,.. € R. Dann existiert:

o0

Z £y

=1

fast-iiberall genau dann wenn
o0
2

D af < oo
=1

Gegebenfalls gilt dann
D G~ Nos= a2

i=1%
j=1

Beweis: Richtung <" Sei ) 77| a7 < oo. Dann ist analog zu 4.4.13 fiir ¢ > 0

m 2 m
E’Zajfj‘ :Za?<52 Vne<n<m

Jj=n j=n

fiir geniigend grofies n., das heifst
m

Zajgj , meN
j=1

ist Cauchy (bzgl. [|-[|,), konvergiert also in Ly (und somit auch L;) gegen

X = Zajﬁj € Lo

j=1
Nach Levy konvergiert die Reihe auch Punktweise fast-iiberall. Ferner ist

2 " 2

i . o (4.2.42) t t
Bt = lim Bl exp [it 3 g} 2 lim exp [ - 532 af] =exp [ - 3]

j=1 j=1 j=1

das heifit nach Gleichung (4.2.1.1):
X ~ NOsZ?i1 a?

J

Richtung ”=": Es existiere

X = Z ajfj
j=1
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fast iiberall. Dann ist einerseits

n

n

- itx Lebesgue .. . el o . .

X(t) =Ee = nlLrgOE exp |it E 1 aié| = nhﬁn;o 1_[1Eexp [ita;&;]
j= j=

_ R ) R _r 2
= T}Er;o I |1 exp [ 5 aj} = nlgr;o exp 5 E 104j
j= j=

Anderseits ist X als charakteristische Funktion stetig und erfiillt X (0) = 1, insbesondere X y > 0 in einer
Umgebung U von 0. Wére

o0

E 2 _
Oéj—OO

j=1
so miisse X (t) =0V t # 0 sein, ein Widerspruch!
O

Folgerung: Fiir {;, &, .. unabhéngig, identisch N 1-verteilt und

oo o
2
Xi=) 056, Y aj<oo
i=1 =1
ist dann

E|X[*=) o}
j=1

und nach Satz 4.4.12, Darstellung 4.4.13.2 und Abschétzung 4.4.12.1 existieren ¥ p > 0 Konstanten c,, C}, so

dass
(oo} 1 oo
2
o(Sed) = (B S
j=1

J=1

1

P)% SCp(iOéy

Jj=1

(vgl. 4.4.13).

4.5.3 Satz: Gaulssche Prozesse als Reihen
Seien T # 0, ¢y, : T — R, k € N mit

(oo}
Zh/)k(t)\Q <o , teT
k=1

und &7, &2, .. identisch, unabhéngig Ny j-verteilt. Dann existiert nach Konvergenzsatz 4.5.2 fiir jedes feste t € T
eine P-Nullmenge N; so dass

D alw)n(t)
=1

fiir w ¢ N existiert. Setzt man nun

D Gwk(t) cwé N
Xi(w) = k=1 , teT

0 : sonst

so ist (X;) ein zentrierter, reellwertiger Gauprozess mit Kovarianzfunktion

Rx(t,s) = E(X:Xs) = > vu(t)n(s)
k=1
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Beweis: Seien tq,..,t, € T und ay,..,a, € R. Dann ist

Z%Xt —ZO‘J ka Uit ng ZO‘JW i Nosi, 52 252 <
Jj=1 = Jj= k=1

B

das heifft X ist zentriert, Gaufisch. Ferner folgt aus

E|X, + X,|? JE:]Z& [ (t) £ (s ‘ WIS W) £ v (s))

k=1

= Wk(t) iQZl/)k J¥i(s +Zl/)k
k=1

k=1

entsprechend

E(X,X,) =

;-lk\H

{E|Xt + X, —E|X; — XS|2} =Y Ur(t)n(s)
k=1

4.5.4 Hilfslemma iiber Gaufische Integrale

Fiir jedes ¢y > 0 existiert eine Konstante Cy, > 0 mit
[ee] t2

/ e Fdr < C, - 72 V>t

Beweis: Setze

dann gilt wegen (t), ¢(t) 2% 0 nach L'Hopital:
o w1

lim —% = lim = lim =1
t—oo sp(t) t—o00 Spl(t) t—>001 —+ tiz
das heifst .
sup M <oo Vit>t
>ty (1)
O
Insbesondere gilt
7 :L2 =~ t2
/e_deSCto e 2 Vit>tg>0 (4.54.1)

4.5.5 Hilfslemma

Sei 0 <2 <1undn€N. Dann gilt 1 — (1 —z)" < na.

Beweis: Fiir g(r) :=1— (1 —2)" —nx gilt g(0) = 0 und ¢'(x) = n(1 —x)"~! —n < 0, das heiRt g ist monoton
fallend in [0, 1]. Demnach ist g(z) <0 fir 0 < x < 1.
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4.5.6 Lemma: Supremum normalverteilter Zufallsvariablen

Seien &1, &a, .. unabhéngig, identisch N 1-verteilt. Dann gilt

o[ o ] <V

1<j<n

fiir irgendeine Konstante C'.

Beweis: Es gilt:

Esup|§j|:/73(sup|£j|>t> dt:/{l—P(sup|£j|<t>} dt:/[l—HP(|§j|§t)] dt
i<n 4 j<n 0 js<n 4 j=1
—_——
PI€1<t ¥V j<n) Pe|<t)™
~JINO,1
0o V2Inn 0o
— [f-u-rigsor]a= [ i-p-ragsor]ar [ [1-p-pigsor]
0 0 <1 Zlnn <nP([¢]>1)
(4.5.5)
(oo}
<Valnn+n / Pl > 1) de
V2Inn
by . . (4.5.4.1) .
<V2lnn+n / C.e 7 dt | P(|§|>t)\/§/€2 dr < C e %
™
t const

V2Inn

3=

4.5.7 Der Wiener-Prozess als zufillige Reihe
Sei T'=[0,1] und (gx)$2, eine Orthonormalbasis®” in L3[0,1] (reell). Setzt man

Vi (t) := (Ljo,4, gk ) /gk

0

so ist nach Parseval

> 2

2
Do kR = Loy, =t < o0
k=1

2"Eine Orthonormalbasis (gi)ren C H eines Hilbertraumes H ist ein vollstindiges Orthonormalsystem, das heiRt {(gx, g;) = Ok
und span {z1, 2, ..} ist dicht in H. Gegebenfalls gilt dann

Z (z,zp)xr, Yo EH
k=1

und die Parsevalsche Gleichung

(@, zx)* = llz|* Veen

M3

k=1
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Nach 4.5.3 ist -
X = ka%bk(t) , te[0,1]
k=1

ein zentrierter Gaufprozess mit

oo

E(X:X,) = Z¢k(t)¢k(8) = Z (Lo.0,9%) (9> Ljo.5) = (Ljo,as 1jo,g]) =t A
k=1

k=1

Nach 4.3.5 ist somit X genau der Wiener-Prozess.

Beispiele:
(i) Das Orthonormalsystem
go =1, gr(x) = V2cos(mkz) , k>1
erzeugt mit
t k=0

Ui(t) = (Lo,4), 9) =
V2 _
T sin(knt) :k>1

den Wiener-Prozess:

o0 . k
Wy =& t+V2- ka : W v €056t~ Noja (4.5.7.1)

k=1

Abbildung 4.6: Zur Konstruktion des Wiener-Prozesses
durch zuféllige harmonische Reihen.

Mit Darstellung (4.3.6.1) erhédlt man ferner eine Reihendarstellung der Brownschen Briicke:

Bi=vi-Y & @  E0rErr e~ Noa (4.5.7.2)

k
k=1

(ii) Durch das Orthonormalsystem

h_l(l’) =1, thg = {1[ 2k 2k+1} 71[2k+1 2k+2]} , J € Ng, kZO,l,..,Qj -1, z€ [O,l]

2510 27+1 27+1 251

(Haarsche Basis) erhilt man das sogenannte Faber-Schader-System
T
u_q(z) =z , ujr(z):= /hj7k(3) ds , z€]0,1]
0

so dass fiir unabhéngige {_1,&; x ~ Np1 die Reihe

§1-t+ Z &k - Ujk(t) (4.5.7.3)
X §=0 k=0

[N~}
i

X}
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fast-sicher konvergiert und dem Wiener-Prozess entspricht.

1+ hj ()

Abbildung 4.7: Zur Definition der Haarschen Basis.

PRERR ;1 (2)
T
% %+ 1
2i+1 2it1

Abbildung 4.8: Zur Konstruktion des Wiener-Prozesses
durch zufillige Faber-Schader-Dreiecke.

Die Teil-Prozesse (X7 );";_1 sind dabei unabhingig und besitzen stetige Pfade. Insbesondere ist

I g = [ = E =250 s e

eine messbare Halbnorm auf (RI%! ' (RI%!)) und nach Lemma 4.5.6 gilt

A L (4.5.6) g : i
E || X7, =2 z+11Ek<s;pl|gjyk| < C 272V < O 27%/j (4.5.7.4)
=< const const

4.5.8 Vorbemerkungen zu separablen Banachridumen

Sei (E, ||-||) ein separabler Banachraum und (€2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann nennen

LA(Q.P.B) = {[:Q~ B| f:0— E messbar, /||f(w)|| P(dw) < o)
Q

lI£11y

Dabei ist ||-||, auf L; tatséichlich eine Norm, insofern man die Elemente in L; als Aquivalenzklassen von
f~g = f=g(modo)
betrachtet. Fiir Funktionenfolge (fi)ren C L1(2, P, E) mit

o0
D el < o0
k=1
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existiert
oo
> 1
k=1

als Grenzwert in (L1, ||-||;) und somit auch in Wahrscheinlickeit. Sind ferner X7 : Q — E unabhiingige Zufalls-
variablen, so gilt die Aquivalenz:

Z X7 ex. P-fast iiberall < ZX J konvergent in Wahrscheinlichkeit
j=1 j=1

4.5.9 Theorem: Reihenkonvergenz beim Wiener-Prozess

Sei (22,8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und & ~ No1, j € No, k = 0,..,27 — 1 unabhingig, identisch,
standardnormalverteilt auf . Dazu seien X7 die Glieder in der Faber-Schader Reihendarstellung des Wiener-
Prozesses wie in (4.5.7.3). Dann existiert eine Teilmenge g € &(£2) mit P(Qp) = 1 so dass

N
sup ‘Wt(w)f Z X7 (w) M=y we

0<t<1 =

das heifit die Pfade konvergieren fast-sicher gleichméfig gegen die Pfade des Wiener-Prozesses

Wi— > X

j=—1

Beweis: Betrachten den separablen Banachraum (C[0, 1], ||-]|.,) und die Pfade X7 : Q@ — C[0, 1]. Dann ist nach
(4.5.7.4)

B, < C 2745
R,
1

vgl. (4.5.8)

und insbesondere

> X, < o0

j=-—1
Nach 4.5.8 geht also
N
> 0w
j=—1
in Wahrscheinlichkeit und somit P-fast sicher in C[0, 1].
O
Folgerung: Nach obigem Theorem ist
> X (w)
j=1

fiir fast alle w € Q gleichméafiger Grenzwert stetiger Funktionen, das heifst
oYX L telo
j=1

ist fast sicher stetig. Haben also eine Version des Wiener-Prozesses mit fast-sicher stetigen Pfaden gefunden.
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5 Empirische Prozesse

5.0.10 Aufgabenstellung und Definition

Betrachtet seien die zufélligen, unabhéngigen und identisch verteilten reellen Zufallsgrofen X, X, .. auf (2, &, P).
Gesucht sei nun das Verteilungsgesetz der X, sprich die Wahrscheinlichkeiten

P(X;€ab]) , a<beR

bzw. die Verteilungsfunktion®®
F:R—[0,1] , F():=P{X; <t})
—_—

Px ((—o0,t])
Man nennt dabei

1
Frt,w):= E#{jgn:Xj(w)gt} , teR, we (5.0.10.1)
empirische Verteilungsfunktion n-ter Ordnung bzgl. F. Sind z.B. X;(w) < X5(w) < ... so gilt

Fr(t,w) = k mit ¢ € [Xp(w), Xpt1(w))

n
Beachte dass (F);(t)),cp ein stochastischer Prozess ist mit Werten 0, %, %, .., 1, dessen Pfade Verteilungsfunktio-
nen sind. Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf
* 1 -
Pr(w) = z; Sx;(w) » wEN (5.0.10.2)
]:

auf (R, Z(R)) heifit (fiir ein festes w) empirisches Verteilungsgesetz??. So kann man schreiben
Fo(t,w) = Ph(w) (=00, t])
Sei nun t festgehalten, dazu die Folge unabhéngig, identisch verteilter Zufallsvariablen
)/j = 1(—oo,t](Xj) ) ] eN
Dann gilt:
PY;=0)=P (X, >t)=1—-F(t)

P, =1) = F(1)
das heifit die Y; ~ B; p(;) sind Binomialverteilt mit Parametern 1, F'(t). Wegen
" 1
ist nF);(t) ~ By, p(+) Binomialverteilt mit Parametern n, F'(¢) und es gilt
1
EF(t) = - (n-F(t))=F(t) , neN (5.0.10.3)
(empirische Verteilungsfunktion ist ém Mittel richtig). Insbesondere ist

EY; = F(¢)
Ahnlich ergibt sich die Varianz:

Var(F () = - 3" Var(¥;) = —nF()(1 - F(1)) = - F()(1 ~ F(£)
j=1

28Fine rechtsseitig stetige, monoton wachsende Funktion F : R — [0, 1] mit
lim F(t) =0, lim F(t)=1
t——o0 t—o0

heiflt Verteilungsfunktion. Zu jeder Verteilungsfunktion F' existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaff Px auf
(R, #(R)) so dass Px ((—oo,t]) = F(t). Ungekehrt definiert jedes Wahrscheinlichkeitsmaf auf diese Weise eine Verteilungsfunktion.
29Keine Zufallsvariable!
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5 EMPIRISCHE PROZESSE

5.0.11 Satz: Verteilungsgesetzt der empirischen Verteilungsfunktion

Seien X7, Xs, .. identisch, unabhéngig verteilte reelle Zufallsvariablen auf (£2, &, P) mit der Verteilungsfunktion
F und empirischer Verteilungsfunktion F;, n € N. Dann gilt:

1. Aquivalenzinvarianz: Die endlich-dimensionalen Verteilungen von (F*);cg héingen nur von der Verteilung der
Xj ab 30.

2. Fiir festes n € N und t € R gilt:

3. Fiir festes t € R geht

punktweise P-fast-iiberall.

4. Fiir festes t € R geht

n—oo

Vi (F;(t) — F(t)) - No,F)(1—F (1))

in Verteilung.

Beweis:
1. Setzen .
Si iR =R, (21,..,2p) — L(—oo,1(5)
j=1
Fiir A € Z(R™) und t1, .., t,, € R ist dann
Fo(t) Fp(tm)

P,z o) (A) = P ({01 (80, (X1 (@), o @), 81, (X1 (@), o, Xn())] € nA})

=P84, ,..50,)0(X1,.. %) (MA) = Pix, . x,) © (St oo St )M (nA)

2. Klar.

3. Die Zufallsvariablen Y; := 1(_(X;) sind unabhéngig, identisch verteilt. Nach dem starken Gesetz der
groken Zahlen (SLLN)3! gilt also

1 = n— oo
Fi() =~ 3%, =Y EY,
n =1 SLLN ~—~
F(t)
fast sicher.
4. Die Behauptung folgt nach dem zentralen Grenzwertsatz 3.2.4:
F(t)

* 1 - AN\ n—oo
Vi (Fy(t) = F(t) = 7 > (v - EY;) T Novar(v;) = Nortya—F(1))
j=1

O

30Insbesondere macht es Sinn von der empirischen Verteilungsfunktion von F, ohne Angabe von Zufallsvariablen X1, X», .. zu
reden, insofern nur die endlich-dimensionalen Verteilungen bzw. die Verteilung der Pfade von F;f betrachtet werden.
31Fiir unabhingig, identisch verteilte reelle Zufallsvariablen Y7, Y2, .. mit EY; < co konvergiert

1 n
Y, i=— Y;

fast sicher gegen EYj:

n —
fast iiberall
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5 EMPIRISCHE PROZESSE

5.0.12 Definition: Empirischer Prozess

Seien X1, Xs, .. unabhéngig, identisch verteilte reelle Zufallsgrofen auf (2, &, P) mit Verteilungsfunktion F' und
empirischer Verteilungsfunktion F,, n € N. Dann heifit der zufillige Prozess

E,(t)=Vn(F;(t)-F(t) , teR

empirischer Prozess zur Verteilungsfunktion F' von n-ter Ordnung.

A

EL(t,w)

S o

~ V|

Abbildung 5.1: Typischer Verlauf eines Pfades eines em-
pirischen Prozesses.

Bemerke: Nach Satz 5.0.11 (4) geht fiir beliebige u,t € R:

u

P(E(t) <u) =5 \/%Ut /e_;T? de , op:=+/F(@)(1—F(t))

— 00

No:g?((_oowu])

Beispiel: Betrachtet sei die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf [0, 1]:

0 :t<0
Gt =4t :0<t<1
1 t>1

Dazu seien w1, us, .. Verteilt geméfs G. Dann ist
U (t) == vn(G,(t) - G(t)) , teR

genau der empirische Prozess der Gleichverteilung auf [0, 1].

A

Uy (t,w)

~
\Q \0 1

Abbildung 5.2: Typischer Verlauf eines Pfades des zur
Gleichverteilung gehorigen empirischen Prozesses (n = 3).
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5.0.13 Endlich dimensionale Verteilungen empirischer Prozesse

Gegeben sei die Verteilungsfunktion F' : R — [0, 1] und X;, .., X,,, unabhéngig, identisch verteilt geméfs F', dazu
die empirische Verteilungsfunktion F¥ und der empirische Prozess E). Zu —oco < t; < t3 < -++ < t,, < 00 ist
nun das Verteilungsgesetz der (E¥(t1),.., E(tm)) gesucht. Dabei nimmt E(t,.) prinzipiell die Werte

vn - {kF(tr)} , k=0,..,n

n

Yk, r

Fiir k1, .., km € {0,..,n} gilt dann

P (B (t) = st 0 B () = M }) = P ({ Fr (1) = % o Fi(tm) = %m})

0 falls nicht
0<k1<k2<..<km<n
(daty < - <tm)

:P({#{jZXjStl}Zkl A #{j:ti_1<Xj§ti}=k‘i—ki_1, t=2,..,m A #{jttm<X]‘}=n—km})

Multinomial- |
verteilung n.

k‘ll(k‘g - ]{)1)' e (n - km)'

CF(t) (F(ty) — F(t)2 75 (1= Ft,)"

Fazit: Die endlich-dimensionalen Verteilungen von E7 hingen nur von F' ab! Insbesondere kann somit jeder
Verteilungsfunktion F' ein empirischer Prozess (E})icr zugeordnet werden, der bis auf Aquivalenz eindeutig
bestimmt ist.

Anders gesagt: Je zwei Folgen unabhéngiger, geméf F' identisch verteilter reellwertiger Zufallsgrofen X1, Xo, ..
und X, Xo, .., erzeugen jeweils empirische Prozesse E, E die gleiche endlich-dimensionale Verteilungen be-

sitzen, das heifst £ = E,*L

5.0.14 Definition: Kanonische Darstellung

Sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion. Dann setzen zu x € (0, 1):

F~(z):=inf{t eR: F(t) >z}

A F(t) A

Abbildung 5.3: Zur Definition von F'~ fiir zwei typische
Verteilungsfunktionen F'.

5.0.15 Lemma iiber '~

Sei F': R — [0,1] eine Verteilungsfunktion, dazu F~ wie in 5.0.14 definiert. Sei ferner U eine auf [0, 1] gleich-
verteilte Zufallsvariable und
X =F (U
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Dann gilt:

das heifst X ~ F.

Beweis: Sei U : (©2,8,P) — R gleichverteilt auf [0, 1]. Dann gilt fir w € 2,s € R:
Xw)<se FFUw))<s & inf{teR:Ft) >Uw)} <s

Offensichtlich folgt aus F(s) > U(w) stets inf {t e R: F(t) > U(w)} < s. Doch auch die Umkehrung gilt: Ist
ndmlich F~(U(w)) < s so existiert eine Folge (¢,) C R mit F(¢,) > U(w) und t,, \, F~ (U(w)). Da F rechtsseitig

stetig ist, folgt dann
F

P N R ) = i P > U
das heifst
X(w)<s & F(s) >Uw)
Somit ist
P(X <s)=P U< F(s) = F(s)
L]

5.0.16 Satz: Erzeugung empirischer Prozesse durch Gleichverteilungen

Sei F' eine Verteilungsfunktion und U der empirische Prozess der Gleichverteilung auf [0,1]. Dann ist

(U (F(1))1cr

ein von F' erzeugter empirischer Prozess n-ter Ordnung.

Beweis: U, U, seien unabhingig, gleichméfig verteilt auf [0, 1], dazu
Xj = F~(U;)

Dann sind nach Lemma 5.0.15 die Zufallsgrofen Xi, X5 unabhéingig mit Verteilungsfunktion F'. Weiterhin

Ui ) = Vi [ <ty < PO - FOO)

\/ﬁ{i#{jgn:Xj §t}F(t)} | {w;uj(w)gF(t)}:{w;F*(uj(w)) gt}

Xj(w)

Folgerung: Ist F stetig so ist FI(R) = [0,1] und es gilt

* * d. *
supv/n - |Fy(t) — F(t)| = sup |[E; (1) = sup U (s)]
teR teR 0<s<1

5.1 Konvergenz der endlich dimensionalen Verteilungen

5.1.1 Satz: Momente von empirischen Prozessen

Sei F' eine Verteilungsfunktion, dazu der empirische Prozess E}. Fiir ¢, ..., € R gilt:
L E(F;(t), -, F(tm)) = (F(t1), -, F(tm))

2. Cov (Ex(t),Ex(s)) =F(tNs)—F(t)- F(s) fur t,s € R.
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Beweis:
1. Folgt direkt aus EE(t) = F(¢) (5.0.10.3).
2. Seien X7, X5, .. unabhéingig, identisch Verteilt geméfs F'. Dann gilt zunédchst:

E(F(1) - Fy( =%Z X2) 1o (X))
) _{F(t)F(s) i

F(tns) :i=]

== [nF(tAs)+ (n* —n)F(t)F(s)] F(tNns)+ <1 - i) F(t)F(s)
Somit folgt
Cov (EL(t), BL(s) "= " B(EL(t) - Bi(s) = n[E(FL($)F(s)) — F(t) - F(s)] = F(t A s) — F(£) - F(s)
O
Folgerungen:

1. Fiir die Kovarianzmatrix gilt:

Cov (B (1), oy Ef(tm))] = [F(ti At) = F(t3) - FUNIT_y o tyestm €R

2. Fir auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsgrofe U gilt:
Cov(Ur(t),Ux(s) =tAs—ts , 0<t<s<1

5.1.2 Satz iliber die Brownsche Briicke

Sei (Bt)o<t<s der Prozess der Brownschen Briicke (vgl. Abschnitt 4.3.6), F irgendeine Verteilungsfunktion mit
empirischem Prozess E}, und Y; := Bp(;), t € R. Dann geht:

f.d.d.

0 \NW w

AV M( | t
VI

Abbildung 5.4: Brownsche Briicke unter Zeittransformati-
on t — F(t). Abgebildet ist typischer Pfad des entsprechen-
den Prozesses.
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Beweis: Seien tq,..,t,, € R beliebig und X, X, Xo, .. unabhéngig, identisch verteilt geméf F'. Es gilt zundchst

* 1 * -
EL(t) = NG [nFy (t) —nF(t ; L oot (Xk) —El(ooq(Xk)] , tER
und somit
1 n
(E;:(tl), 7’L Z Zk — ]EZl n_) N() ,Cov(Z) Zk = (1(,00’t1](Xk), ey 1(7oo,tm](Xk))
k=1 . . .

identisch verteilte
Vektoren in R™

wobei

Z = (1(7oo,t1](X)7 D) 1(7oo,tm](X))
COV(Zi7 Zj) = COV [1(_007,51]()()7 1(_007,5].](X)]

E(l(—ao,ti](X)_]E1<—oo,ti](X))'(l(—oc,tj](X)_]E1<—oo,tj](X))

= F(t; At;) — F(t;) - F(t;)

Anderseits ist der Vektor (Y3, ,..,Y:,,) offensichtlich Gaufisch, zentriert und besitzt Kovarianzmatrix

Cov( Vi . Yo, ) “29 R AF(t) —F(t)- F(t;)
N~ N———
Br;) Bre) F(tiAt;)

da F
monoton wachsend

sprich (Y,,..,Y:, ) ~ N07COV(Z). Somit geht insbesondere

(B (00), s Biltm) "5 (i)

5.2 Das Theorem von Glivenko und Cantelli (1933)
5.2.1 Vorbetrachtung

Zu Verteilungsfunktion F sei F¥ : R x £ — R die empirische Verteilungsfunktion und

Fn(w) = igﬂ}g |E(t,w) — F(t)| (5.2.1.1)

Dann ist F,, : ! — R tatséchlich messbar, denn aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit von F(-,w) ist
Fr(s,w)=mf{F}(t,w):t>s, t €Q}
und somit

Fn(w) = sup |[F(t,w) — F(1)]
teQ

messbar
Nach 5.0.11 geht dabei F*(t) "=3 F(t) fast sicher. Nach folgendem Theorem 5.2.2 ist sogar fast sicher eine
gleichméfige Konvergenz vorhanden!

5.2.2 Theorem von Glivenko-Cantelli
Sei F' eine Verteilungsfunktion, dazu die empirische Verteilungsfunktion F; und F,, wie in (5.2.1.1) definiert.
Dann gilt

n—oo

P(F, — 0)=
das heifit F¥(-,w) konvergiert gleichméfig gegen F(-) fast-sicher.
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Beweis: Seien X, X, X5, .. unabhéingig, identisch verteilt geméf F, dazu Ff : R x (2,&,P) - R. Zut € R

existiert nach 5.0.11 eine Nullmenge N; € &, P (V) = 0 mit
Frt,w) =3 F(t) , wé¢ Ny
Eigentlich existiert sogar eine Nullmenge M; € &, P(M;) = 0 mit
Fit—0,w) = F(t—0) , w¢ M,
<L

lim F)(7,w)

(5.2.2.1)

(5.2.2.2)

T,/'t
denn
1 1«
Fit=0)= -#(<niX; <) = =3 1ean(X) "% Bl wy(X)=P(X <) = F(t~0)
J=t unabhéngig LLN)
identisch
verteilt

Betrachten nun
F(z):=inf{teR:F@) >z} , z€(0,1)

Fiir s := F~(x) gilt stets F(s) > x, denn

F rechtsseitig
stetig
—

Jtp, s = F(t,) > = F(s) >z

S

—
Ist anderseits t < F'~ (), so gilt per Konstruktion F'(t) < z, also

lim F(t) < x
t s

Somit

V

Abbildung 5.5: Zum Beweis von Glivenko-Cantelli.

Sei nun m > 1 festgehalten, und
k
Spom = F~ <> , k=1,.m-—1
m

dann gilt nach (5.2.2.3)
< F(Sk,m)

3=

F(Sk’m — O) S

Speziell:
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e Fall k£ = 1: Dann folgt

1
P(X < s1m) < - (5.2.2.4)
—_————
F(Sl,mfo)
e Fall k =m — 1, dann gilt
Flsmrm)>1— (5.2.2.5)
m—1m) Z m cLed
e Fall £k =2,..,m — 1. Dann erhélt man
k k—1
F(Sk,m_o) S _— =+ — <F(Sk—1m)+
m m
das heifst
1
Flskm —0) = Fsr—1m) < — (5.2.2.6)
p(sk—l,m<X<Sk,m)
Auferdem: Mit
Fm,n = 1<:Llp ) {|F:(5k,m) - F(Sk,m” \4 |F:;(Sk,m - 0) - F(Sk’,m - O)|} , myneN
und
oo m—1
Ne= U [Ne,, UM, ]
m=1 k=1
gilt nach (5.2.2.1) und (5.2.2.2)
lim Dy p(w) =0 Vwé N (5.2.2.7)

wobei P(N) = 0. Sei nun s € R beliebig und m € N.

e Fall: s < 59 ,,, dann gilt:

>0
(5.2.2.4) 1 =
Fi(s) < Fi(sim = 0) S Flsim = 0) + Fn < F(s)+ — & Foun
und
(5.2.2.4) 1 1 >0
F:;(S)ZO > F(Sl,m—O)——ZF(S)———fmm
—_—— m

o Fall: s > s,,_1 ,,, dann gilt:

A
o
I
o
o

N

—_

i 1
F:;(S) < 1 = F(Sm—lﬂn) +— < F(S) + —+ fm,n
—_—— M m

<F(s)
und
<1
~~~ 1
Fi(s) =2 F(sm—1m) 2 F(sm-1,m) =Fmn = F(s) o Fmn
>1-%
(5.2.2.5)
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o Fall: s;,_1 ., <5 < 8 fir irgendein k € {2,..,m — 1}, dann gilt

)

1
Fo(s) S Fp(skm —0) < Fskm —0) +Fmn < F(s)+ — + Fmn
———— m

<F(s$p—1,m)+—
(5.2.2.6)

und

il Ly

* * 1
Fn (5) > Fn(sk—l,m) > F(Sk—l,m) _fm,n > F(S) —— —Fmn
N———— m

>F(sp,m—0)—L
(5.2.2.6)

In allen drei Fallen folgt dann
" 1
[Fi(s) = F(s)| € — + Fonn » sER, meN
bzw.

1
sup |F(s) = F(s)| < —+Fmmn , meN (5.2.2.8)
sER m

Fn

Insbesondere gilt wegen (5.2.2.7) fiir w € N©:

1
limsupFp(w) < — VmeN
n—oo m
also
lim F,(w) =0 , we N°
O

Bemerkung: Die Funktionenmenge
F = {1(,06’,5] 1t e R} - LOO(R)
erfiillt

n—oo
—

0

fast sicher

sup‘/fdP,*L—/fdP
fe7 g R
———

Fo(t) F(t)
f:1(—oo,t]

(vgl. Definition (5.0.10.2)). Man sagt: .% ist eine Vapnik-Cernovenkis (VC) Klasse[4].

5.3 Konvergenz der empirischen Prozesse
5.3.1 Vorbetrachtung

Gegeben sei die Verteilungsfunktion F' mit empirischer Verteilungsfunktion F)', dazu der empirische Prozess
EL(t) = v [F(t) — F(t)]

In 5.1.2 wurde gezeigt, dass

n—oo

E* B
" gad FO
geht, wobei (By)o<i<1 die Brownsche Briicke sei.
Ziel ist es nun zu zeigen:
A
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in irgendeinem metrischen (E,d) C RT, T := R. Angesichts der Tatsache dass E} typischerweise keine stetigen
Pfade hat, stellt sich die Frage welche Mengen £ C RT in Frage kommen. So besitzt z.B. E} beschrinkte Pfade,
doch ist

E:= {f eRT: f beschréinkt}

mit der Metrik d(f, g) := || f — g|| ., nicht separabel!
Die Idee ist nun
B (t) = Un (F (1))

(vgl. 5.0.16) in irgendeiner Weise durch einen Prozess mit stetigen Pfaden zu ersetzen. Ist F stetig, so reicht es,
U durch einen Prozess mit stetigen Pfaden zu approzimieren.

5.3.2 Stetiger Ersatz zu U}

Sei G die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf [0, 1] mit empirischer Verteilungsfunktion
Git) = —# {7 < i l(w) <1}
(mit Uy, Us, .. ~ G, iid auf (Q2,&,P), 0.B.d.A. U; : Q@ — [0,1]) und empirischem Prozess

Uit):==vn-(Gi(t)—t) , 0<t<1

A
Gj(t,w)
- i i i —
0 Z/{z(w) U4(OJ) Z/ll(w) Z/L;(w) 1

Abbildung 5.6: Typischer Pfad der empirischen Vertei-
lungsfunktion G} der Gleichverteilung.

Zu jedem w € , n € N seien 0.B.d.A. 0 <U;(w) < -+ <Up(w) < 1 umgeordnet. Definieren nun das (zufillige)
Mafs auf [0, 1]:

, 1 BN U (), Uy () _ _
Qn(va) i n+ 1 J; Uj(w) _uj71 w) ) B € ‘%)([07 1]) uO(w) e 0, Z/{n+1(w) =1

mit der (zufélligen) Verteilungsfunktion
Hy(tw) :=QL([0,t),w) , 0<t<1 (5.3.2.1)

Dabei nimmt H;;(-,w) an den Punkten U} (w) die Werte n%q an und verbindet diese linear (siche Abbildung
5.7).
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Hy(tw)

3/nf----
3/(n+ 1)/2/7:
2/(n+l)/1/7;
: t
Yn+1) ¢ T T T —>

Abbildung 5.7: Typischer Pfad der empirischen Vertei-
lungsfunktion G}, (-,w), dazu die entsprechende stetige Ap-
proxzimation Hj(-,w) fiir n = 4. Die Werte U;(w) sind hier
0.B.d.A. geordnet.

Offensichtlich unterscheidet sich H} von G}, an den Unstetigkeitsstellen von G, am meisten, mit
GLUj(w) = 0,w) < H,(Uj(w),w) < GLUj(w),w) , j=1,.,n
Insbesondere gilt die Abschitzung

* * (nt+1)j—jn J
Gn(“]) - Hn(uj) n(nil)] n(n+1) 1
= = < —
(1) — G (U — nj—(n+1)(j—1 (n+1)—j n
Hn(u]) Gn(uj 0) LY i L LY A2 Sl(n+)1()] ) n(n+1)j
das heiftt
1
sup |[H,(t) — G (1)] < — (5.3.2.2)
0<t<1 n

Fiir den approximierten empirischen Prozess
Vn(t) = v/n- (Hy(t) — 1)
gilt dann

sup [V, (t) — Uy (t)] <
0<t<1

Dabei ist zu beachten dass (V)o<i<1 stets stetige Pfade besitzt!

, neN

Si-

5.3.3 Satz: Konvergenz des approximierten empirischen Prozesses der Gleichverteilung

Sei (U)o<i<1 der empirische Prozess n-ter Ordnung der Gleichverteilung auf [0,1] und (V})o<i<1 die oben
(5.3.2) eingefiihrte stetige Approximation. Dann geht letztere in f.d.d. gegen die Brownsche Briicke:

n—oo

* B
(Vn)o<i<a = (Bt)o<t<1

Beweis: Seien t1, ..,t,, € [0, 1] beliebig, dazu die zufilligen Vektoren
Y, = (V;(h),..,V:{(tm)) s Lp = (u;(tl)""u:;(tm)) , neN

Dann ist .
2 * * 2 m
1¥n = Zal = Y Valty) ~Uit)P <=, neN

=1

das heifst
1Yo = Zn| =50

sicher. Zusammen mit Z, - (Bt,, .., By, ) folgt dann nach 3.2.3 auch

m

n—oo

Yn T (Bt17 ‘e Btm)
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Ziel: Folgender Abschnitt wird als Ziel haben, die Konvergenz
Vn) = B
d
in (C[0,1],]|||..) zu beweisen. Nach 3.3.10 geniigt es zu zeigen, dass

{Pv: }oowe © M0 (€10, 11 1.0

schwach-relativ kompakt ist.

5.3.4 Definition: Stetigkeitsmodul
Sei (T, d) ein metrischer Raum und f € C(T'). Dann heift die Abbildung wy : (0,00) — R definiert durch

wr(0) :=sup{|f(t) — f(s)| : d(t,s) <6, t,s€T} , 6>0

Stetigkeitsmodul von f auf T.

5.3.5 Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls
Sei (T, d) ein metrischer Raum und f € C(T'), dazu das Stetigkeitsmodul ws. Dann:

1. wys: (0,00) — R ist monoton wachsend.

2. wy ist subadditiv, das heifit fiir §,0" > 0 gilt
w0+ 8") <wp(d) +wp(d)
3. Ist Ty € T abzéhlbar und dicht in T', so gilt:
wr(0) =sup{|f(t) — f(s)] : d(t,s) <6, t,s€Tp} , 6§>0

Insbesondere ist w.(8) : f +— w(5) messbar von C(T') nach R.3?

5N\.0
—

N

. [ €C(T) ist genau dann gleichméfig stetig, falls w¢(9) 0.

5.3.6 Satz von Arcela-Ascoli

Sei (T, d) ein kompakter, metrischer Raum. Eine Untermenge K C C(T') ist genau dann relativ kompakt, wenn:

(a) K ist beschrinkt, das heifst
sup || fl,, < oo
feK

(b) K ist gleichgradig stetig, das heifst
Ve>0:30>0:|f(t)— f(s)|<e Vdt,s)<d, feK
Bemerkung: Bedingung (b) ist genau dann erfiillt wenn

sup wy(0) 00
feK

32Beachte dass (¢ : C(T) — R, (i : f + f(t) fiir jedes t € T stetig ist.
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Beispiel: Typisches Beispiel einer beschrankten, aber nicht relativ kompakten Menge in C[0, 1] ist die Ein-
heitskugel B;. So besitzt z.B. die Folge

0 t< 1
(Zn)nen C©B1 , zp(t):=q (2t —1)n/2 2 <t<i+ i
1 : sonst
keine in C[0, 1] konvergente Teilfolge.
5.3.7 Lemma iiber Wegbeschranktheit
Sei (E,d) ein metrischer Raum. Dann existiert ein zy € E mit
Vé>0:dneN:VaeeE:Jxy,.,xn=x:d(x;x21) <0, i=1,..,n (5.3.7.1)

genau dann wenn
n
Vé>0:dneN, zq,..,2, € E: {EQ UBg(ch) AN Yige{l,.,n—1}:3i>1ip: B§(xi,) N By (x;) £ 0
i=1

Gegebenfalls nennen wir (E, d) wegbeschrinkt und xg ein Startpunkt von E.

n Schritte

Abbildung 5.8: Zur Definition der Wegbeschranktheit.

Bemerke: Ist F wegbeschrinkt, so ist jeder Punkt = € E auch Startpunkt.

5.3.8 Satz: Charakterisierung relativer Kompaktheit

Sei (T, d) ein wegbeschrénkter (5.3.7), kompakter, metrischer Raum mit Startpunkt ¢g € 7. Dann ist K C C(T)
genau dann relativ kompakt, wenn:

(a) sup [f(to)] < oo
feK

(b) sup ws(8) %0
fEK

Beweis: Richtung ”=". Nach Arcela-Ascoli 5.3.6 folgt unmittelbar Behauptung (a). Nach der Bemerkung im
gleichen Satz, folgt auch Behauptung (b).

Richtung ”<". Nach der Bemerkung in Arcela-Ascoli 5.3.6 geniigt es zu zeigen: sup || f|| ., < oo.
feK

Zu 6 > 0 sei ng € N wie in 5.3.7. Zu beliebigem f € K und ¢ € T, dazu t1,..,t,, := t mit d(t;,t;—1) < 9, i €
{1,..,ns5}, gilt:

ft) — flto) = _Z [f(t5) — f(tj-1)]
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und somit

F(8) = (o) < D fa(ty) —a(tj—1)] < ns - wy(3)
j=1

also
lfFO < |f(to) +ns-wp(d) , teT

Daher kénnen wir allgemein abschétzen
[flloe < [f(t0)l+ns5-wf(6) , feK, 6>0

Nach Voraussetzung (b) existiert ein ¢ > 0 mit sup wy(d) < 1, also
feK

sup [ f{lo, < sup [f(to)
feK fex
—— ——

<oo <oo

+ns - sup wy(d) < oo
feK

O

Bemerkung: Die Wegbeschrinktheit von T ist tatséchlich notwendig. Als Beispiel sei betrachtet 7' = [0, 1] U
{2} (nicht wegbeschrinkt) und die Familie stetiger Funktionen

Dann ist wy, (§) = 0 fiir § < 1 und sup|f,,(0)] < oo, das heifit die Voraussetzungen (a) und (b) des Satzes sind
erfiillt. Doch die Menge {f,.}, ¢y ist trotzdem nicht beschrénkt bzw. relativ kompakt!

5.3.9 Charakterisierung relativer Kompaktheit von Maf;-Mengen

Sei (T, d) ein kompakter, metrischer Raum, dazu (C(T), ||-||,). Dann ist M C M;(C(T')) genau dann schwach-
relativ kompakt, wenn:

(a) Ve>0:3p>0:P(|fllo=p)<e VPeM.

(b) Vn>0: sup P({f:ws(0)>n}) ™9 0, das heiflt w.(0) ™ gleichméfig in M.
PeEM p

Beweis: Richtung =" Sei M schwach-relativ kompakt, dann ist nach Prokhorov 3.3.9 M auch gleichméfig
Radonsch?3. Fiir beliebiges ¢ > 0 gilt also:

3K CC(T) kompakt : P(K) >1—¢ YPeM

Dabei 3 p > 0 mit3*
Kc{fec:|fllw <r}

also
Plfllw=zp)=1=P(fllo <p) <1-PK)<e VPEM

(Behauptung (a)). Ahnlich existiert zu > 0 ein § > 0 mit
K C{fC(T):w(6) < n}
also

PUfECT) wi®)>n}) <1-PK)<e YPeEM

= sup P{felC(T):wr(d) >n}) <e
PeM

33Beachte dass (C(T), |||l,,) vollstindig, separabel ist.
34Erinnerung: Stetige Bilder kompakter Mengen sind wieder kompakt.
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(Behauptung (b)).

Richtung ”<": Nach Prokhorov 3.3.9 geniigt es zu zeigen: M ist gleichméfig Radonsch.
Sei also € > 0. Nach Voraussetzung (b) existiert eine Folge 6,, \, 0 so dass

P({fEC(T):wf(én)<1})>1—2f+l VP eM

n

An

Nach Voraussetzung (a) 3 p > 0 mit P (|| f| > p) < 5. Dabei ist die Menge

Ko:={f€C(T): |flo <p}n () An

neN
relativ Kompakt in C(7T"), denn
e K ist beschriankt.

e Zu f € Ko ist wp(6,) < 1, n € N und somit

sup wyr(dn) S BN sup wyr(0) ™00

fE€EKo fEKo

(vgl. Arcela-Ascoli 5.3.6). Insbesondere ist cl(K) kompakt und

P(Ks) <P([flle =)+ ) P(AL) <5+ =c
(5) < P lw 2 )+ 3 PUA) < 5+ 3

n=1
<5

=P(Ky)>1—e = P(lKp))>1—-c VPeM

das heifft M ist tatséchlich gleichméfig Radonsch.
O

Bemerkungen:

(i) Ist (T, d) wegbeschrinkt mit Startpunkt tg € T, so kann die Bedingung (a) ersetzt werden durch

Ve>0:3p>0:PHfeC(T):|flto)=p}) <e VPeM

(ii) Aufgrund der Kompaktheit von T ist jedes f € C(T) gleichméfig stetig. Es gilt also wy(9) ™00 fiir jedes
f € C(T). Deshalb geht zwar

P(feC(T) wi®) >n) 220 viy>0

fiir jedes P € M, doch ist die GleichméaBigkeit der Konvergenz in M (Bedingung (b)) nicht gesichert!
Nicht destotrotz, ist Bedingung (b) im Fall M = {Py, P, ...} dquivalent zu

Vnp>0Ve>0:3n0eN, §>0:P,({f€C(T):ws(d) >n}) <e Vn>ng (W)
Beweis: Richtung "=" ist klar. Sei nun (#) erfiillt und 7, > 0 vorgegeben, dazu d, ng wie in (#). Dann
361, 0n0—1: Pe(fiwp(dn) >n) <e VEke{l,. ., ng—1}

Fiir § := min {61, ..y0pny—1,0} folgt dann

P (f:wf(g)Zn) <e
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5.3.10 Charakterisierung relativer Kompaktheit fiir stochastische Prozesse

Sei (T,d) ein kompakter, metrischer Raum und (X}*):er stochastische Prozesse mit Pfaden in C(7T'). Dann ist
{Pxn}en € M(C(T)) schwach-relativ kompakt, genau dann wenn:

(a) V5>O:Hp>O:P(|\X”HOO2p)gs VneN

(b)) Vn>0,>0:36>0:P(wx,(d)>n)<e VneN

Beweis: Spezialfall des Charakterisierungssatzes 5.3.9. 3°

5.3.11 Definition: Uberdeckungszahl

Sei (T, d) ein kompakter, metrischer Raum. Dann existieren zu jedem § > 0 Punkte t1,..,t, € T mit
n
Tc | B3(ty)
j=1

Wir nennen
n

N(T,0) =min{n e N[ 3t ta e T: T C | J Bit;)}
j=1

Uberdeckungszahl von T.

Beispiel: Zu T :=[0,1] ist N(T,0) = L(S_IJ +1

5.3.12 Satz iiber Uberdeckungszahlen und Stetigkeitsmodule
Sei (T, d) ein kompakter, metrischer Raum und P € M, (C(T')) mit folgender Eigenschaft:

Vnp>0,e>0:36>0:N(T,H) -supP(f eC(T): sup |f(t)— f(s)]> n) <e (5.3.12.1)
teT sEBYs(t)

Dann gilt:
Vn,e>0:36>0:P(feC(T): wp(d) >n)<e

Beweis: Gegeben seien 7, > 0, dazu § > 0 wie in Voraussetzung (5.3.12.1), die Uberdeckungszahl N := N (T, §)
und tq, ...ty € 7T mit

N
T C | B3(ty)
j=1
Setze

N
Aj::{feC(T): sup |f(tj)—as(s)|<77} , A=A

s€B3;(t;) j=1
Zu f € Aund t,s € T mit d(t,s) < 0 existiert dann j € {1,.., N} mit ¢t € B3;(t;), s € B9s(t;) und somit
[f(t) = @O < [f({t5) = F(s) <n

<.

= [f(t) = f(s)] < 2n
Daher wy(0) < 21 und allgemein
AC{feC(T): ws(d) < 2n}
Somit kénnen wir abschétzen
N
P(f:wp(d) >2m) <P(AY) <) P(AS) <«

jzlt’_/

=

O
35Da (X") : (Q,&,P) — C(T) messbar sind, induzieren diese die BildmaRe Pxn auf C(T).
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Folgerung: Aus dem Beweis wird ersichtlich: Ist M C My (C(T")) mit

Va,n>013(5>0:N(T,6)~Sup’P(f€C(T): sup \f(t)—f(s)|2n)§5 VPeM
teT s€B3;s(t)

so folgt sogar die gleichméfiige Abschiatzung

Vn,e>0:36>0: sup P(feC(T):wp(d)>n)<e
PeM

also Bedingung 5.3.9 (b). Wiirde auch Bedingung 5.3.9 (a) gelten, so wire M schwach-relativ kompakt.

5.3.13 Satz zur relativen Kompaktheit von Maft-Mengen auf C|0, 1]
Sei M C My (C[0, 1]) mit
(a) Ve>0:3p>0:P(feC0,1]:|f(0)=p)<e VPeM

(b) vn,e>o:30<5g1:7>(f; sup |f(t)ff(5)\2n)§s~§ Vtelo,1], PeM
t<s<t+d

Dann ist M schwach-relativ kompakt.
Beweis: Im Kontext dieses Beweises sei 0.B.d.A. jedes f € C[0,1] fortgesetzt auf (—oo,0) mit f(0) und auf
(1,00) mit f(1). Dies andert nichts an der Voraussetzung (b).
Da [0,1] wegbeschrankt ist mit Startpunkt ¢y := 0, entspricht Bedingung (a) der Bedingung 5.3.9 (a) (vgl.
entsprechende Bemerkung (i)). Anderseits gilt fiir f € C[0,1] und ¢ € [0, 1] die Implikation

If(t) = f(s)|<n Vse(t,t+40) = |f(t')— f(s)| <2n Vse(t —26,t +26) ‘ ti=t+26
(vgl. Abbildung 5.9) das heifst

P(r: s [f)=f&)z2m) <P(f: s [f@) - f()Zn) , >0, €01, PeM

SE(' —28,t'+26) SE(t,t+46)

ol

Abbildung 5.9: Zum Beweis des Satzes 5.3.13.

Nach Voraussetzung (b) existiert fiir beliebige 2, 75 > 0 ein 0 < 46 < 1 so dass

n € € /
P(f: t) — >1)<—.(46)=-6 Vit elol], PeM
(f 56(23545) F(t) = Fs)l = 2) — 16 (49) 4 [0,1]

N———

2P (ft sup [f(t")—=f(s)|=n

sEBg{S(t’)
bzw.

s P(f: sup |f() = f(s)| =n) <50 YPeEM

t€[0,1] sEB (')
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Wegen Ns := N([0,1],0) <671+ 1 bzw. § < ﬁ ferner

€ Ns;=22 ¢
sw P(f: s [f() =) 20) < fr 5 £ - YPEM
t'€[0,1] s€BY,(t) 4(N5 — 1) s
Nach der Folgerung in Satz 5.3.12 folgt dann auch Bedingung (b) in 5.3.9, und M ist schwach-relativ kompakt.
O

Bemerkungen:

(i) Bedingung (b) kann im Fall M = {Py, Pa, ...} abgeschwicht werden zu

Vn,E>O:HnOEN,O<5§1:’Pn(f: sup |f(t)—f(s)|2n)§55 Vitel0,1], n>ng
t<s<t+d

(ii) Fiir Prozesse (X{")¢cjo,1, 7 € N mit stetigen Pfaden und M := {Pxn}, y erhalten die Bedingungen des
Satzes die Gestalt:

(a) Ve>0:3Fp>0:P(|Xg|>p) <e VneN

(b) ¥me>0:3npeN, 0<6<1 : 79( sup |X{L—X§|2n)§56 Vte(0,1], n>no
t<s<t+d

Beachte: Gilt X[ = 0 fast-sicher, so ist (a) automatisch erfiillt!

5.3.14 Hilfslemma iiber die Konvergenz der geglidtteten Gleichverteilung

Sei U der empirische Prozess der Gleichverteilung auf [0, 1], dazu die stetige Approximation V; eingefiihrt in
5.3.2. Gilt

Vn,e>0:3n,. €N, 0<5§1:P( sup |Z/l;{(s)|2n>§55 Vitel0,1], n>n,.
0<s<d

so geht
Z9) n%of B (Brownsche Briicke)

Beweis: Nach Charakterisierungssatz 3.3.10 und Satz 5.3.3 geniigt es zu zeigen:

{Pvsen € B €0, 1), []1)]

ist schwach-relativ kompakt. Nach Bemerkung 5.3.13 (ii) geniigt es dafiir zu zeigen:

Vn,e>0:3ng €N, 0<(5§1:’P( sup |Vi(t) — Vi(s)] 277) <ed Vtel0,1], n>ng ()
t<s<t+0
Dabei ist
Sup |V;§(t)—V;§(s)| < sup |urt(t)_u;:(8)|+7 ) 6>O7 te [Oa 1]7 neN
t<s<t+d t<s<t+6 Vn
das heifst
P( s Vi) - Vil z2m) <P( s ) - Ui(s)] > 2 - )
t<s<t+d t<s<t+9d \/ﬁ
M i -t =) |-
< su () = U (s)| > ‘ — >
<t<s<It)+6 7 7 AVALZ) K

Nach Hilfslemmas A.0.15 und A.0.16 gilt

sup |G (s) — Gi(t) — (s — )| & sup |Gh(s) —s| . t.6€[0,1]
t<s<t+d 0<s<d
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bzw. )
sup  |Uy(s) — Uy ()] = sup |Uy,(s)]

t<s<t+d 0<s<d
das heifft nach Voraussetzung:

Vn,6>0:ﬂnn,€€N,0<5§1:P( sup |Z/[;(t)—?/{;(s)|2n)§56 Vitel0,1], n>ny,. (W)
t<s<t+d

Seien nun 7, e > 0 beliebig, dazu n, . und 0 < § < 1 wie in (#). Dann erfiillt ng := max {n,, ., n,} die gewiinschte
Bedingung (&):

P( sup |Vi(t)—Vi(s)] 2277) <ed Vtel0,1], n>ng
t<s<t+d

5.3.15 Theorem von Donsker (1952)

Sei (V¥)o<i<1 die oben (5.3.2) eingefiihrte stetige Approximation des empirischen Prozesses U;f n-ter Ordnung
der Gleichverteilung auf [0, 1]. Dann gehen
Vi"=3B
d
(als Zufallsvariablen in (C[0,1], ||-||.)-

Beweis: Sei (Q2,&,P) der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum. Nach Hilfslemma 5.3.14 geniigt es zu
zeigen:

Vn,e>0:3ng €N, O<5§1:P<sup |M;(s)|2n)§55 V n>ng
0<s<d

Da U} rechtsseitig stetige Pfade besitzt, gilt fiir jede in [0, d] dichte Teilmenge Ds C [0, d]:

sup |Uy, (s)| = sup [y, (s)]
0<s<é seD

So ist z.B. I
D5:{2k6k€N7l6{1772k}} ? >0

1o

| Dk = {w €Q: sup (U (s)] > n}
k=1

SEDs

dicht in [0, §]. Fiir die monoton wachsende Folge

Df;f::{weﬂz sup

1<I<2k

gilt ferner

Dabher ist
73< sup |U:(s)| > n) <ed

0<s<é

li Dk
kig;P( 5)

dquivalent zu
P(D¥) <ed VEeEN

Gesucht ist nun fiir vorgegebene 7, e > 0 solch ein §.
Behauptung: Es existiert eine Konstante C' € R die die Abschitzung

el & . n
P(bup ‘Z/In<m>’277>§C~774+73(Un(5)|22> , 1,0>0, mneN ()

1<i<m

erfullt.
Beweis:
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Betrachten fiir feste § € (0,1], n,m € N die Zufallsgrofen

Y, =U; (Z) — U ((l m1)5> ,le{l,..,m}

ké
Sk::y1+...+yk:u;(m> , keN , Sy:=0

M,, == sup |Sk|

1<k<m

M. = sup {|Sk|A|Sm — Sk|}

1<k<m

Kontextgeméfh wire nun P (M, > n) nach oben abzuschitzen durch einen Ausdruck der Form
P (ISm| > 1my).2% Wegen

[Sm — Skl = [Sk| = |Sm]
ist

M;, > sup {[Sk| A (ISk] = |Sm])} = My — Sl
1<k<m

bzw.

M, >n) <PM | >n) < (M’>Q) ( m >9)
P (My 2 0) <P (M + 15l 20) <P (M, 2 )+ P(| S | 2
Daher geniigt es zu zeigen

P (M), >n) < const -—

unabhéngig
von

d,mm,n

ORIGIEORI]

E{ (s + ) —Us () Wi (s + @) ~Us(s +a+ B)°}

Durch die Abschétzung

E{|5j — Sil*|Sk —Sj\z} Z]E{

2

o) g ' i (=i

= (1)

ST

Vs
m

J k
:<Z)\l> ZAT ‘ Aliz"'tzAm;:@

I=it+1 r=j+1
folgt nach Satz A.0.19 tatsdchlich die Abschétzung

, C ) 52
P (Mpy 2 m) £ 5O+ ) =6C

367u beachten sei, dass gewissermafen globale Extrema von Pfaden (Sk)Z:l durch Werte an einem festen Endpunkt abzuschétzen
sind! Tatséchlich stellen die Maximalungleichungen A.0.17 und A.0.18 auf den ersten Blick eine verlockende Moglichkeit dar, solch
eine Abschitzung durchzufiithren. Doch sind die hier vorhandenen Zufallsgréfien Y7, .., Yy, nicht unabhéngig, was eine Anwendung
dieser beiden Maximalungleichungen ausschlieft.
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Behauptung: Zu n,e > 0 existieren tatsichlich n, , € N, 0 < ¢ < 1 mit:

P( sup

1<i<m

16
Z/ﬁ:(m)’Zn)Ssé VvmeN, n>n,, (W)

Beweis:

Bekanntlich ist E(U(5)) = 0, Var(U:(d)) = 6(1 —9) fiir jedes 0 < § < 1. Nach 5.1.2 gehen auferdem

Uy (6) == Bs Vol —=6)-& , £~Noa

d (436)

das heifst nach Satz 4:

P (1 0) = ) ==P <|£_2ﬁ) p<|€|427;52(115)2)

Markov 24 2 1— 2 2
ago M'EEFLSS 24574
n \3/—/ n
bzw. 52
* n - 4
P(\un(a)|z§) < O 2 Vnzng, 2B. (=321 41

const

fiir ein geeignetes n, 5. Zusammen mit Abschétzung (&) lasst sich also schreiben

e 52 62 52
P<SUP ‘Un<m>‘_ > C- 777+C/ QLT , 0,n>0, meN, n>n,;

1<ism 77 const

Zu vorgegebenen 7, e > 0 erfiillt dann ¢ := min{ s o } die Ungleichung

77< sup

1<i<m

u: <15>‘27}> <ed VmeN, n>ny,,
m

Aus Behauptung (#) und obiger Voriiberlegung folgt die Behauptung des Satzes.
O

Anwendungsbeispiele:
e Kolmogorov-Smirnov Test.

e Sichert dass X, :  — C(T) (fiir (T, d) kompakt, metrisch) hinreichende Bedingung ist dass {Px, }
M (R) gleichmiRig radonsch ist.

ﬂGN

o Weitere Anwendungen auf empirischen Prozessen.

Bemerkung: Die Frage nach der Konvergenz in Verteilung anderer stetiger Approximationen empirischer
Prozesse lasst sich genauso stellen wie im Falle von U und V. Sind z.B. X, Xs,.. unabhéngig, identisch
verteilt mit

EXZ =0 , Var(Xl) =1

und dazu

k Sk
Z" | — | = —= =X1+---+X, , k s ey
(n> \/ﬁ ) Sk 1+ + c {0 Tl}

so kann man die lineare Verbindung Z™ 37 der Z"(k/n) betrachten. Jedes Z" = (Z1")1e[0,1] ist ein stochastischer
Prozess mit stetigen Pfaden (vgl. Abbildung 5.10).

37Das heift linear in jedem Intervall [k k""l]
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n
Zf,

| no

n t

0 1 3 \1
n n

Abbildung 5.10: Typischer Pfad der linearen Verbindung
Z" der Partialsummen S—\/’%

Es kann gezeigt werden:

= Zﬁo (Wi)eepo,y  (Wiener-Prozess)
Der Beweis der Konvergenz
st

(als Abbildungen Z™ W : Q — C[0, 1]) lduft dann ganz analog zu vorhin ab. Insbesondere gilt:

1 -
P ( sup |Sk| < a) P < sup |[Wy| < 04)
VI 1<k<n 0<t<1

Pl sup |Z2]'|<a
0<t<1

5.4 Anwendungen des Konvergenzsatzes von Donster

Zir M € AB(R) sei B(M) der Raum aller messbaren, beschrinkten Abbildungen f : M — R, ausgestattet mit
der Norm

£l := sup [£(#)]
teM

5.4.1 Satz iiber den empirischen Prozess der Gleichverteilung und die Brownsche Briicke

Sei U} der empirische Prozess der Gleichverteilung auf [0,1] und A : (3[0, 1], ||-||.,) — R stetig. Dann geht h(4;)
in Verteilung gegen die transformierte Brownsche Briicke

hU) "= h(B)

(als Abbildungen h(B),h(U}) : Q2 — R).

Beweis: Sei (V}})o<t<1 die in 5.3.2 eingefiihrte stetige Approximation zu U;;. Dabei wurde gezeigt dass

1 n—oo
U, =Vl = sup [Uy(t)=V;t)|<—= — 0
I | Ogtgll (t) )] NG
gilt, also auch
[h(Uy) = h(V;)] =570 (%)
Anderseits geht nach Theorem 5.3.15
V"2 B
d
und nach Satz 3.1.3
hv;) "= h(B) (&)

(da h: C[0,1] — R stetig). Nach Ubertragungssatz 3.2.3 folgt dann aus (&) und (#) auch

hUs) "= h(B)

n
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5.4.2 Korollar: Konvergenz der Betragssuprema empirischer Prozesse
Sei F' eine stetige Verteilungsfunktion, dazu der empirische Prozess E. Dann geht:

sup |y (t)] "= sup |B
tER d  o<t<1

mit der Brownschen Briicke (Bs)o<s<i-

Beweis: Sei U;; der empirische Prozess der Gleichverteilung auf [0, 1]. Die Abbildung

he(BOAL ) =R L A(f) = sup [£(s)

ist stetig, so dass nach Satz 5.4.1 folgt:

* d. * * g
sup [E; ()] = sup|Uy(F(1)| = sup |Uy;(s)] == sup |B|
teR (5.0.16) ¢teR 0<s<1 d  o<s<1
—_——

messbar
nach (4.4.6)

O

Bemerkung: Das Korollar stellt fiir stetige F' eine Verschéirfung des Theorems von Glivenko-Cantelli 5.2.2
dar, das besagte dass

1E; = Flly =0

fast sicher, mit der empirischen Verteilungsfunktion F(¢) : (2,&,P) — R. Obiges Korollar liefert ndmlich eine
Aussage iiber die tatséchliche Konvergenzgeschwindigkeit:

« 6 n—oo
Pl —=<I|Ff-F <— | — Pla< sup |Bs| < Voi<a< (<o
(\/77_ 1w = Flleo < \/ﬁ) ( _0§321| | B) v

(vgl. Charakterisierungssatz 3.1.2 (4))

5.4.3 Korollar: Konvergenz der Suprema empirischer Prozesse
Sei I eine stetige Verteilungsfunktion mit empirischem Prozess E}. Dann geht

sup Ef (1) =3 sup B,
tER d  o<s<1

mit der Brownschen Briicke (Bs)o<s<1-

Beweis: Analog zu 5.4.2, setze

h:(6[071]’||'”oo)_)R . h(f) = sup f(?)

0<s<1

O

Folgerung: Ahnlich zur Bemerkung in Korollar 5.4.2 geht auch hier
P(a < sup (F (1) = F(1) < ﬁ)’”“?( < B<ﬁ) Vo<a<g<
— <sup (F,(t) — <—) — a< sup Bs < <a 00
Vn T oier vn 0<s<1

wobei F)* die empirische Verteilungsfunktion von F' auf (2, &, P) ist.
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5.4 Anwendungen des Konvergenzsatzes von Donster

5.4.4 Lemma: Konvergenz der stetigen Approximation der Gleichverteilung

Seien V¥ V* zwei unabhéngige stetige Approximationen des empirischen Prozesses der Gleichverteilung auf
=:m,, so dass

[0,1], definiert geméf 5.3.2. Seien aukerdem m = m(n)
= ¢ : const € (0,00)

1 c
n~>oo Bl7 B2
[\/1+c \/ 1+¢ ]

d

lim
n—oo mn

Dann geht
. - Mp
lim .
n— oo n -+ my

V* V*
N

wobei B!, B? zwei unabhiingige Brownsche Briicken sind

(Q,8,P) — C[0,1]. Per Konstruktion ist

|

Beweis: Seien V*, V¥,
Val@) Yul@) | oo 1) xc0.1] , weo

Vo loym

wobei definiert sei
1@l 1= max {lle] . Iwllc} + (2.9) € CI0,1] x C[0,1] (5.44.)
Fernern gehen
n—>oo 7l—700
My, + n My + N /
Nach 5.3.15 und 3.2.1 (iv) gehen
my Y e B n Y B
my,+n " d 1+c¢ ’ my,+n ™ d /1+l
wobei B!, B? Brownsche Briicken sind. Setzt man nun
Py, := distr < T V;';) , Qp i=distr ( L vy >
My, +n n-+my "
so folgt nach 3.1.6 und 5.3.15 die Behauptung
n7 7n.n B B
> ® distr
1+1

distr mpy ) unabhwnglg ,Pn ® Qn "’lo)c distr
My +n My, —|— n d 1+c¢
B2 }

distr
{“ -
mit B',B? unabhingig

5.4.5 Theorem von Smirnov
Seien F}, F* unabhéngige empirische Verteilungsfunktionen der stetigen Verteilungsfunktion F'. Seien m = m,,

n
lim — = ¢ : const € (0, 00)

so dass
n—>oomn
Dann gilt:
o | E = E]| LT s 1B
My + N "loo d 0<s<1
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Beweis: Seien U, Us, ..., U1, Us, .. unabhiingig, gleichverteilt auf [0,1], dazu die (unabhéngigen) empirischen

Verteilungsfunktionen

G (8) = %#{jgnzujgt} G )= %#{jgm:

ujgt} ,0<t<1

bzw. empirischen Prozesse
UE(E) = n- [Go(t) — 1], U () = \fi - [é;;n(t) - t] L 0<t<1
und H;, H m,, bzw. Vp, ]NJ;L die in 5.3.2 eingefiihrten stetigen Approximationen der Verteilungsfunktionen bzw.

der zugehdrigen empirischen Prozesse.
Betrachten die auf (C[0, 1] x C[0,1], [|-|| ) (vgl. (5.4.4.1)) stetige Abbildung

h:Cl0,1] x C[0,1] = R , h(z,y) := sup |z(t) —y(t)| , z,y€C[0,1]
0<t<1

Nach 3.2.1 (v) und vorigem Lemma 5.4.4 gehen

Tn
* Y 7% 1 2
My - N Vi Vi, | nooo B} B;
© sup - ' sup -
mn +n 0<t<1 \/ﬁ v m d  o<t<1 Vv1+c 1_'_1
(&3
L)

wobei B!, B? unabhingige Brownsche Briicken sind. Offensichtlich ist
_ _Bi B}

X = —
\/1+c /1+%

ein zentrierter Gauflprozess, mit

B',B?
una ,én i 1 1
Cov(X,, X,) P8 g(BIB!)+— E(B2B2) =t A s — ts = Cov(By, By)
tAs—ts tAs—ts

Nach Eindeutigkeitssatz 4.3.2 ist dann X = B, das heifst

(#) = sup |Bs]
0<s<1

Anderseits ist

und
(5.3.2.2) | (5.3.2.2) 1
swp [H(t) - Gat) < — , swp |H;, (1) -G ()] <
0<t<1 n 0<t<1 My
bzw.
165 = G oo = 12 = H oo < NG = Bl + 1, = G
= =g
Nach 3.2.3 konvergieren dann auch
* T (5.0.16) u*(F) Z;{v:;ln (F) * o~ n—00
Tn Fn - an R = T'n :L/,ﬁ - m HR,O@ = T”HGn - GmnH[O,l],oo T} (‘> = 02221 |Bs|

Bemerke: Das Verteilungsgesetz von (F¥ — ﬁ,’fh) ist unabhéngig von jeglicher speziellen Version eindeutig durch
F und die Unabhéngigkeit der Fy;, Fy;,  festgelegt. Somit ist die Behauptung gezeigt.
O
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Bemerkungen:
(i) Das Verbliiffende am Theorem ist die Unabhéngigkeit des Grenzwertes von dem speziellen ¢!
(ii) Der Satz gilt auch noch falls
0 < liminf — < limsup — < o©

n—oo My n—oo Mp

Es stellt sich nun die Frage: Wie ist iiberhaupt [|Bl|; ;) ., verteilt?

5.4.6 Satz iiber die Supremum-Verteilung der Brownschen Briicke
Sei (Bt)o<t<1 der Prozess der Brownschen Briicke auf (€2, &, P). Dann gilt:
1. -
P ( sup |By| < u) = Z (—1)’“6_%2“2 =K(u) , u>0

0<t<1 P

P ( sup B; < u) =1-e 2 = K (u)
0<t<1

Beweisidee: Gezeigt wird im Wesentlichen
PWeA|lo<W, <e) 2Py, ACB(C[0,1))

wobei (W) der Wiener-Prozess ist.

5.4.7 Der Kolmogorov-Test als statistische Anwendung

Betrachtet seien die unabhéngigen, identisch verteilten Versuchsergebnisse x1, .., x,, dazu die empirische Ver-
teilungsfunktion

Fi(0) = Fy (0@, ym) = 4 4 <5y < 1)

und die Nullhypothese, x1, .., x, seien geméf der Verteilungsfunktion F' verteilt. Seien nun

Fn=sup|F3(t) = F(t)] , F, = sup (F(t) - F(t))
teR teR

dann geht nach 5.4.2 & 5.4.3:

Vi F, =5 sup |By , Vi FFS sup By
d o<1 d  o<t<1
und
(5.4.6) > 2,,2
P(Vn-Fn<u) =3 P sup |By|<u) =" K(u):= —1)ke 2k
(vVn - )3.1.2(4) (ogtgl < ) (w) k:z—:oo( )

P(Vn - Ff <u) =P ( sup By < u) (5.46) Kt(u):=1 e

0<t<1
Ist nun o > 0 (Sicherheitswahrscheinlichkeit) klein genug vorgegeben, dazu u,,ul > 0 gegeben durch

K(ug) =1—a=K*(ul) (5.4.7.1)
das heifst

u u
7)(}' >\/ﬁ)—> (Ua) a<—73<]:n>\/ﬁ>
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Gilt nun fiir grofes n € N doch (trotz Erwartungen)

U
so ist ein Ereignis mit eigentlicher Wahrscheinlichkeit < « eingetroffen! Die Hypothese ist dann natiirlicherweise
abzulehnen. Analog wird auch im Fall
uf  [—Ilna
N 2n
vorgegangen. In anderen Worten, kann der Wertebereich von (z1, .., 2, ) aufgeteilt werden geméfs

R" = Hy UM}

FH(w) >

mit dem Annahme-Bereich
Hy = {x = (21,.,xp) ER": Fr(x) <

SIE
—

bzw. dem kritischen Bereich H} := (H{), und es gilt

P ((x1,..,zn) € HY) "ZF1-a

Es stellt sich nun die Frage nach der Konsistenz dieses Tests. Das heift, inwiefern geht P((x1, .., z,) € H}) "—> 1

im Falle einer falschen Nullhypothese?

5.4.8 Bemerkung: Interpretation des Kolmogorov-Tests

Sei F' eine stetige Verteilungsfunktion. Zu iid Zufallsvariablen Y7, ..,Y,, ~ F auf (2, &, P) seien fiir jedes w €
——
Y

die Yi(w) < --- < Yy (w) die geordneten Y;(w) (Ordnungsstatistik). Deren empirische Verteilungsfunktion ist
gegeben ist durch
ef 1, . j . ~
Fr(t,w):= F(t,Y) oo ﬁ# {j <n:Y(w) <t} = % wobei  Yj(w) <t <Yji1(w)

wobei im Kolmogorov-Test genau die Grofien

FHY) = sup [F2(,Y) — F(#)] = sup [j _F@]
teR 1<j<n LT

Fa(Y) = sup [Py (YY) — F(t)]

getestet werden (vgl. Abbildung 5.11).

Abbildung 5.11: Zur Definition von F, und F,I.

Tatséchlich entsprechen nach Hilfslemma A.0.14 die Grofen F(Y;) der Ordnungsstatistik auf [0, 1] gleichverteil-
ter Zufallsgrofen! Der Kolmogorov-Test stellt somit einen Vergleich zwischen den (im Idealfall dquidistanten)

auf [0,1] verteilten F(Y;) und den Referenzwerten 1, .., 2 dar.
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5.4.9 Hilfsaussage iiber punktweise konvergente Zufallsvariablen
Seien X,,, X reelle Zufallsvariablen auf (2,&,P) und (a,) C R mit

liminf X,, > limsup a,,
n—0o0 n— 00

‘P-fast sicher. Dann gilt:
P{X, >a,}) =31

Beweis:
P{{X, >an}) > P({Igan > Zggak}) —p LLEJN{Igan > 21212%}
monoton wachsend
>P {limiann > limsupan}} =1
n—00 n—00
]

5.4.10 Satz iiber die Konsistenz des Kolmogorov Tests

Seien F' # G stetige Verteilungsfunktionen mit empirischen Verteilungsfunktionen F¥, G* auf (92,&,P). Sei
a € (0,1) und u, definiert wie oben in (5.4.7.1). Sei

Uu,
=t Gy (tw) — F(t)| < —=

Dann geht
P(HY) =20
Beweis: Nach Voraussetzung 3 ¢g € R : |G(tg) — F(to)] =: 6 > 0. Dann
u u
P((Hy)) =P (sup|Gi(t) — F(t)| > —= | > P (|GL(to) — F(to)| > —=
(043 =P (suplGi(0) - Fo) = 22 ) = P (16300) - Fleo) = 22 )
Wegen G (to) "== G(to) fast sicher, ist
liminf |G}, (to) — F(to)| =90 >0

fast sicher. Zusammen mit “—\/“E "3 0 folgt nach Hilfsaussage 5.4.9:
P((H5)) =1
O

Interpretation: Gegeben sei eine Folge unabhéngig, gemaf der stetigen Verteilungsfunktion G verteilter, zu-
falliger Messgrifien Xy, Xo, .., dazu (filschlicherweise) vermutete stetige Verteilungsfunktion F' (Nullhypothese).
Gemaéf des Kolmogorov-Tests sei

) = # <0 X, <1)

die durch die Messwerte definierte empirische Verteilungsfunktion. Ist « € (0, 1) und u,, definiert wie in (5.4.7.1),
dazu
u
o= = o xp) ER™: G*(t sonp) — F)] < —=
§ = {x = (o1mn) € R 5509 G20 01, ) — FlO)] < 22

n—oo

der Annahmebereich der Hypothese X; ~ F, so miisse im Fall ihrer Richtigkeit P(H{j) — 1 — « gehen (vgl.
Kolmogorov-Test 5.4.7). Tatséchlich geht jedoch wegen G # F':

n—oo

P(Hy) — 0

(Konsistenz des Tests).
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5.4.11 Verhéiltnis zwischen den beiden Kolmogorov-Test-Varianten
Seien nun Uy,Us, ..,U, unabhingig, gleichverteilt auf [0, 1], dazu die Ordnungsstatistik Zjl, ..,LN{n, G> die ent-
sprechende empirische Verteilungsfunktion und
Gl = sup (G0 ~1 = sw G -] = sup [1-]
0<t<1 1<j<n 1<j<n LT

(vgl. Abbildung 5.12).

Gr(t)—t

Abbildung 5.12: Typischer Verlauf eines Pfades von
(Gn(t) —1) (n=3).

Beachte dass auch (1 — ), .., (1 —U,) auf [0, 1] unabhéngig, gleichverteilt sind, also

Gr < sup [l -1 *an—jﬂ)} = Sup [ﬁn—ﬂ—l -2 _J}
—_——— n

1<j<n L1 1<j<n
(1_u)j
- i1
s [uj - J] — sup [t— G0 %)
1<j<n n 1<t<1
(vgl. Abbildung 5.13).
A
t— G (1)

Abbildung 5.13: Typischer Verlauf eines Pfades von (¢ —
G (t) (n=3).

Zu gegebenem « € (0,1) wihle nun u,, u so dass®®

limp(\/ﬁ‘gn>uo¢):a ) 11m73(\/ﬁg$>ug):a

38Fs lasst sich zeigen:
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(vgl. Kolmogorov-Test 5.4.7). Dann:

+

Gn2>G,
lim P (Vn-Gn, >us) =a= limP(Vn-Gf >ul) < limP(Vn-G,>ul)

das heifst ul‘ < uqy. Anderseits ist fir u € R:

P(gn > u) <P ( sup [GE(t) — 1] > u> +7>(0££1 [GE(t) — 1] < —u)

0<t<1

=P (G >u)+P( swp [t—Gi()] > u) =2P(G; >w) , ueRneN (#)

0<t<1

P(gi >u)
wegen (&)

bzw.

(&)
lim P (vVn-Gf >ul)=a= lm P (Vn -G, >ua) < 2lim P (Vn-GF > u,)

n—00

2 lim P (\/ﬁgi >ua+/2)

das heifst u,, < uj; /2 Zusammengefasst also

’U/: < U < ua/2

was genau einen Zusammenhang zwischen den beiden Testvarianten herstellt.

5.4.12 Kolmogorov-Smirnov-Test
Gegeben seien zwei Verteilungsfunktionen F) F , dazu jeweils die (unabhéngigen) empirischen Verteilungsfunk-

tionen F)7, F)¥. Seien aufierdem m = m,, so dass

0 < liminf — <limsup — < c©

Setzen

Fnm(w) :=sup|F (t, X(w)) — Fi, (¢, Y (w))] | X1, X, iid~F, Y1,..,Y, iid~ F
teR

L sup |FX (1) — Fo (1)
teR

Unter der Nullhypothese F' = F miisse nach Smirnov 5.4.5 gelten:

My - N n—oo
——— Foom, — sup |Bs]
mp +n d  o<s<1

und somit nach Charakterisierungssatz 3.1.2 (4):

73( T 10 ~.7:n’mn>u> nﬂop( sup \BS|>u) (5é6)1—K(u) , u>0

My +1n 0<s<1

Fiir vorgegebenes « € (0, 1) (klein), sei uo > 0 derart dass K (u,) = 1 — «. Dann kann analog zum Kolmogorov-
Test der Messraum zerlegt werden

m-n
R” x R™ — HBL,m UH?’m 7 H;L,m = {(X, y) cR" x R™ : /m i . fn7m(xay) > Ua}

(e
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in den Annahme-Bereich Hy"™ und den kritischen Bereich H{""™, wobei

P((X,Y) € H{™) "= o

N, My,

Fiir geniigend grofe n € N und geniigend kleine o > 0 kann somit des Eintreffen des Falls (X,Y) € H] als
Indiz fiir die nicht-Giiltigkeit der Nullhypothese gesehen werden.

5.4.13 Crameér von Mises Statistik

Gegeben sei die stetige, streng monoton wachsende Verteilungsfunktion F', dazu das MaR P ~ F auf (R, Z(R)):
Pr((a,b]) = F(b) — F(a)

und empirische Verteilungsfunktion F. Dann ist

(5016

Zimn [(F0 - F@PPra) £ [1GE0) - PO Petan)
R R
1 1
1nvert1erbar n/ PF o F~ /n dS
0 0

5 ()12

wobei U;s, G jeweils die empirische Verteilungsfunktion und der empirische Prozess der Gleichverteilung auf
[0, 1] seien. Da die Zuordnung

B0 -k, fo [P0 a . fe0.)
stetig in (B[0, 1], ||-||,) ist, geht nach 5.4.1:

2o / B, 2 dt
Nach (4.5.7.2) besitzt B; die Reihendarstellung

(oo} . kt
Bt:\/i-zkk% | &G~ N, iid

k=1

wobei die v/2sin(k7-) orthonormal sind in L»[0, 1]. Nach Pythagorals folgt dann

2 nooo o~ &
L D Gy
k=1

und nach Charakterisierungssatz 3.1.2 (4):

1

P(Iﬁ>u"l°>°73< > , u€R
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A ANHANG

A Anhang

A.0.14 Hilfslemma iiber die Gleichverteilung
Sei F' eine stetige Verteilungsfunktion und X ~ F'. Dann ist F'(X) gleichverteilt auf [0, 1].

Beweis: Sei X : (Q2,8&,P) — R verteilt geméf F' und
F (a):=inf{teR:F(t)=a} , ac(0,1)

Offensichtlich ist F(X) : Q@ — [0,1] und fir o € (0,1) gilt

F
P(X < F(a)) > P(F(X) < a) "EEP(F(X) < a) > P(X < F ()

das heifst
Wegen Stetigkeit von oben, gilt

das heifst tatséchlich F/(X) gleichverteilt auf [0,1]. O

A.0.15 Hilfslemma zur Verschiebungsinvarianz der empirischen Gleichverteilung

Fiir die empirische Gleichverteilung (G%) auf [0, 1] gilt:

[G(s) = Go(D]icoca =GRl = )icicy > 1€ (0]

Beweis: Sei G : [0,1] x (2,8,P) — [0,1] und G die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung. Per Konstruk-
tion nehmen G7(t) und [G}(s) — G};(t)] nur die Werte £, k = 0,..,n. Gegeben seien nun 0 < ky < ky < -+ <
kym <nundt<s; <---<s, <1, dann entspricht

P (Gi;(sl) —Gi(t) < % G (5m) — G (1) = k)

n

genau der Wahrscheinlichkeit, dass von n unabhéngigen, auf [0, 1] gleichverteilten U, .., U,,, k1 Werte in (¢, s1],
ko — k1 Werte in (s1, $2], -y km — km—1 Werte in (S;—1, Sm] und n — k,,, Werte in [0,¢] U (S, 1] annehmen (vgl.
Abbildung A.1), und ist gegeben durch die Multinomialverteilung®’

[G(s1) = GB)™ - .. - [G(5m) = Glsm-1)]"" "1 [G(t) = G(0) + G(1) = G(sm)]" ™"
Tl el (1 — Foy)!

(%)

n!-

39Gegeben eine {1,..,m}-wertige Zufallsvariable X die mit dem Verteilungsgesetz P(X = k) = pi, k € {1,..,m}. Zu N unab-
héngigen Kopien X1, .., X bezeichne Z, i = 1,..,m jeweils die Anzahl der Zufallsvariablen die den Wert k& annehmen. Dann ist
(Z1, .., Zm) Multinomialverteilt gemaf:
N!

P(Zl = 217"7Zm = Zm) = . . pil piq,m , 2k € {Ova}
Z1: "t Zme
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#:k1
—
#:k2_k1 #:kmfkmfl
~ —
! ! ! c ! !
T T T T T
0 t S1 So Sm—1 Sm, 1
N~ S—~—
#:n—kpy

Abbildung A.1: Zur endlich-dimensionalen Verteilung von
[Gh(s) — G::L(t)]tgsgl'

Anderseits entspricht
k1 Ko,
Gi(s1—t)=—,...,G (s, — t) = —
P ( n(Sl ) n’ ) n(S ) m )
genau der Wahrscheinlichkeit dass von den Uy, .., U, genau k1 Werte in [0, s1—t], ko —k; Werte in (s1—t, so—t],...,
km — km—1 Werte in (s,,—1 — t, 8y, — t] und n — k,;, Werte in (s, — ¢, 1] annehmen (vgl. Abbildung A.2), und
ist gegeben durch die Multinomialverteilung

G(s1 =" [Gs2 =) = Gsa = O ™ [Glsm = 1) = Glsmoy = 0] " [1 = Gl — )]" ™

|.
" Tenl - (ko — k) - o (o — o)~ (11— o) ()
#:k‘Q—kl
ek ~ =~ Hikom —km—1
k1 ——

—

0 s I_t 59 I_ t sm_ll —1t Sm I— t 1
———

#:n_kWL

Abbildung A.2: Zur endlich-dimensionalen Verteilung von
[Gh(s— t)]tgsgl'

Offensichtlich sind die Ausdriicke (&%) und (#) identisch.
O

A.0.16 Hilfslemma: Eindeutigkeit der Pfad-Supremums-Verteilung

Sei (T,d) ein separabler, metrischer Raum, (M, ||-||,,) ein separabler, normierter Raum und (X;);er ein M-
wertiger, stochastischer Prozess (Q,&,P) mit Pfaden in C(7,M) C M7T. Zusammen mit der Norm || f|| =
supser || f(t)||,, wird (C(T, M), |-||.) zu einem separablen Banachraum und

X :Q— (C(T, M), B(C(T, M)))

ist messbar (vgl. Satz 3.3.4). Es gilt nun: Die Verteilung von [| X[ : 2 — [0, 00) ist unabhéingig von der Version
von X, das heifst Aquivalenzinvariant.

Beweis: Da T separabel ist, existiert eine abzihlbare, in T' dichte Teilmenge Ty := {t1,t2,..} C T. Daher:

[flloe =sup [[f @)y, » fe€C(T,M)
teTy
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und fiir »» € R gilt:

co k
Pixi (=005 P (X < ) = P( () {IXelly < 4}) =P( ) N {I1Xe

teTo k=1i=1

MS%})

monoton fallend
in

k
= lim P (ﬂ (Xl < %}>

i=1

nur abhéngig
von endlich dim.
Verteilungen

A.0.17 Maximalungleichung fiir unabhingige, symmetrische Zufallsgrofien

Seien Y1, Ys, .. unabhiingige, symmetrische®® reelle ZufallsgroRen auf (Q, &, P), dazu
Sp=Y14+---+Y, , keNy

Dann gilt die Abschétzung:

P( sup |sk|zn)s2~7><sm|zm  meN, 50

1<k<m

A.0.18 Maximalungleichungen fiir unabhéngige, zentrierte Zufallsgréfien
Seien Y7, Y5, .. unabhingige, reelle Zufallsgrofen auf (Q, &, P) mit
EY; =0 , o} :=EY] < oo

dazu
Sp=Yit 4V, sii=oi 4o+, keNo

Dann gilt die Abschétzung

P ( sup |Sk| > nsm> <2.P (|Sm| > (n\/i)sm) , meN, n>0
1<k<m

A.0.19 Lemma iiber 4. Momente und Zufallsgréfien
Seien Y7, Ys, .. reelle Zufallsgrofen auf (2, &, P) mit 4. Momenten, dazu

Sp=Y1+---+Y, , keNy
Gegeben seien Zahlen A1, .., A, > 0 mit
j k
E{|Sj—Si|2|Sk—Sj|2}<<Z >\l> Z)\r s 0§Z<]<k§m
l=i+1 r=j+1

Dann gilt die Abschétzung:

P( s (SIAIS)— 8} 2 ) <

1<k<m

oY, £ -y
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Beispiel: Fiir Y7, Y5, Y3 erfiillen A1, Ao, A3 die Voraussetzungen des Lemmas falls:

E(Sy — 51)%(S5 — S2)* < A\ As
E(51)%(S5 — S1)* < M(A2 + A3)

E(Sy — 51)%52 < (A1 + A2) A3

A.0.20 Satz tiber 4. Momente der empirischen Gleichverteilung

Sei U der empirische Prozess der Gleichverteilung auf [0, 1]. Dann gilt die Abschétzung
E{;(6) ~ Ut + @) Wt +0) ~Ust+a+ A} <608, a,8>0,t€01], t+a+F<1

Beweis: Seien Ui, ...,U,, unabhéngige, in [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen auf (2, &, P), dazu

oy J1a iUi(w) € (8t +a

, we,ie{l,.,n}

(w) == 1-0 U(w)e(t+a,t+a+ [
T -8 iU ¢+ ast v at )

das heifst
§i=(—0a) Lgira oUi —a- L ipae olUs

(analog auch fiir 7;). Per Konstruktion gilt dabei

PE=1-a)=a P=—-a)=1-a

Pmi=1-p8)=8 Pmi=-p)=1-p
das heiftt E¢; = 0 = En;. Ferner ist

(1 —a,—B) : Wahrscheinlichkeit o
(&,m) = § (—a,1 —3) : Wahrscheinlichkeit 3
(—a,—0) : Wahrscheinlichkeit 1 — a — 3

Insbesondere sind alle Paare (&;,7;), ¢ € {1,..,n} unabhéngig, identisch verteilt.
Behauptung: Es gilt

E {00 Ui+ P R+ @)~ Ui+ at B = E{ (Z§><Z">} v

Beweis:

Einerseits ist

wobei
wi=#{j<n:Ujw) e (t,t+a}

Anderseits:
x=n[G(t+a) — G} ()]
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mit der entsprechenden empirischen Verteilungsfunktion G}, der Gleichverteilung auf [0, 1]. Somit

Zfz = Vn[GL(t+a) = GL(t) —a] = Vn |G} (t+a) — (t+a) — (G, (t) — 1)]

= Up(t + ) = Up(1)
Ahnlich zeigt man

fzn]_ (tta+p)—U(t+a)

Zusammengefasst folgt die Behauptung.

n 2 n 2
E{ (Z&) (Zm) } < 6n’ap (%)
i=1 j=1
Zu kldren wére zunédchst, welche Summanden des Ausdrucks

SN E(&Emem)

i=1j=1k=1I=1

Behauptung:

Beweis:

iiberhaupt einen Beitrag liefern. So liefern z.B. alle Kombinationen i = j = k = [ den Gesamtbeitrag

DB (€0n7) = nE(gin) = n [a(1 - )’ + fa*(1 - B + (1 - o~ Ba’?]

n-[af+ af + af] = 3nap

Anderseits liefern die Summanden mit paarweise unterschiedlichen i, j, k,l keinen Beitrag, da die
&, &M, m in diesen Fillen unabhéngig sind:

E(Eiﬁjnkm)=E(§z) E(&)E(m)E(m) =0
0

Daher sind nur Kombinationen mit mindestens zwei identischen Indizes zu betrachten. Die Kombi-
nationen mit ¢ = j, k # [, das heifst k # i oder [ # i, liefern auch keinen Beitrag, denn z.B. fiir k # i
wiire 7 unabhiingig von &2, und

E(&mm) = E(Em) - E(gk) = 0

0
Es verbleiben also nur noch 3 Féalle:
e i = j # k =1. Liefern den Beitrag
Z Y E(EnR) =nn— DEEHEM]) =n(n—1) [a(l —a)® + (1 - a)a’] - [3(1 - B)* + (1 — B)57]
=1 k=1
k#i

=n(n —1)a(l —a)p(1 — B) < naf

e i =k # j = 1. Liefern den Beitrag

n n

>SN EEm)EEm;) =n(n — 1) (E(m))” = () = n(n —1)a?6* < n’ap
et
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e i =[+# k = j. Liefern analog zu oben einen Beitrag < n?af3.

Zusammengefasst ergibt sich also
n 2 n 2
B ANty P
i=1 j=1

Aus (&) und der Abschéitzung (&) folgt dann die Behauptung des Satzes.
O
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Symbol-Referenz

Ry: =10,00).

Cy: Ry +iR;.

er: Standard-Einheitsvektor in R™.

iid: Identically, Intependently Distributed. Siehe 2.1.1.
z*: Komplex-Konjugierte zu z € C.

C(M): Raum aller stetigen Funktionen M — C.
C(M,N): Raum aller stetigen Funktionen M — N.

Cp(M): Raum aller stetigen, beschréankten Funktionen M — C. Konventionell ausgestattet mit der Norm
1/l := supsens [ ()]-

Cp(M, N): Raum aller stetigen, beschrinkten Funktionen M — N.

14: Indikatorfunktion fiir Menge A.

¢+ Auswertefunktion auf ST: ¢, : f — f(t), f€ ST, tet.

P (M): Potenzmenge von M.

o(&): Fir o C P (M), kleinste o-Algebra die o7 enthélt.

& @ M: Fiir o-Algebren &, M, produkt-o-Algebra: @M :=oc({Ax B: A€ &, BecN}).
&": Fiir 0-Algebra &: 8" =66 R - - &.

xn
(T, 0(T)): Topologischer Raum mit Topologie &(T').
PB(T): Borel-o-Algebra von T: B(T) := o(0(T)).
(T, B(T)): Messbarer Raum iiber Grundmenge T' (topologischen Raum)und Borel-o-Algebra Z(T).
M(Q): Fiir messbaren Raum (2, &), die Menge aller Mafe auf (€2, &).
M (): Fiir messbaren Raum (2, &) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2, &).
(M (E),7): My (E) fiir metrischen Raum (F, d) mit Prokhorov-Metrik 7, siehe 3.3.7 (ii).
w* v: Faltung zweier Mafe u, v.
(2,8, u): Makraum tiber Grundmenge Q, mit o-Algebra & und Mafs .
1x: BildmaR von MaR p unter Abbildung X: px := po XL
w*v: Faltung der Mafke p, v auf (2, &, p): pxv(B) := [ (B — ) dv(z).
Q

A: Lebesgue-Mak auf (R, Z(R)).
A™: Lebesgue-Maf auf (R™, Z(R")).
U: Auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable.

Ng,.st Normalverteilung mit Erwartungswert o und Varianz s.

N, r: Verteilung eines Gaukvektors X : @ — R"™ mit Erwartungswert E(X) = p und Kovarianzmatrix
R = (COV()Q7 Xj))z_jzl'

B, p: Binomialverteilung mit Versuchs-Erfolgswahrscheinlichkeit p, {iber n Versuche.

mx: Poissonverteilung mit Parameter (Intensitéit) A > 0.
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Exp,: Exponentialverteilung mit Parameter \: Exp, ((¢,00)) = e, ¢ > 0.

(Xt)teT: Stochastischer Prozess parametrisiert durch T' # (). Siehe 2.1.3.

Z,s: Zuwachs eines stochastischen Prozesses (Xy)ier: Zys := X5 — X4

73,51(7__,%: Endlich-dimensionale Verteilung des stochastischen Prozesses (X¢);er, siche 2.2.1.

Px: Verteilungsgesetz der Pfade eines S-wertigen stochastischen Prozesses (X;)icr in € (ST), sieche 2.3.5.
L,(92): Funktionenraum der p-integrierbaren, komplexwertigen Funktionen im Mafraum (2, &, p).

A: Fiir Untermenge A C X eines topologischen Raumes X: Abschluss cl(4) = A von A.

B, (z): Abgeschlossene Kugel um z mit Radius r.

B¢(x): Offene Kugel um z mit Radius r.

B?: n-dimensionale Einheitskugel: Bl := B;(0).

d(A, B): Fiir Untermengen A, B C X eines metrischen Raumes X: d(A, B) := inf {d(a,b) : a € A, b € B}.
d(xz,A): Fir Untermenge A C X eines metrischen Raumes und z € X : d(z, 4) := d({z}, A).

F: Fouriertransformation.

supp(f) =cl{x € X : f(x) # 0} : Tréger von f : X — C.

A%o: Abbildung A% : G™ — G", siehe 2.6.1.1.

ST: Fiir Mengen S,T # (: ST :={f : T — S}.

%o(ST): Fiir messbaren Raum (S,.#) und Indexmenge T # (): Menge aller Zylindermengen. Siehe 2.3.1.
€ (ST) := o (6 (ST)). Siehe 2.3.3.

B(2): Raum aller beschriankten, komplexwertigen, gegebenfalls messbaren, Funktionen auf 2. Dabei ist B(Q)
mit der ||| -Norm ausgestattet.

Tr: Fir Permutation 7 € Sym(n), Koordinaten-Permutation. Siehe 2.3.1.1.

X 2Y: Aquivalenz stochastischer Prozesse (X;)ier, (Yi)ier. Siehe 2.2.2.

X £ V. Zufallsvariablen X , Y identisch verteilt, das heiftt Px = Py.

At: Adjungierte Operator zu A. Fiir Matrix A € C™*" ist At = (AT)*.

Z¢: Rotation in R*™ um Winkel o). Siehe (4.2.8.1).

E(X): Erwartungswert der Zufallsvariable X.

Cov(X,Y): Kovarianz zweier Zufallsvariablen X,Y, Cov(XY) :=E[(X —EX)(Y —EY)).
P: (auch F(P)) Fouriertransformierte des Makes P auf Z(R"), siche 4.1.2.

X: (auch F(X)) Fouriertransformierte der Zufallsvariable X, X := Px. Siehe 4.1.2.

n—oo

iy — p: Die Ma-Folge (uy,) strebt schwach gegen p. Siehe 3.1.1.

X" "% X: Die Zufallsvariablen (X™),cn gehen stochastisch (in Wahrscheinlichkeit) gegen X, siehe 3.2.1.
P

xn n?o X: Die Zufallsvariablen (X™),ecn gehen in Verteilung (schwach) gegen X, siehe 3.2.1.

X" :ﬁo X: Die Prozesse (X[")ter gehen in endlich-dimensionalen Verteilungen gegen (X¢)ter, siche 3.3.1.

E}: Zu Verteilungsfunktion F' die empirische Verteilungsfunktion. Siehe (5.0.10.1).
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Fn: Fir Verteilungsfunktion F' mit empirischer Verteilungsfunktion F: F,, := sup,cg |Fyi(t) — F(t)|. Siehe
(5.2.1.1).

(Wi)i>0: Wiener-Prozess der Molekularbewegung, siehe 2.7.7 Beispiel (i).
(Bt)o<t<1: Brownsche Briicke, siehe 4.3.6.

Af: Fiir Untermenge A eines metrischen Raumes (X,d) und € > 0: A° := . 4, B2(x).

z€A

N(E,6): Uberdeckungszahl des metrischen Raumes (E, d) bzgl. §-Kugeln. Siehe 5.3.11.
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