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Aufgabenstellung

Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf R™ heifst Exponential-Dispersiv, falls sich die Dichten
{fo.0}g,, ibrer Verteilungen (bzgl. Lebesgue-Mak bzw. Zihlmak) auf ihrem (gemeinsamen) Tréger durch

y -9 —A(9)

" ~C(y,¢)| » ¢#0

f19790<3’) = exp

darstellen lassen, wobei ¢ bzw. ¥ reelle bzw. R™-wertige Parameter und A, C' reelle Funktionen sind (9 ist
natiirlicher Parameter). Bestimmen sie unter folgenden Verteilungsfamilien die Exponential-Dispersiven:

1. Normalverteilung

2. Exponentialverteilung

3. Gleichverteilung

4. Poissonverteilung

5. Binomialverteilung

x2-Verteilung

I'-Verteilung

Studentsche Verteilung

L »® N

Rayleigh Verteilung

Losung

Wir beachten zunéchst folgende Tatsachen:
e Eine Verteilungsfamilie ist genau dann Exponential-Dispersiv (E.D.), falls ihre Dichten sich gemif
for(y) =hly,A)-exp[A(y -9 = A(9))] , A#0
darstellen lassen, wobei A(-, A) einen von A unabhéingigen Triger besitzt.
e Ist ¢ : const, so lassen sich die Dichten auch stets gemé&f
fo(y) = h(y)-exply -9 — A(9)] = exp[y - 9 — A(9) - C(y)]

darstellen.



1. Normalverteilung ist E.D., mit Dichte

fu,az (y) =

1
V2mo? P [ 202

und \ = 1/02, ¥ 1= p, A(9) = 9?/2.
2. Exponentialverteilung ist E.D., mit Dichte
W) =100y (W) - A- e = 1pg o) (y) - e~ PV
und ¥ = A, A(W) =Ind, ¢ = —1.

3. Die Gleichverteilung ist nicht E.D., da im Gegensatz zur E.D. Verteilungen ihr Triger von ihrem Breiten-
Parameter abhéngt.

4. Poissonverteilung ist E.D., mit Dichte

e A\
y) =1, () - g P [yIn A — A —Iny!]

und p =1, 9 =In A, AW) =e’, C(y,p) = —Iny!.

5. Binomialverteilung B,, ,, ist nicht E.D., da ihr Tréger {0,..,n} vom Parameter n abhéngt.

Nimmt man allerdings n konstant an, sprich einziger Parameter ist p, so ist B,, ,, (n : const) E.D. mit Dichte

n
foly) = ( >py(1 -p)"Y= <y) -exp [y'ln P nn(l-p)
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6. x2-Verteilung, mit Dichte
1
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Tn(y) = 1[0,00) (%) Y

ist nicht E.D., denn wére
Jn(W) = 10,00 (y) - h(y) exp [yd — A(D)]

(beachte dass Familie nur einparametrisch ist) (mit ¥ = ¥(n)) so gélte

1 -y/2
A = s exp [~y + (5 — 1) Iny] eh(y)

¢ T T (n)2)
sprich exp [—yd(n) + (% — 1) Iny| wire separierbar in n und y Teil, ein Widerspruch!

7. I-Verteilung ist E.D. mit Dichte

fa.3(y) = 1(0,00)(¥) - Fﬂ(:)y“leﬁy = 1(0,00)(y) "exp [Py + (@ = 1) Iny + aln f — InT'(a)]

= 1(0,00)(¥) - €xp {a <§y +In g) +alna+(a—1)Ilny —InT(a)

—C(y.%)

und ¥ = —G/a, ¢ =1/a, A(Y) = lng..

8. Studentsche Verteilung mit Dichte



ist nicht E.D., denn wére
fo(y) = h(y) exp [y — A(9)]
(beachte dass A = const bzw. ¥ = ¥(v)), dann gélte

v 2\ —(v+1)/2
o D0 (1 2)

2\ —(v+1)/2
) - e~ wire trennbar in v und y Teil, in Widerspruch!

das heifst (1 + L

. Rayleigh Verteilung mit Dichte

fo2(y) = =5 exp | -5 | =exp -4 +Iny —Ilno?
7 a? o2 202

ist nicht E.D., denn wére

so galte

A(9) + C(y) =y + Lz —Iny + Ino?
20

was nicht sein kann.



