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1 Vorwort

1.1 Was dies ist

Hierbei handelt es sich um personliche Notizen des Stoffes, der im SS 2010 an der FSU Jena von Dr. J.
Schumacher im Fach Statistische Verfahren gelehrt wurde.

1.2 Verbesserungen

Ich werde immer mal dieses Skript verbessern bzw. erweitern. Im Falle von Fehlern, ist mir Bescheid zu sagen
das beste was du machen kannst, da so alle davon profitieren kénnen. Wissen ist das einzige auf dieser Welt das
vom Teilen mehr wird!

Ich bin zu erreichen unter stilianos.louca@apfel. uni-jena.de, ohne das Obst.

2  Grundbegriffe

2.0.1 Definition: Teststatistik

Seien E,T messbare Riume, (Py)gco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf £ und 7 : E — T
eine messbare Abbildung. Dann heifst 7 Teststatistik bzw. Stichprobenfunktion zum stochastischen Modell
(E,A,Py:0c0).

Sei nun Y eine E-wertige, geméf Py verteilte Zufallsgrofe und H, eine Hypothese iiber die Natur von 6. Dann
hingt zwar die Verteilung von 7 (Y') vom konkreten (unbekannten) Parameterwert 6 ab, doch lassen sich unter
Annahme von H, Aussagen iiber die Verteilung von 7 (Y) machen. Zu festgelegtem Signifikanzniveau 0 < a < 1
(typischerweise aw < 1) sei nun T,, C T eine feste messbare Teilmenge (Annahmebereich) so dass unter Annahme
von Hy gilt: P(T(Y) € T,) = (1 — ). Wird nun eine konkrete Stichprobe y € E zu Y gezogen die dazu fiihrt
dass 7 (y) ¢ T,, so ist die Hypothese H abzulehnen. Sollte H,, doch stimmen, so ist die Wahrscheinlichkeit solch
einer filschlichen Ablehnung (Fehler 1. Art') auf jeden Fall kleiner als o. Solch ein Test heifit Hypothesentest
der Hypothese Hy zum Signifikanzniveau a.

Ist die Teststatistik 7 (Y) unter der Nullhypothese ¢, x? bzw. F verteilt, so heifit der Test jeweils t- Test, x*-Test
bzw. F-Test.

Ist nun 7, : E — T, n € N eine Folge von Teststatistiken so dass unter Annahme der Nullhypothese
P(T,(Y) €T, =5 (1 — ), so kann obiger Test fiir ein geniigend groRes n € N durchgefiihrt werden. Das
tatséichlich zugrundeliegende Signifikanzniveau des Bereichs T, ist nunmehr nicht bekannt, doch konvergiert
es mit wachsendem n gegen «. Solch ein Test heiltt asymptotischer Hypothesentest der Hypothese Hy und T,
asymptotische Teststatistik.

2.0.2 Definition: Konfidenzintervall

Sei (Py)oco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf dem messbaren Raum (E, A), v : © — I" eine zu
ermittelnde Kenngrofie des Parameters 6 und 0 < a < 1. Eine Abbildung K, : E — Z(T') heifit Konfidenzin-
tervall von v zum Signifikanzniveau «, falls fiir jedes 8 € © und geméf Py verteilte, F-wertige Zufallsgrofe Y
gilt

P(y(0) € Ka(Y))=1—a . (2.1)

Die Stichprobenfunktion K, ordnet jeder Stichprobe (Realisierung) y € E eine Menge zu. Fiir konkreten
Parameter 6, enthélt diese mit einer Sicherheit von (1 — «) den realen Wert (). Beachte: Der Parameter 6
bzw. die Kenngrofe v() sind keine Zufallsgrofien. Insbesondere ist bei konkreter Realisierung y € E, (1 — «)
nicht die Wahrscheinlichkeit mit der (6) in K, liegt!

1Eine filschliche Annahme der Nullhypothese heifit Fehler 2. Art.



Eine Folge von Abbildungen K, o : E — Z(T'), n € N heiflt asymptotisches Konfidenzintervall von ~ zum
Signifikanzniveau a, falls fiir jedes 8 € © und gemal Py verteilte, E-wertige Zufallsgrofe Y gilt
lim P(y(0) €e Kpo(Y))=1—a . (2.2)

n—oo

3 Verteilungsfamilien

3.1 Exponentialfamilien
3.1.1 Definition: Exponentialfamilie

Eine durch 0 € © parametrisierte Familie E-wertige Zufallsgrofen Yy gehort zu einer Exponentialfamilie, falls
ihre Dichten (bzgl. eines zugrundeliegenden Mafies auf E) die Form

fo(y) = h(y) -exp [n(0) - T(y) — C(0)] (3.1)

annehmen, wobei 17 : © — R"™ beliebig und T : E — R" messbar. Die Komponenten 7°(6) heiken natiirliche
Parameter, die T; natiirliche Statistiken der Familie.

Die Exponentialfamilie befindet sich in natirlicher Parametrisierung, wenn sie durch 1 Parametrisiert die
Darstellung

fo(y) = h(y) - expn - T(y) — A(n)] (3-2)
besitzt. Die Menge
H = {neR”:h-e"TeL1(E)} (3.3)

heifst natiirlicher Parameterraum der Familie.

3.1.2 Definition: Konjugierte Exponentialfamilie

Sei Y eine R™-wertige Zufallsgrofe mit Dichte h (bzgl. eines zugrundeliegenden Mafes) und momenterzeugender
Funktion

m(0) :=Ee¥? . (3.4)
Dann heift die Familie von Verteilungen auf R", parametrisiert durch 8 € {6 € R™ : m(6) < oo}, mit Dichten
fo(y) = h(y) -exp[0-y — AB)] , '@ :=m(6) (3.5)
zu h konjugierte Exponentialfamilie. Sie besitzt die momenterzeugenden Funkionen
k + 0)
K= [y |0) dy = "ETO) :
moll) = [ sty 0) dy = " (36)
Eine geméf f(- | 0) verteilte Zufallsgrofe Zg besitzt die Momente
0A 2A
EZg = 22| | CovZ 3.7
0|, T 067, (37)

3.2 Exponential-Dispersionsfamilien
3.2.1 Definition: Exponential-Dispersionsfamilie
Eine durch @ € H C R" und ¢ € ® C R\ {0} parametrisierte Familie R"-wertiger Zufallsgrofen Yg , gehort

einer Ezponential-Dispersionsfamilie (ED) an, falls sich ihre Dichten (bzgl. eines zugrundeliegenden Mafes)
geméfs

fo.p(y) = exp é (0 — A(6)) - Cly. ) (3.8)



darstellen lassen. Es sei angenommen dass A : H — R 2 mal stetig differenzierbar und dg A bijektiv ist.

Dabei heifit ¢ Dispersionsparameter, die 0° natiirliche Parameter der Familie. Deren Momenterzeugenden Funk-
tionen mg,, sind gegeben durch

ma o) = exp | (400 + k) — 4(0) | (39)

Deren ersten beiden Momente sind gegeben durch

0A

0%A
20 , CovY¥g,=p  —5

EY, ., —
0. 0 99>

(3.10)

0
Beispiele:

i) Die Normalverteilungsfamilie mit Erwartungswert e und Varianz 0'2 ehort zur Exponential-Dispersionsfamilie
mit 0 := My, @ 1= 0'2 und Dichten::

1 62 y2 1
Nouo2(y) =expS = |yd — — | — |5— + = In(2mp) (3.11)
%) 2 20 2
~—
A(6) C(y.9)

(ii) Die Poissonverteilungsfamilie mit Parameter A gehort zur Exponential-Dispersionsfamilie mit 6 :=
In A, ¢ :=1 und Dichten::

1 9
i = — — — |
Poissony (y) = exp { {y& e } Iny! } (3.12)
A(9) C(y)

(iii) Die I'-Verteilungsfamilie mit Erwartungswert as und Varianz as? gehort zur Exponential-Dispersionsfamilie
mit 6§ := —i, Q= é und Dichten::

T,s(y) =exp {; {y@ + 111(—9)} — [lnr(a) —alna — (a—1) lny] } (3.13)
—A(6) C(y.»)

(iv) Die Binomialverteilungsfamilie mit N Versuchen (fest) und Erfolgswahrscheinlichkeit p (variabel) ge-
hort zur Exponential-Dispersionsfamilie mit 6 := In %7 ¢ := 1 und Dichten:

1 N
B p(y) exp{[yGNln(1+e‘9)] +1In ( ) } (3.14)
14 — Y
A(6) ~——
—Cy)

4 Maximum-Likelihood Schatzungen

4.1 Modelle ohne Kovariablen
4.1.1 Definition: Maximum-Likelihood Schitzer

Gegeben sei eine durch € € © parametrisierte Familie von Verteilungen auf dem messbaren Raum F, mit Dichten
fo bzgl. eines zugrundeliegenden Mafes. Zu gegebenen Realisierungen y1, .., y, € E heifit

LO|y1,.yn) == Hf&(yi) (4.1)



Likelihood-Funktion der Familie. Sie stellt die Wahrscheinlichkeitsdichte, n unabhingig, geméfs fy verteilter,
E-wertiger Zufallsgrofen, an der Stelle (yi,..,yn) € @i, E dar.

Der (zu den konkreten y1, .., y,, gehorige) Mazimum-Likelihood Schitzer (ML-Schétzer) 0 ist nun definiert (falls
eindeutig & existent) iiber

LO | Y1, yn) =5up L | Y1,y yn) - (4.2)
0O
Die Abbildung
{O [ Y1, yn) =L | Y1, yn) = D In fo(y) (4.3)
=1

heifst Loglikelihood Funktion. Die Bestimmung des ML-Schétzers §entspricht also der Maximierung der Loglikelihood-
Funktion.

Bemerkungen:

~

(i) Als Funktion der konkreten y1, .., y, € E, kann der Schitzer 6(y1, .., y,) auch als Zufallsgrofe interpretiert
werden (falls messbar), wenn die yi,..,y, durch die gemif fp verteilten Y7,.,Y,, ersetzt werden. Seine
Verteilung hangt dann natiirlich von der Verteilung der Y7, ..,Y,, ab.

(ii) Sind Yi,..,Y, ~ fp unabhingige Zufallsgrofen, so stellt £(6 | Y1, ..,Y,,) fiir festes 6 eine Zufallsgrofe dar
und es gilt

EL(0, | Y1,.,Y,) >ELO | V1,...Y,) VOeO (4.4)

das heifit die Likelihood Funktion besitzt maximalen Erwartungswert fiir den wahren Wert 6,..

4.1.2 Definition: Score-Gleichung

Sei fg eine nach @ € H C R™ parametrisierte Familie von Verteilungsdichten auf dem messbaren Raum E mit
Loglikelihood-Funktion [ gemé&fs def. 4.1.1. Dann heifst

ol

SO 1. pn) = 55

(falls existent) Score Funktion der Familie. Ihr Verlauf hingt von den konkreten yq, .., ¥, ab. Im giinstigen Fall
ergibt sich der ML-Schétzer 6 zu gegebenen yq, .., y, als Losung der Score-Gleichung

SO | y1,yn) =0 . (4.6)

Ersetzt man die konkreten Realisierungen ¥, ..,y, durch die unabhéngigen, geméfs fg verteilten, F-wertigen
Zufallsgrofen Y7, .., Y, so heift (4.5), ausgewertet an der Stelle 6:

SO |Yi,..,Yy) (4.7)

Score Statistik. Thre Verteilung hingt nur von 6 ab.

Bemerkung: Es lidsst sich zeigen, dass dann der Erwartungswert von S(0 | Yi,..,Y,) (unter geeigneten
Regularitétsvoraussetzungen an £) gegeben ist durch

EeS(0 | Y1,..,Y,) =0 (4.8)



4.1.3 Definition: Fisher Information
Sei fg eine nach @ € H C R™ parametrisierte Familie von Verteilungsdichten auf E mit Loglikelihood-Funktion
I geméf def. 4.1.1. Dann heifit fiir konkrete yq, .., y, € F die Matrix (falls existent)

82

00
Fisher Information. Sie hdngt sowohl von 6 als auch den konkreten y, .., y,, ab. Wird sie an der Stelle a(yh s Yn)
ausgewertet, ist sie ein Mafs fiir die Gtite des ML-Schétzers @ und heiflt beobachtete Fisher Information.

Seien nun Y7, .., Y, unabhingig, gemaf fg verteilt, dann geht (4.9) iiber in
82
I.(0) := —WZ(B | Y1,.,Y,) . (4.10)

Falls messbar, stellt sie (fiir konkretes 8) eine Zufallsgrofie dar, deren Verteilung nur noch von 6 und n abhéngt.
Deren Erwartungswert

JIn(0) :=EeZ,,(0) (4.11)

heift erwartete Fisher Information, und beschreibt die erwartete Giite? der ML-Schiitzung 6 als Funktion vom
tatséchlichen, unbekannten 6.

Bemerkungen: Unter geeigneten Regularititsvoraussetzungen an £ gilt[1, 2

(i) Jn(8) = Cov{S(6|Y1,..,Yn)}
(i) Jn(0) =n-71(0)

4.1.4 Konsistenz des ML-Schitzers in ED-Familien

Sei fg,, eine Exponential-Dispersionsfamilie auf R™ (vgl. def. 3.2.1) mit 2 mal stetig differenzierbarem A
und erwarteter Fisher Information J;. Der natiirliche Parameterraum © C R™ der Familie sei eine offene
Teilmenge des R™. Seien Y1, Y,.. unabhéngig, gemif fg , verteilte Zufallsgrofen, dazu der ML-Schétzer

6, = /H\n(Yl, .., Y,;) abhiingig von den ersten n Realisierungen. Dann gilt:

lim P (/O\n existiert als Losung der Score—Gleichung) =1 (4.12)
Vi (0= 0) =% Ny ) (4.13)

Beachte dass J1(68) = Cov(S(6 | Y1)) = Cov(Y1) positiv-definit und daher invertierbar ist.

4.2 Modelle mit Kovariablen

Man betrachte eine E-wertige Beobachtungsgrofe Y (Zielgrifie), deren genaue Verteilung von der (gegebenfalls
mehrdimensionalen) unabhiingigen Variablen x € X (Kovariable, Einflussgréfien®) abhingt?. Deren Dichte
(bzgl. eines zugrundeliegenden Mafes) gehore jedoch stets zur, durch § € © parametrisierten, Familie (fp)gco,
so dass letztendlich Y geméf fg_¢(,) verteilt ist, sprich, mit 6 als Funktion der Kovariablen z.

2Siehe zum Beispiel Abschnitt 4.2.9.

3Wobei sich hier die Bezeichnung Kovariable auf die zunichst abstrakte Variable x, die Bezeichnung Einflussgrofie auf jede
einzelne Komponente z¢ von z beziehe.

47.B. Niederschlag Y in Abhiingigkeit von Temperatur z. Es sei zunichst keinerlei Voraussetzung an die Indexmenge X gesetzt.



Ziel ist es nun, den fundamentalen Zusammenhang § = ((x) zu bestimmen®. Praktisch ist dies nur méglich,
durch eine Einschrankung auf eine parametrisierte Familie ((g) ge 5, wodurch sich das Problem auf die Schétzung
des unbekannten Parameters (Regressionsparameters) 3 € B reduziert.

Insbesondere héngt der Erwartungswert von Y nun, geméf einer durch 3 festgelegten Beziehung, von den
kovariablen x ab. Dieser Zusammenhang

Mg(x) =EY = EfQZCﬁ(CE) (414)

heikt deterministischer Teil des Modells, die betrachtete Familie (fy) stochastischer Teil. Falls X C R¥, so heift
k Komplexitdt des Modells.

Ziel der so genannten Regressionsanalyse ist es, 3 anhand gegebener Stichproben® zu schiitzen. Letztere sollten
dabei natiirlich einen Umfang besitzen, der wesentlich grofer als die Dimension von 3 bzw. x ist.

4.2.1 Definition: Likelihood Funktion und ML Schéatzer

Betrachten das Modell mit stochastischem Teil (fg)oco, mit Kovariablen € X und unbekanntem Parameter
B € B C R*. Gegeben seien die konkreten Parameterwerte x1, .., z,, € X, dazu die Realisierungen y1, .., y, € E € R™.
Dann heifit

i=1
Likelihood Funktion und
1B | y1s s yn) = LB | Y1,y yn) = D I0 fomiuan) (0i) (4.16)
i=1

Loglikelihood Funktion des Modells. Erstere stellt die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Zufallsvektors (Y7, ..,Y;,)
aus unabhéngigen Komponenten Y; ~ fy_¢,(,,) an der Stelle (y1,..,y,) dar. Die Abbildung

(falls existent) heifit Score Funktion. Der Maximierungswert B von (- | y1,--,yn) (falls existent & eindeutig)
heifst Maximum-Likelihood Schitzer. Im giinstigen Fall ergibt dieser sich als Losung der Score Gleichung S(3 |

Y1y Yn) < 0. Mit Hilfe des Schiitzers B lasst sich ein Schatzer ¥y, = Efgzcﬁm) = ya(aci) fiir zukiinftige
Messungen zum Kovariablenwert x; angeben (Punktprognose). Die Quadratsumme

n

RSS =" (i — Jnts)’ (4.18)

i=1
heiftt Residuenquadratsumme und hangt von der konkreten Stichprobe y, ...y, ab.
Die Matrix
0%l
B
heifst Fisher Information. Ausgewertet bei B(yl, .y Yn) heiflt sie beobachtete Fisher Information.

Seien nun Y; ~ fo—¢4(z;), ¢ = 1,..,n unabhéngig verteilt. Dann heift der Erwartungswert

J(B) :==EgI(B | Y1,..,Yn) = Covg {S(B|Y1,..,Yn)} (4.20)

erwartete Fisher Information.

5Ideal wire natiirlich auch eine Erkenntnis iiber die Ursache dieses Zusammenhangs.
6Bestehend aus n Realisierungen y1, .., yn € E jeweils zu den Kovariablenwerten z1, .., zn € X.



4.2.2 Definition: Verallgemeinertes Lineares Modell (GLM)

Sei (fp,p), 0 € HCR, ¢ € ® CR\ {0} eine Exponential-Dispersionsfamilie von Verteilungsdichten auf £ C R
(bzgl. eines zugrundeliegenden Mafies) und h : R — R ein C? Diffeomorphismus’. Dann heifit das Model mit
kovariablen x € X C {1} x R*~! unbekannten Parametern 3 € B C R* und » € ® C R\ {0}, stochastischen
Teil (fy,) und deterministischen Teil

ps(x) =h(B-x) =h , BeEeBCR xeXx (4.21)

k
B1+ Z Bix’
i=2

Verallgemeinertes, Lineares Modell (GLM®) mit Response Funktion h bzw. Link Funktion h=!. Letztere kann
unabhéngig von der Verteilungsfamilie, sprich dem stochastischen Teil, gewéhlt werden. Der Teil Bx heifit
linearer Prediktor des Modells. Die Komponente (3; heifst intercept (engl.) und Ba, .., B Regressionskoeffizienten.

Beachte dass nach Voraussetzung (vgl. 3.2.1) 0 eindeutig durch den Erwartungswert pg(x) gegeben ist und
6= 0(up(x)) = (A) ' [h(B - x)] . (4.22)

Im Falle 6 = 3 - x heifit die Link Funktion kanonische Link Funktion bzw. die Response Funktion kanonische
Response Funktion. Erstere entspricht dann

Wt () = 0(p) = (A) " () - (4.23)

Der (unbekannte) Dispersionsparameter ¢ spielt oft nur eine unwesentliche Rolle bei der ML-Schéitzung von 8
(siehe 4.2.4), und wird deshalb oft nicht mit betrachtet.

Zu konkreten Parameterwerten x1, ..,x, € X heifle die Matrix

Xe=|: - | eR™F (4.24)
;vl :Ek

Kowvariablen Matriz (Design Matriz) und es sei stets angenommen? dass rang(X) = k. Zu konkreten Realisierun-
gen heife der Vektor y” := (y1, .., yn) Realisierungsvektor und der Vektor mit Komponenten u;(3) := (y; — ug(x;))

Residuenvektor. Ausgewertet am ML-Schéatzwert B ergibt er den geschdtzten Residuenvektor u.

Mehr Informationen zu verallgemeinert LM sind in [8] zu finden.

Bemerkung zur Linearitét: Ist der deterministische Teil anderseits in der Multilinearen Form

N
pp(x) = h(B(x)) =h Z Z Bis,...i; cxtt b (4.25)

G=1141,..,i;

mit 4 : R*¥ — R als Linearkombination von Multilinearformen 1. bis N. Stufe (Polynom N. Grades in x), so
kénnen die Produkte 2% := ™ - .. 2% insofern (3, ;, # 0, fiir die Regressionsanalyse als weitere unab-
hingige Einflussgrofen betrachtet werden. Das Problem reduziert sich damit wieder auf den verallgemeinert,
linearen Fall.

Im Falle eines nicht-linearen Zusammenspiels der Einflussgréfien xt, ..,xk wie in (4.25) mit ﬁil,--,im--,is.-,ij #0
fiir mindestens ein 4, # 45, spricht man von Wechselwirkungen der Finflussgréfsen.

"Beachte dass dann insbesondere h streng monoton ist.

8Generalized Linear Model.

9 Andernfalls spricht man von sogenannten korrelierten Kovariablen(werten). Wie sich z.B. im linearen Modell 4.2.7 zeigt, ist
die Unkorreliertheit der Kovariablen(werte) eine wichtige Voraussetzung fiir die Eindeutigkeit von ML-Schitzungen. Mogliche
Korrelationen sollten daher schon wéihrend der Stichprobenerfassung vermieden werden. Im Nachhinein korrigiert konnen sie z.B.
durch geeignete Reduzierung der Kovariablendimension, sprich, Vernachléssigung einer oder mehrerer Einflussgrof$en.



4.2.3 Kategorielle Kovariablen im GLM

Es ist in allgemeinen Modellen nicht selten der Fall, das manche Komponenten der Kovariable nur endlich
viele Werte annehmen koénnen, deren Interpretation als Zahlenwerte sich oft als kontraintuitiv erweist. Man
spricht von sogenannten kategoriellen Kovariablen oder auch Faktoren. Fine Beschreibung der entsprechenden
Abhéngigkeiten in Form eines linearen Prediktors wie in 4.2.2, ist oft uneindeutig oder gar nicht umsetzbar.

Durch Einfiihrung weiterer Kovariablen ldsst sich dieses Problem auf den verallgemeinert linearen Fall zuriick-
fithren. Da man das Tupel der kategoriellen Komponenten einer Kovariablen zu einer einzigen kategoriellen
Kovariable zusammenfassen kann, sei im folgenden nur der Fall eines einzigen Faktors betrachtet.

Betrachtet sei das Modell mit Exponential-Dispersionsfamilie (fp,,) auf E C R, Kovariablen x € X C {1} xR*~1,
t € {1,.,T}, unbekanntem Parameter 8 € B C RT** und deterministischen Teil

T k
ﬁ(Xa t) =h [Z 67',t : Z ﬁr,i . xl] (426)
T=1 i=1

wobei h sei wie in 4.2.2. Definiert man die transformierte Kovariable mit Komponenten

- - xt =1
F = T (x, ) = , Cie{l, .k 4.27
* 1) {5T,t bt T ed2,.,T} ied } (4:27)

und den neuen unbekannten Parameter

B, r=1

; Lk 4.
(Bri—Bri) :T€{2,.,T} ie{l,.,k} (4.28)

5‘1‘,1’ = B‘r,z(/a) = {

so geht (4.26) tiber in

k
Mﬁ( ) [Zﬁlm+zz ﬁTt ﬁlz'rt $‘|

Y T=21i=1 g
BT‘l I‘TYZ

=
o

T
=h lz > B z] =g (%) . (4.29)

T7=11i=1

Mit der Kovariablen X und unbekanntem Parameter B wird das Modell zu einem verallgemeinert linearen.

4.2.4 ML-Schitzungen im GLM

Gegeben sei das GLM mit stochastischem Teil fy ,,, unbekannten Parametern 8 € B C R¥ und ¢ € ® C R\ {0},
Response Funktion 4 und Kovariablen x € X C {1} x R¥~1. Zu vorgegebenen Kovariablenwerten xy, ..,x,, € X
und Realisierungsvektor y € R™ ist die Loglikelihood Funktion gegeben durch

n

(8. o) = D { [0 ssx0) — A Gstx) | = Cloo )} (1.30)

=1

mit Ableitung

O~ (i —np(xi)  96( ua X)) < (1) Oup(x:)
B ; ¥ ; o} o
_Zw'h/(ﬁ'xi)'xi =:S(B | y1,-,yn) (4.31)
=1 ?
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wobei
o7 (B) == ¢ - A"(0(np(x:))) (4.32)

die Varianz einer gemal fo(,5(x,)),, verteilten Zufallsgrofe ist. Beachte dass der ML-Schétzer B als Nullstelle

von g—l, unabhéngig vom Dispersionsparameter ¢ ist, weshalb auch oft S(8 | y1, .., yn) := 0gl als Score Funktion
betrachtet wird.

Die entsprechende erwartete Fisher Information (vgl. def. 4.2.1) erhélt man aus (4.31) gemé&f

JB)=X"-H(@B) X , (4.33)
wobel X die Kovariablen Matrix ist und
[ (Bx1)]”
) 0
H(B) := . (4.34)
[h/(ﬁxn)]z
0 )

Aus der positiv-Definitheit'? von H und rang(X) = k, folgt die positiv-Definitheit von J(83).

Spezialfille:
(a) Im Falle einer von x unabhéngigen Varianz, sprich o;(8) = 0;(8) V ¢, j, nimmt die Score Funktion (4.31)
die Form
" oup(x;
SB Y155 Yn) Z — ug(xi)) 575 = 86’ Z — ng(x;)) (4.35)
i=1

an. Die Bestimmung des ML-Schétzers a entspricht also der Minimierung der Quadratsumme

— pa(xi))” . (4.36)

Ingh
—
S

I
—

?

(b) Sind anderseits die o7 zwar nicht identisch, dennoch bekannt, so entsprich eine ML-Schétzung der Minimie-
rung der gewichteten Quadratsumme

n 2
Z 18 ()" (4.37)

i=1

<.

(¢) Im Falle einer kanonischen Link Funktion vereinfacht sich (4.31) zu

1 n
SB | y1s - yn) =;Z — up(xi)] - x; (4.38)
=1

und man erhalt die Fisher Information

1
wobei X die Kovariablen Matrix ist und
o?(B) ... 0
S(B) == g : (4.40)
0 .. 2B

Aus der positiv-Definitheit von S und rang(X) = k, folgt die positiv-Definitheit von Z = —agl . Die Loglike-
lihood Funktion {(3 | y1, .., yn) ist daher streng konkav und der ML-Schétzer existiert als eindeutige Losung
der Score Gleichung.

10Beachte dass nach Voraussetzung h’ # 0.
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Bemerkung: Im allgemeinen entspricht die ML-Schétzung im GLM dem Auffinden der Nullstelle der Score
Funktion (4.31). Dies ist meist nur mit numerischen Verfahren moglich, die ihrerseits allerdings oft geeignete

I~

Startwerte fiir 3 benotigen. Letztere konnen unter anderem durch folgende Ansétze gewonnen werden:

(i) Im Falle eines komplexen stochastischen Teils, kénnen diese zuerst aus einem einfacheren Modell mit
gleicher Link Funktion, sprich, gleichem deterministischen Teil, gewonnen werden.

(ii) Durch Unterdriickung der Abhéngigkeit der Varianzen o;(3) in (4.31) von 8 und x, kann ein Startwert
B durch Minimierung der Quadratsumme (4.36) geschétzt werden.

4.2.5 Beispiel: ML-Schitzung im kanonischen Poisson-Modell

Betrachtet sei das Poissonmodell mit Verteilungsdichten (bzgl. des ZahlmaRes)
)\k
Poissony (k) = Fe"\ =expl0k — A(0) —c(k)] , keNg (4.41)

Kovariable x € X C {1} x R¥~! Regressionsparameter 8 € B C R* und deterministischen Teil pg(x) = eP*.
Als Spezialfall einer Exponential-Dispersionsfamilie (3.8) mit

O:=In\ , A@):=¢ , p:=1, C(k):=Ink! (4.42)
macht die Poissonfamilie das Modell zu einem verallgemeinert linearen, mit kanonischer Link Funktion
Rt u)=Inp . (4.43)
Aus der Score Funktion fiir Stichprobe yy, .., ¥, zu den Kovariablenwerten xi,..,x, € X
n
(4.38) -
S(IB | Y1, - Z/n) = Z [yl - eﬂ Z:I *Xq (444)
i=1

ergibt sich der ML-Schitzer 3 als deren eindeutige Nullstelle!! (siehe 4.2.4(c)).

Bemerkung: Ist der deterministische Teil zundchst in der nicht-kanonischen Form

k
np(x) =6 [[ fi@))” , xe X CR (4.45)

=2

mit f; : U; C R — R invertierbar, so geht (4.45) nach der Kovariablentransformation!?

W:—{l " Z: (4.46)

und Parametertransformation

~ 1 =1
G b i=t (4.47)
Bi :2<i<k
tiber in die Form
k = ~
pa(x) =exp [In B+ > B %] =X = up(%) (4.48)
1=2

mit kanonischer Response Funktion h(Bi) = ¢P%_Im Falle einer vorliegenden Stichprobe kann somit zunéchst

B anhand der transformierten Kovariablenwerte X1, ..,X,, geschatzt werden. Ein Schatzer fiir 3 lasst sich dann

durch Riicktransformation von (4.47) konstruieren!?.

HIm allgemeinen numerisch zu ermitteln.

12Beachte dass dann X € X C {1} x R*~! fiir geeignetes X
13Dieser muss allerdings nicht mehr Erwartungstreu sein.
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4.2.6 Beispiel: ML-Schitzung im kanonischen Binomialmodell

Betrachtet sei das Modell mit der normierten Binomialfamilie'® (by ) (N vorgegeben) als stochastischen

0<p<1
Teil, Kovariablen x € X C {1} x R*~!, Regressionsparameter 3 € B C R* und deterministischen Teil
1
pnp(x) = h(Bx) := 1+eBx (4.49)
Als Spezialfall einer Exponential-Dispersionsfamilie (3.8) mit
f:=1In A(0) :==1n [1+€6] <,0::i Cy):=—In N ye{L, .. %} (4.50)
1—p ’ N’ Ny) ’ NN
macht die Binomialfamilie das Modell zu einem verallgemeinert linearen, mit kanonischer Link Funktion
_ [
ht(p) =1 4.51
(u) =In1— . (4.51)
Aus der Score Funktion fiir Stichprobe yy, .., ¥, zu den Kovariablenwerten xi,..,x, € X
(4.38) 1
S T | x; 4.52
(B |91, 9n) Z[y Heﬁxl} x (452)

ergibt sich der ML-Schitzer 3 als deren eindeutige Nullstelle!® (siehe 4.2.4(c)). Die Fisher-Information erhélt
man geméif (4.39) als

ZB | y1,-yn) =X"-S(B)-X=TJ(B) , (4.53)
mit
o 1 [1+cosh(Bx1)]”" ... 0
S(B) " = 3 (4.54)
0 ... [1+cosh(Bx,)] "

Bemerkung: Ist der deterministische Teil zunéchst in der nicht-kanonischen Form

k -1

1+ 61 - [ i)™

=2

na(x) = , XEXCRFT (4.55)

mit f; : U; € R — R invertierbar, so geht (4.55) nach der Kovariablentransformation

) 1 =1
7= e (4.56)
Infi(z") :12<i<k

und Parametertransformation

~ -1 =1
A (4.57)
_ﬂi 12 S 1 S k
iiber in die Form
k -1 1
x)= |l+exp|Inf + lfl} = — = uz(x) , 4.58
a(x) p [ Brds ] =) (4.58)

mit kanonischer Response Funktion h(ﬁ?{) = [1 + e_B;‘} ~'. Im Falle einer vorliegenden Stichprobe kann somit

zunéchst B anhand der transformierten Kovariablenwerte X1, .., X, geschétzt werden. Ein Schétzer fiir 3 lasst

sich dann durch Riicktransformation von (4.47) konstruieren'®.

14Entspricht der Verteilung einer Zufallsgrofe Y/N, wobei Y Binomialverteilt mit N Versuchen und Erfolgswahrscheinlichkeit p
ist.

15Tm allgemeinen numerisch zu ermitteln.

16Dieser muss allerdings nicht mehr Erwartungstreu sein.
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4.2.7 ML-Schitzung im klassischen, linearen Modell

Betrachten das klassische lineare Modell mit Kovariablen x € X C {1} x R*~! unbekannten Parametern
B € B CRF 62 € (0,00), stochastischem Teil die Familie N, 1,02 der Normalverteilungen und linearem determi-
nistischen Teil

ws(x)=B-x , BeB (4.59)

das heift Y = 8- x 4+ ¢ mit € ~ Nj ,2. Zu vorgegebenen Kovariablenwerten xi, .., x, € X und Realisierungen
Y1, -, Yn € R ist die Loglikelihood Funktion des Modells gegeben durch

n (y —XB)
1B, 0% [ Y1, yn) = —5111 (277(72) T 952 (4.60)
mit Ableitungen
ol 1
o= X v %0)
ol n (y — XB)?2
do2 202 + 204 (461)

wobei X die Kovariablen Matrix und y der Realisierungsvektor sind. Die ML-Schitzer fiir 3, 02 ergeben sich als
eindeutige Nullstellen der obigen Ableitungen (4.61) geméfs

L (y - XB)° (4.62)

n

p=x"x)"X"y , 7

Der Vektor X3 entspricht genau dem Erwartungswert eines R™-Zufallsvektors, mit unabhéngigen, gemaf N, 5(xi),02

i = 1,..,n verteilten Komponenten. Insbesondere ist X - B(y) die Punktprognose zu den Kovariablenwerten
X1, .., Xp, basierend auf der vorliegenden Stichprobe y. Der Schitzwert 7% entspricht daher genau dem Mittel-
wert der Quadrate der geschiitzten Residuen @; := u;(3), das heikt 5% = %ﬁ2 = %RSS(yl, ey Yn)-

Den Schiitzwert 3 erhilt man auch durch Minimierung der Norm ||y — X - 3| (vgl. 4.2.4). Ist Px : R — image(X)
der Orthogonalprojektor auf das Bild von X 7, so gilt

L1 - poy)? (4.63)

n

X//G\:ny ) 8—2

Obiger Zusammenhang ist dargestellt in Abb. 4.1.

Abbildung 4.1: Zur Interpretation des ML-Schétzers als
Kleinste-Quadrate-Schéitzer im klassischen, linearen Modell.

Die ML-Schétzwerte (4.62) hingen natiirlich stets von den konkreten Realisierungen y1, .., y, ab (Stichproben-

funktionen). Ersetzt man diese durch unabhéngige Zufallsgrofen Y; ~ pa(x:),0%> i =1,..,n, so werden B,82
selbst zu Zufallsgrofen, die geméaf

-~ (o
/8 ~ N,@, o2(XTX)—1t n-—5n~ Xi,k (464)

17Es ist Py = X(XTX)~1XT.
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verteilt sind. Zu erkennen ist, dass 3 zwar ein erwartungstreuer Schitzer, es jedoch o2 nicht ist, denn

D Ut SR
n ’ n?

954 (4.65)

Ein erwartungstreuer Varianzschétzer ist gegeben durch

n-o2
7%= = F) (4.66)

Der erwartungstreue Schitzer o2(X?X)~! fiir die Kovarianz des ML-Schiitzers B heift Standardfehler und ist
ein Maf fir die Ungenauigkeit des letzteren.

Bemerke: Aus (4.63) und der Tatsache dass Y normalverteilt ist mit Cov(Y) = o2 1, folgt die stochastische
Unabhingigkeit der ML-Schétzer 3 und &2.

Spezialfall: Im Spezialfall k = 1, sprich 3 € R, entspricht 3 genau dem festen (unbekannten) Erwartungswert
u = der Zielgrofe. Geméfs (4.62) nimmt dessen ML-Schéitzer die vertraute Form

I
o= — ¢ 4.67
= ; y (4.67)
an. Der erwartungstreue Schiitzer (4.66) fiir die Varianz o2 der Zielgréfe nimmt entsprechend die Form
1 - i 2
~2 7
o- = (n — 1) ' (y — ,u) (4.68)

i=1

an. Schlielich ist 2 /n der oben eingefiihrte, erwartungstreue Schitzer fiir die Varianz von i (Standardfehler).

4.2.8 Konfidenzintervalle und Prognosen im klassischen LM

Betrachtet sei das klassische, lineare Model mit deterministischen Teil pg(x) = 8 - x und Verteilungsfamilie
/\fW,z. Seien x1,..,x, € X C {1} x RE=1 konkrete Kovariablenwerte, dazu Zufallsvektor Y mit unabhingigen,

geméh N, ;(x,),02 verteilten Komponenten. Sind ,@(Y) und ¢2(Y) die entsprechenden Schiitzer aus Abschnitt
4.2.7, so gilt fiir beliebiges ¢ € R*:

_ 1 CB(Y) —cf
VP (Y) /T (RTX) e

wobei t,,_j, die Studentsche ¢-Verteilung sei'®. Interpretationsgemif stellt der Zihler in (4.69) die Abweichung

T(Y) :

~tn_k (4.69)

ciner geschiitzten Linearkombination ¢ vom wirklichen Wert ¢ dar. Der Nenner in (4.69) ist lediglich die
geschitzte Standardabweichung (Standardfehler) dieser Abweichung.

Betrachtet sei nun die Hypothese H, : ¢3 = ¢y, fiir irgendwelche ¢ € R*, ¢y € R. Dann gilt unter Annahme der

Nullhypothese H,:

_ 1 cf")'(Y) — ¢
VE(Y) T (XTX) e

To(Y) ~ g (4.70)

Zu gegebenem Signifikanzniveau 0 < o < 1 sei t,,_x o € R so dass P(7c < t,—k,¢) = §. Dann befindet sich
7c(Y) mit einer Wahrscheinlichkeit (1 — «) innerhalb des Intervalls

Tc,oz = [tn—k,%7 tn—k,l—%] (471)

18Sie beschreibt die Verteilung einer Zufallsvariablen 4/ "Tfk -Z mit Z ~Np,1 und Y ~ Xifk'
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bzw. mit einer Wahrscheinlichkeit v aufierhalb dessen. Sollte nun ein konkreter Realisierungsvektor y (Messun-
gen) tatsichlich dazu fithren dass 7¢(y) ¢ Tc.«, so kann dies als Hinweis interpretiert werden, die Nullhypothese
abzulehnen. Eine héufig zu testende Hypothese ist Hy : §; = 0. Sie ist in der Modellwahl von groker Bedeutung
(siehe Abschnitt 5).

Aus (4.69) lasst sich zeigen, dass ganz allgemein gilt

1—a) L) PIT(Y) € T = P[cB € Ken(Y)] (4.72)

mit dem Konfidenzintervall

Kealy) = lcfxy) ~takamg \JF2y) T (XTX) e, SB(Y) +tkig /52 (y) - T(XTK) |  (4.73)

fiir die Linearkombination ¢3 zum Signifikanzniveau «.

Sei nun gegeben ein neuer Kovariablenwert x,e, € X. Dann ist Ky, o ein Konfidenzintervall fiir den (un-
bekannten) Erwartungswert Xpe, - 3 einer geméaR Ngy, . o2 verteilten Zufallsgroke (neue Messung) Ypen zum
Signifikanzniveau «. Dabei ist bei Extrapolationen Vorsicht geboten, da die Linearitéit des Modells (determinis-
tischer Teil) aukerhalb des Beobachtungsbereich nicht mehr gegeben sein muss.

Als Schatzer fiir die zu xpe, gehorige Messung kann Jney := Xpeu - f’)’ angesetzt werden. Ahnlich wie ,@ ist auch
dieser zufillig verteilt, und es gilt

1 Yneu - :/y\neu (Y)
\/52 \/1 + Xneu XTX) Xneu

~ ok (4.74)

insofern Y und Yj,e, unabhéngig sind. Aus (4.74) folgt dass

Ixncu,oc = |}/neu —tp— k1-% - \/1 + x;l;eu XTX)_lxneu tV 527

Gueu + tniimg /1 X (XTX) e - V32 (4.75)

ein zufilliges Intervall ist, dass mit Wahrscheinlichkeit (1 — «) den neuen Messwert Yo, enthélt.

4.2.9 Konsistenz des ML-Schitzers im GLM und asymptotische Tests

Betrachtet sei das verallgemeinerte lineare Modell mit stochastischem Teil (fg,,)sco, Response Funktion b : R — R,
peP

Kovariablen x € X C {1} x R*~! und unbekannten Parametern 3 € B C R¥, ¢ € ®. Der zulissige Parame-
terraum B sei offen und konvex. Seien nun xi,Xs,.. € & konkrete Kovarlablenwerte dazu die unabhingigen

Y~ Jo(up(x:)) - Seien Jn(B) die erwarteten Fisher Informationen und ,8 die jeweiligen ML-Schétzer zu den

ersten n Reahslerungen Dann gilt*?:

1. P (,@n existiert als Losung der Score Gleichung) ety
2. P(HB,L —B||>¢e) =30 Ve >0, das heift B ist konsistenter Schitzer fiir 3.

3. B By~ B) =T Nour

Der Schétzer ,@n ist also fiir geniigend grofen Stichprobenumfang n, annihernd N, 8.7-1(8) -verteilt und eine
grof$ere erwartete Fisher Information 7, entspricht einer genaueren Schétzung.

1
19Beachte dass nach 4.2.4 die erwartete Fisher Information [, (8) positiv-definit ist, daher eine positiv-definite Wurzel J 2 (3)
besitzt, die eindeutig ist.
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Unter Verwendung von Aussagen (2) & (3) lisst sich ein asymptotischer Test fiir die Hypothese Hy : ¢- 3 = ¢
angeben, wobei ¢ € R¥ \ {0}, ¢g € R. Die asymptotische Teststatistik

n—oo

1 14 —~
/TTL(YN) = mjn (ﬁn(Yn)) . [Cﬂn(Yn) - CO} T NO,I

neN, Y, := (. y" (4.76)
erfiillt unter Annahme der Nullhypothese Hy:
lim P(T,(Yn) €Ta) =1—a , (4.77)

mit T, := (—Nl,%,Nl,%) und Ni_g als (1 — %) Quantil der Standardnormalverteilung. Ahnlicherweise lisst
sich auch das asymptotisches Konfidenzintervall

Ko i= [eBy = el Ni—g - T (BL) + By + liell Ni—g - T * (B, (4.78)

fiir die Linearkombination ¢ mit Signifikanzniveau o angeben.

5 Modellwahl

Bisher wurde stets angenommen, dass die Verteilung der zu untersuchenden Zielgréfe von einer Kovariablen
x € X C {1} x R¥"! einer festen Dimension k (Kompleritit) abhingt. Diese Abhingigkeit war durch einen
unbekannten Parameter 3 € B gegeben.

In der Praxis ist jedoch oft {iberhaupt nicht klar, welche Kovariablen z', .., 2% denn letztendlich die Zielgroke
beeinflussen. So stehen zunédchst mehrere Modelle zur Auswahl, jedes beschrieben durch einen Kovariablenraum
X, C {1} xR~ [ =1,.., k. Daher wird ein Verfahren zur Auswahl eines passenden Modells zur Notwendigkeit.
Der stochastische Teil, sprich die verfiigbare Verteilungsfamilie (fy) der Zielgrofe, sei der Einfachheit halber fiir
alle Modelle gleich.

Mehr Informationen zur Modellwahl finden sich in [7].

5.1 Modellvergleiche
5.1.1 Definition: Erwartete, Quadratische Prognosefehler (MSPSE)

Betrachten das Modell mit Verteilungsfamilie (Pp)geco auf E C R, mit der Kovariablen € X und unbekanntem
Parameter § € B, sprich § = (g(z). Zu konkreten Kovariablenwerten x1,..,x, € X sei 3 der ML-Schétzer des
Modells fiir entsprechende Realisierungen y1,..,y, € E.

Aus B lassen sich Punktprognosen 7,1, := IE’PQZCE(% 4.) fiir neue Messungen zu Kovariablenwerten z,,; € X,
i =1, ..,m konstruieren. Diese hidngen als Stichprobenfunktionen natiirlich von den urspriinglichen Realisierun-
gen Y1, .., yn ab. Ersetzt man letztere durch unabhéngige, geméf Py—c,(z,) verteilte Zufallsgroben Y;, i =1,..,n,

i

so sind sowohl B als auch die Punktschétzer ¥, zufillig verteilt. Sind nun Yy, 1; ~ Po—¢,(z,p0)y ¢ = 1,0sm
weitere unabhéngige Zufallsgrofien, so heifst
m R 2
MSPSE(5; X1, --Zn; Tpt 1y o) Tnpm) i= EZ [Ynﬂ» — Un+i(Y1, ., Y0) (5.1)
i=1
erwartete, quadratischer Prognosefehler??. Der MSPSE lisst sich auch schreiben als
MSPSE =~ [VYyyi + Vinpi + (Efnyi — EYniy)] (5.2)

i=1
und héngt nur vom unbekannten Parameter 8 und den konkreten z1, .., 2,4, € X ab. Er entspricht den erwar-
teten, quadratischen Abweichungen einer zweiten Messreihe von den, durch eine erste Stichprobe postulierten,
Prognosen und ist somit ein Maf fiir die Giite des Modells.

20Mean Sum of Prediction Squared Error.
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Bemerkung: Oft wird angenommen dass n =m, x; = z,4; Vi=1,..,n, das heitt alte und neue Stichprobe
werden zu gleichen Kovariablenwerten gemessen. Ist RSS(y1, .., ¥, ) die in (4.18) eingefiihrte Residuenquadrat-
summe, so lasst sich in dem Falle zeigen dass

MSPSE(S3; #1, .., Tn; @1, .., 2n) = E{RSS(Y1, .., Y,,) } + QZE{(Yi —EY;)(n4i — EY;) } (5.3)

=1

gilt.

5.1.2 MSPSE im klassischen, linearen Modell

Betrachtet sei das klassische LM, mit Verteilungsfamilie 11,02, Kovariablen x € X C {1} x R*~! und unbekann-
ten Parametern 3 € B C R¥, o2 ¢ (0, 00). Fiir konkrete Kovariablenwerte x1, .., X, € X und X, 41, .., Xptm € X
seien jeweils X € R™** X, ., € R™** die Kovariablenmatrizen. Dann lisst sich mit Hilfe von Abschnitt 4.2.7
zeigen, dass der entsprechende MSPSE gegeben ist durch

MSPSE(B, 0%;X1, .., Xn: Xn i1y or Xngm)

=% n+0” - trace { (X, - Xnew) (X7 - X) 7} 4+ (Efnsi — EYnpa)” (5.4)

i=1

Der erste Term no? ist ein srreduzibler Prognosefehler, der nicht von der Modellkomplexitét k& abhingt. Der
zweite Term entspricht der Varianz der Prognosen, und wéchst typischerweise mit steigender Modellkomplexitat.
Der letzte Term in (5.4), die sogenannte Verzerrung, sinkt mit steigender Modellkomplexitdt k.

Bemerkung: Im Falle dass X = X,,o, vereinfacht dieser sich (5.4) zu

MSPSE(B, 0%, X1, .., Xpn; X1,y Xp) = 02 -0+ 0% -k + Z (E¥nyi — EYn+i)2 . (5.5)
i=1

Ist RSS(y1, .., yn) die entsprechende Residuenquadratsumme zur Stichprobe y1, .., y, und Y; unabhéngige, geméfs
Npx, o2 verteilte Zufallsgréfen, i = 1,..,n, so nimmt (5.3) die Form

MSPSE = E{ RSS(Y1, .., Y;,) } + 2k - 02 (5.6)

aln.

5.1.3 Definition: Saturiertes Modell & Devianz

Betrachten die Verteilungsfamilie (fp)peco auf E C R™. Zu jedem k € N sei (Cgfg))ﬁ(k)eB(k) eine durch %) € B

parametrisierte Familie von Abbildungen Cgf,z) : X*) C RF — ©. Dann entspricht jede Familie (gé’fg))ﬁ(k)

zusammen mit (fp)geo einem stochastischen Modell M (%) mit Kovariablen?! x(*) ¢ X*) Komplexitit k und

unbekanntem Parameter %) € B®)_ das heikt 0 = (jng) (x(k')).

Sei nun yi,..,y, € E eine vorgegebene Stichprobe zu den wvollen Kovariablenwerten xi,..,x, € R>, so dass
Pyx; € X* ¥V i =1,..,n fiir jeden Projektor P : R>® — R* auf die ersten k Koordinaten. Fiir k € N sei %) der
entsprechende ML-Schiitzwert im Modell M *)| bzgl. der Kovariablenwerte PpX1, .., Py, € X*) und @(Ql die
daraus definierten Punktprognosen fiir die gleichen Kovariablenwerte (vgl. Abschnitt 4.2.1).

Dann heift das einfachste Modell M %) mit verschwindender Residuenquadratsumme, sprich @(ﬁgl(yl, s Yn) = Yi

Vi=1,..,n, saturiertes Modell zu dieser Stichprobe. Es entspricht gewissermafien dem einfachsten Modell, das

21Es sei angenommen dass Pkle(k) cx® fir jeden Projektor Py ; : RF — R!, | < k auf die ersten ! von k Koordinaten.
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den gesamten Datensatz exakt wiedergibt. Haufig ist es so, dass seine Dimension dem Stichprobenumfang
entspricht.

Betrachtet sei nun der Spezialfall einer Verteilungsfamilie der Form (fp ,)sco, mit so genanntem Dispersions-
ped

parameter?? ¢ und E fo,, nur von ¢ abhéngig. Entsprechend seien fiir das k-te Modell M (%) die unbekannten

Parameter %) € B®) und ¢ € ®, so dass 0 = (gf,z) (x(k)). Ist nun M) das saturierte Modell zur gegebenen

Stichprobe und I®) (3" © | 1, ..,y,) seine Loglikelihood Funktion, so heift

lsat = l(k) (/B\(k)ﬂ ¥ | Y1, 7yn) (57)

saturierter Loglikelihood Wert. Dieser hdngt sowohl von der vorliegenden Stichprobe, als auch vom unbekannten
Parameter ¢ ab! Zu jedem anderen Modell M) (typischerweise j < k) heift

(’9(6(])7@’?41’ ,yn) =2 [lsat - Z(J) (ﬁ(J)790 | Y1, 7yn):| (58)

Devianz (Residuendevianz) des Modells M (), Ausgewertet bei B(j), o heifst sie beobachtete Devianz und héngt
von der vorliegenden Stichprobe und dem Dispersionsparameter ¢ ab.

5.2 Modellwahl im klassischen LM

Eine Zielgrofe sei beschrieben durch das wolle lineare Modell mit Verteilungsfamilie N, ,2, Kovariablen x €
X C {1} x R*~! und unbekannten Parametern 3 € B C R*¥, 62 € (0,00). Zu bestimmen seien nun diejenigen
Kovariablenkomponenten (mdgliche Finflussgrofien) M C {1, .., k}, die wirklich einen Einfluss auf die Verteilung
der Zielgrofte haben.

Jede Wahl M C {1,..,k} an mitbetrachteten Komponenten, entspricht fiir sich genommen einem anderen
Modell der gleichen Zielgrofle, das weniger oder mehr an die beobachteten Daten angepasst ist. In der Hinsicht
ist die Wahl der wirklichen Einflussgréfsen ein Spezialfall des allgemeineren Problems der Modellwahl. Mehr
Informationen zur Modellwahl im linearen Fall finden sich in [6].

5.2.1 Vorwarts- & Riickwértsselektion

Eine gegebenfalls vorhandene Hierarchie !, 22, .., 2% der Einflussgrofen spiegelt sich wieder in einer Hierarchie
zwischen den infrage kommenden Modellen M; := {1,..,1}, | < k. Solch eine Hierarchie, gibt Anlass zur
Modellwahl durch die sogenannte Vorwdrtsselektion, bei der beginnend mit dem einfachsten Modell M7, die
Zahl der Einflussgrofien (Dimension der Kovariablen) bis zu einer bestimmten Abbruchbedingung stiickweise
erhoht wird.

Eine typische Abbruchbedingung kann durch die den Hypothesentest aus Abschnitt 4.2.8 realisiert werden, mit
Hilfe dessen die Hypothese Hy : ;3 = 0, sprich, die Unabhdngigkeit der Zielgrofe von der I-ten Kovariablen-
komponente, anhand des Modells M; getestet wird. Die verwendete Stichprobe bzw. Kovariablenwerte sind fiir
alle Modellkomplexitdten die gleiche:

for [ =2 to k do
Test Hypothesis Hy : ;3 = 0 for Modell M;
if Hypothesis is not rejected then
return Model M;_ 4
end if
end for
return Model M},

Ein &hnliches Verfahren ist das Riickwértsselektionsverfahren, bei dem ausgehend vom vollen Modell M}, die
Modellkomplexitiat geméaf der obigen Hierarchie stiickweise verringert wird:

22Sjehe 4.2.2.
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for [l =k to 2 do
Test Hypothesis Hy : ;3 = 0 for Modell M;
if Hypothesis is rejected then
return Model M,
end if
end for
return Model M;

Beachte: Vorwirts- & Riickwartsselektion fithren nicht unbedingt auf das gleiche Modell.

Leider ist bei den potentiellen Einflussgrofsen im Allgemeinen & priori keine Hierarchie vorgegeben, so dass zu
jeder Komplexitiat 1 <[ < k gleich mehrere Modellméglichkeiten zur Verfiigung stehen. Eine mogliche Losung
stellt folgende Variante der Vorwiértsselektion dar:

M — {1}
for [ =2 to k do R
Choose new variable j ¢ M, such that test statistic §;/0 maximizes for Model M U {j}
Test Hypothesis Hy : ;83 = 0 for Modell M U {j}
if Hypothesis is not rejected then
return Model M
else
M MU {5}
end if
end for
return Model M

5.2.2 Modellwahl durch Minimierung des MSPSE

Der in Abschnitt 5.1.1 eingefiihrte bzw. in Abschnitt 5.1.2 behandelte Prognosefehler MSPSE, lasst sich als
Auswahlkriterium zwischen den moglichen Modellen M C {1, .., k} verwenden. Dabei werden natiirlich stets die
gleichen Kovariablenwerte x1, .., X, +m € X angenommen. Da der wahre MSPSE ; zum Modell M unbekannt ist,
muss er mit Hilfe der vorliegenden Stichproben geschiitzt werden. Letztendlich wird das Modell M C {1, .., k}
ausgewahlt, dass seinen Schitzwert MSPSE),; minimiert.

Folgende Herangehensweisen sind typisch:

1. Sei y1,..,y, die vorhandene, den Kovariablenwerten x1, ..,x,, € X entsprechende Stichprobe. Zu den Kova-
riablen X, 41, .., Xyt wird eine neue Stichprobe y,41, .., Yn+m € F gezogen, und MSPSE; hinsichtlich (5.1)
durch

m

MSPSEy = Ui — Gnsi) (5.9)

i=1

geschétzt, wobei 4,14 die Punktprognosen basierend auf der alten Stichprobe fiir die neuen Kovariablenwerte
Xpt1y -y Xntm sind.

2. Der vorliegende Datensatz yq, .., y, wird im Voraus in zwei Hélften zerlegt. Die erste Halfte wird als Trai-
nierdaten zur Schitzung des Parameters 3 bzw. der Punktprognosen ¥,,+; verwendet. Die zweite Halfte wird
als Validierungsdaten zur Schitzung von MSPSE); wie im Fall (1) verwendet.

3. Der vorhandene Datensatz wird im Voraus in N ca. gleich-grofie Datensétze zerlegt. Zum r-ten Datensatz,
werden die restlichen (N — 1) Datensétze als Trainierdaten zur Vorhersage des r-ten Datensatzes verwendet,
um mit diesem dann gem#f Fall (1) den entsprechenden MSPSE,; zu Schétzen. Aus allen N Schitzwerten,
wird der Mittelwert gebildet und als Vergleichsgrofe zwischen den Modellen verwendet.
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4. Sei RSS); die der Stichprobe yi,..,y, entsprechende Residuenquadratsumme im Modell M C {1,..,k}.
Beziehung (5.6) liefert einen natiirlichen Schiitzer fiir MSPSE (8, 0%; X1, .., Xp; X1, -y Xp )

MSPSE s := RSSas (41, oo, Yn) + 2k - 52 (Y1, s Y (5.10)

der als Vergleich zwischen den Modellen M verwendet werden kann. Dabei sollte 52 die gleiche, mdglichst
unverzerrte Schitzung fiir o2 in allen Modellen sein. Sinnvollerweise wird deshalb 52 als ML-Schitzer im
vollen Modell {1, .., k} geschitzt.

Die Minimierung dieses Schiatzwertes MSPSE ar unter den moglichen Modellen entspricht dabei der Minimie-
rung des sogenannten Mallowschen Komplezititsparameters (Mallow’s CP):

o RSSM(yl; 7yn)

CPur(y1, -, yn) == Tr—— —-n+2k (5.11)

2

wobei auch hier % im vollen Modell geschétzt wird.

5.2.3 Das saturierte lineare Modell
Zu k € Nsei M*) das klassisch, lineare Modell mit Verteilungsfamilie 11,02, Kovariablen xF) e x*) C {1} x RF1,
unbekannten Parametern 3%) € B®) C R*, 42 € (0, 00) und deterministischen Teil tg (x) = BRI x k),

Sei y € R" eine Stichprobe zu den wollen Kovariablenwerten xi,..,x, € R” so dass Pyx; € X fiir jeden

Projektor P : R® — R” in die ersten k& Koordinaten. Seien @\7(1122 die im Modell M*) der Stichprobe y und

Kovariablenwerten Pyx1, .., Pyx, entsprechenden Punktprognosen. Nach Abschnitt 4.2.7 sind
~(k ~(k _
@035 = Xy (X X)Xy (5.12)

mit X € R"** als entsprechende Kovariablenmatrix. Das saturierte Modell?® ist daher das Modell M *) mit
kleinstem k € N, so dass

y € image {X()} . (5.13)

Zu erkennen ist, dass das saturierte Modell im schlimmsten Fall die Komplexitdt n besitzt. Fiir jedes andere
Modell M) ist die beobachtete Devianz gegeben durch

RSS;) 1 o Ty ieT
oy [1— Xy (X)X ) X5 | v - (5.14)

U) —

g

mit RSS(;) als Residuenquadratsumme. Ersetzt man die Werte yi, .., y, durch die unabhéngigen, geméf dem
Modell und den Kovariablenwerten x1, .., x,, verteilten Y71, .., Y, so gilt nach (4.64):

DU 2 (5.15)

Trotz moglicher Behauptungen in mancher Literatur, gilt (5.15) nicht fiir alle verallgemeinerten LM][8].

5.3 Modellwahl in allgemeineren Modellen
5.3.1 Der Likelihood-Quotienten-Test

Sei (Pg)gceo eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen parametrisiert durch 8 € © € R* und ©y C ©. Dabei
seien Og, O offen. Zu n € N definiere die so genannte Likelihood Quotientenstatistik

supgeo £(0 | Y1, -, yn)

Z’L Y1, Yn) = 2-In
( ) supgeo, £(0 | Y1, Yn)

(5.16)

23Sjehe Abschnitt 5.1.3.
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Sei D C R!, I < k offen und v : D — g ein C%-Diffeomorphismus. Sind nun Y, Y, .. unabhiingig, gemiR Py
verteilt, so geht unter Annahme der Nullhypothese Hy : 8 € ©Og:

n—oo

T (Y1, 0 Yo) =5 X (5.17)

[3] Die asymptotische Teststatistik 7,, kann also fiir einen asymptotischen Test der Nullhypothese Hy : 8 € O¢
verwendet werden. Ist Xifl,lfa das (1 — a) Quantil der x7_,; Verteilung, so gilt unter Annahme der Nullhypo-
these:

lim P (T, (Y1, Yn) > X 11-a) = (5.18)
Die Teststatistik 7,, stellt gewissermafien einen Vergleich zwischen den erzielbaren Maximalwerten der Loglike-
lihood Funktion mit und ohne die Einschrinkung 6 € ©¢ dar. Beziechung (5.18) besagt interpretationsgeméfs,
dass eine zu groRe Differenz der beiden Werte, sprich ein Uberschreiten der Schranke xj_; ;_,,, einen starken
Hinweis auf die Unkorrektheit der Hypothese darstellt.

5.3.2 Der Likelihood-Quotiententest im LM

Betrachtet sei das klassische lineare Model /\/'W,z mit unbekannten Parametern 3 € B C RF, o2 ¢ (0, 00)
und Kovariablen x € X C {1} x R¥~!. Die Varianz sei zunichst als konstant angenommen. Zu Testen sei die
Nullhypothese Hy : 8141, -., Bk = 0.

~0 —~
Zu Stichprobenumfang n und konkreten Kovariablenwerten xi,..,x, € X seien 3, & RSSY bzw. 83, & RSS,
jeweils die ML-Schitzer & Residuenquadratsummen fiir 3 mit bzw. ohne die Bedingung Hy. Seien Y ~ N/ Bxi,02
unabhéngig, i = 1,..,n. Dann ist die Statistik

2,2 |Y) L (RSS2 (Y) - RSS,,(Y)) (5.19)
2(Y),02]Y) ¢

verteilt gemdR x7 ;. Ersetzt man den (unbekannten) o? mit dem ML-Schétzer 52 des komplexeren Modells
(sprich ohne Hy), erhdlt man aus (5.19) die Likelihood Quotientenstatistik

_ 1 0
7.(Y) = 72(Y) (RSSR(Y) RSSn(Y)) . (5.20)
Diese erfullt
T.(Y
A (_ Z) ~Fy ik (5.21)

wobei Fj,_; ) die Fisher-Verteilung?* ist. Mit (5.21) lisst sich ein F-Test zur Nullhypothese konstruieren, der
z.B. Modellwahl Anwendung findet.

5.3.3 Definition: Kullback-Leibler-Divergenz

Es seien P, @ Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem messbaren Raum (F,.A) so dass P < Q. Dann heifst

dpP
DKL(P ‘ Q) = ln@ dP (5.22)

E

(falls existent) Kullback-Leibler-Divergenz (oder Kullback-Leibler-Abstand®®) von P nach Q. Ahnlicherweise,
sind p, ¢ zwei Wahrscheinlichkeitsdichten auf dem messbaren Raum (E, .A) bzgl. eines zugrundeliegenden Mafes

24Die Fisher-Verteilung Fp, , ist definiert als Verteilung einer reellen ZufallsgroRe X/Y, wobei mX ~ x2, und nY ~ x2
unabhéngig sind.
25Beachte dass Dk, nicht symmetrisch in seinen Argumenten ist!
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u, so dass {g =0} C {p = 0}, dann heift

DxL(p|lq): /lnp Ing]-pdu . (5.23)
E

(falls existent) Kullback-Leibler-Divergenz von p nach q. Die KL-Divergenz ist stets nicht-negativ, und es gilt
Dk (P | Q) = 0 genau dann wenn P = Q.

5.3.4 Das Akaike Informationskriterium (AIC)

Betrachten Klasse an Wahrscheinlichkeitsdichten (fg)oco auf R (Modell). Sei g ebenfalls eine Wahrscheinlich-
keitsdichte (Realitdt) auf R so dass {f = 0} C {g = 0}. Dann heifst

Dxi(g| fo:0€0):= inf Dicr (g1 fo) (5.24)

Kullback-Leibler-Divergenz von g nach (fg)gco. Sei nun © C RF offen, £,, die Likelihood Funktion und §n der ein-
deutige ML-Schétzer des Modells (fg)geo zu Stichproben mit Umfang n € N und g, (y) := [T, 9(y"), y € R™
Es sei angenommen das ein eindeutiges fk1, € © existiert, so dass

D1, (9| fox) =DxrL(g| fo:0€0©) . (5.25)

Sind Y7, Y5, .. unabhéngige, geméf g verteilte Zufallsgrofen, so lasst sich unter geeigneten Regularitdtsvoraus-
setzungen zeigen, dass

0, (Y1,..,Y) "= 0k, (5.26)
p
und

Dx1[gn | Lo (60)] := / 9n(y) mﬁ[gn(w dy "= Dxki(g| forw) + (5.27)

J n[0n(y) |y] 2

ML-Schétzungen minimieren sozusagen den Kubblack-Leilber-Abstand des Modells zur Realitdt.

Ist y1, .., yn eine Stichprobe unabhéngiger, gemif g verteilter Zufallsgrofen, so ist ein geeigneter Schétzer zur
(unbekannten) Divergenz Dy, [gn | L, (Hn,)] gegeben durch

Dkt [gn | £0(82)] = —1(0n(y1, - ) | yl,..,yn)+k+/gn(y)lngn(y) dy (5.28)
]R'n.

so dass fiir die vorgegebene Stichprobe yy, .., ¥, (und geniigend grofse n), das beste Modell dasjenige ist, das das
so genannte Akaike Informationskriterium (AIC)

XI\C(yla 7yn) ==2- l(9 (ylv . ,yn) | Y1, 7yn) + 2k (529)

minimiert. Haufig, aber nicht immer, liefern das AIC und Mallows CP (5.11) das gleiche beste Modell. Dazu
kommt, dass die Wahl des letzteren abhéngig von der Stichprobe und damit letztendlich zufdllig ist.

5.4 Uberdispersion

5.4.1 Definition: Uberdispersion

Das Vorhandensein einer Variabilitdt der Messdaten weit iiber dem vom zugrunde liegenden Modell vorherge-
sagten Wert, heifst Uberdispersion. Dies ist haufiger bei einfacheren Modellen der Fall, in denen die Verteilungs-

familie zu wenig freie Parameter enthélt um die Varianz der empirischen Daten vollstandig wiederzugeben (z.B.
einfache Poissonfamilie). Die Uberdispersion betrifft daher hauptséchlich den stochastischen Teil des Modells.
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Alternativ zur Erhéhung der Modellkomplexitét, kann dieses Problem durch eine Angabe allein einer Erwartungswert-
Varianz Beziehung der Verteilung behandelt werden, z.B. in der Form

Cov(Y) =¢ - V(EY) (5.30)

mit der Varianzfunktion V : R™ — R™*™ als hinreichend glatte Funktion und ¢ als sogenannten Uberdispersi-
onsparameter. Beachte die Ahnlichkeit zur Exponential-Dispersionsfamilie 3.2.1, wo genau V(EY) = 83A| 0(EY)"
Im allgemeinen lisst sich allerdings durch (5.30) nicht auf die urspriingliche Exponential-Dispersionsfamilie (bzw.

allgemeine Verteilungsfamilie) schliefen.

In den meisten Fillen ist EY = pg(z), gemék dem deterministischen Modellteil abhéingig von einer Kovariablen
2 € X und einem (unbekannten) Regressionsparameter 5 € B. Sowohl § als auch ¢ miissen dann anhand der
Stichproben geschétzt werden.

5.4.2 Definition: Quasi-Likelihood-Funktion

Betrachtet sei ein Modell mit gegebenem deterministischen Teil EY = ug(x), Kovariablen = € X, Regressions-
parameter 3 € B C R*, ohne festgelegte Verteilungsfamilie. Unter Verwendung einer Varianz-Erwartungswert
Beziehung wie in (5.30), lisst sich?® ohne Voraussetzung einer entsprechenden Verteilungsfamilie, fiir gegebene
Stichprobe y1, .., y, zu konkreten Kovariablenwerten 1, ..,z, € X die so genannte Quasi-Likelihood-Funktion

n L
Yi — 2
lQ(lJ’lw'w/J'TL | yla-'vyn . Z/SO 7,‘/' /'L dz (531)

in Analogie zur bekannten Loglikelihood Funktion definieren[4, 5]. Fasst man die u; := pg(x;) als Funktionen
der (festen) Kovariablen x; und des Regressionsparameter 3 € B C R* auf, so wird

lq(ﬁ | Y1, ~-ayn) = K(Nﬁ(x1)7 ">Nﬁ(xn) | Y1, ~-7yn> (532)

zu einer Funktion des Parameters 3 mit Ableitung

Oy~ yi—pplzi)  Oug(z)
Sq(Bly1s-syn) = B Zlﬁp'V(Nﬁ(mi))' B (5.33)

in voller Analogie zur Score Funktion (4.31) im Falle einer Exponential-Dispersionsfamilie. Die Funktion (5.33)

wird daher Quasi-Score Funktion genannt. Die Losung der Quasi-Score Gleichung ergibt einen Schitzwert 3,
fiir den unbekannten Parameter 3, der unabhéngig vom Dispersionsparameter ¢ ist.

Beachte: In diesem Modell wird nicht angenommen dass die Quasi-Likelihood Funktion aus einer Vertei-
lungsfamilie resultiert, insbesondere auch nicht, dass die Zielgroke Exponential-Dispersiv verteilt ist. Die Quasi-
Likelihood Schétzmethode kann eingesetzt werden, wo zwar eine genaue Kenntnis der Verteilungsfamilie der
Zielgrofe fehlt, jedoch ein Zusammenhang zwischen Varianz und Erwartungswert vermutet wird. Unabhéngig
davon, wird natiirlich stets ein deterministischer Teil benétigt.

Der Schitzwert Bq(yl, ..y Yn) héngt zwar bei gegebener Stichprobe nicht vom Dispersionsparameter ¢ ab, doch

sehr wohl die Verteilung des Schétzers Eq(Yl, . Yy). Ist z.B. Bq(y) = By linear abhéngig von der Stichprobe
y € R™ wobei B € R¥*" | 5o gilt

EB,=BEY , Cov(B,) =BT Cov(Y)B , (5.34)
xp

wie schon im linearen Modell 4.2.7 der Fall war.

26Wobei wir uns im folgenden auf reelle Zufallsgréfen beschrinken.
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6 Kontingenztafeln

6.0.3 Definition: Kontingenztafel

Eine Auflistung gemessener (relativer) Hiufigkeiten von Kombinationen bestimmter qualitativer Merkmale (Fak-
toren, Kenngrifien) der Untersuchungsobjekte heilt Kontingenztafel. Die einfachste Form einer Kontingenztafel
wére eine N X M Tabelle von Haufigkeiten, entsprechend der N x M moglichen Kontingenzwerte zweier Kenn-
grofen, die jeweils N und M Werte annehmen kénnen.

Tabelle 6.1 stellt ein Beispiel einer 2-dimensional Kontingenztafel dar.

Weiblich Ménnlich  Hermaphrodit | Zeilensumme
Blau ) 3 0 8
Braun 34 40 1 75
Schwarz 30 27 1 58
Griin 6 2 0 8
Spaltensumme 75 72 2 149

Abbildung 6.1: Fiktives Beispiel einer Kontingenztafel
bzgl. des festgestellten Geschlechts und Augenfarbe bei 149
untersuchten Personen.

Sowohl die gemessenen Haufigkeiten als auch deren Gesamtzahl sind im allgemeinen Zuféllig! Deren Verteilung
bzw. mogliche Korrelation der Kenngroften gilt es dann aus vorgegebenen Kontingenztafeln zu bestimmen.

Die Anzahl der betrachteten Merkmale entspricht der Dimension der Kontingenztafel. Im Falle einer Dimension
grofer als 2 werden Kontingenztafeln schnell uniibersichtlich und mégliche Zusammenhénge sind oft nur schwer
zu erkennen.

6.1 Stochastische Modellierung bei fester Gesamtzahl
6.1.1 Multinomialmodell

Betrachten die Verteilung von k € N Kenngrofen, die jeweils die Werte 1, ..,7; annehmen konnen, j = 1,.., k.
Deren Verteilung sei modelliert durch die, zunéchst nicht unbedingt unabhéngigen, Zufallsgrofen Xi, .., Xj.

Seien nun
Y;h--,ik s ij S {1,..,7’]'}, j S {1,..,]6} (61)

die (zufdlligen) Hiufigkeiten mit der die Tupel (i1, .., i) als Werte der Kontingenzwerte (X7, .., X}) nach N
unabhéngigen Versuchen eintreten. Dann ist deren Gesamtheit (Kontingenztafel) multinomialverteilt mit Wahr-
scheinlichkeiten

pil;nﬂ‘k Z:P(Xl :il,..,Xk :ik) 5 (62)
das heiftt
r N (pil Zk)yq”‘
,P((Yl,.‘,la"7YT1P.,T)‘-,) = (yl,..,lvnvym,..,'r‘k)) = N! H H ﬁ . (63)
i1=1 =1 Lt

Unbekannte Parameter des Modells sind hier genau die Wahrscheinlichkeiten p;, . ;. Deren Kenntnis wiirde
unter anderem auch mogliche Abhéngigkeiten zwischen den Kenngrofen aufdecken. Viele Ergebnisse aus Ab-
schnitt 4 kénnen hier sofort angewandt werden, wobei man beachten sollte dass die Zielgrofe hier die gesamte
Kontingenztafel ist, deren Verteilung durch die Einzelwahrscheinlichkeiten p;, ;. gegeben ist. Dabei gilt per
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Konstruktion die Einschriankung

Z Z Pivi, =1 . (6.4)

i1=1  ip=1

6.1.2 ML-Schitzung der Einzelwahrscheinlichkeiten im Multinomialmodell

Zu gegebener Realisierung (y;,. 4, ) der Kontingenztafel aus 6.1 lautet nach (??) die Loglikelihood Funktion
71 Tk
l((plllk) ‘ (yll’bk)) =InN!'+ Z T Z [ylllk lnpiy-ik —In [ylllk']:| : (65)
ii=1 =1

Die ML-Schétzwerte fiir p;, ;, ergeben sich durch Maximierung von (6.5) unter der Nebenbedingung (?7?), mit
Hilfe der Methode der Lagrange Multiplikatoren als

Yi, :
’N““ . 4 ed{l, ., (6.6)

- —
Diy.4y =

was genau der intuitiven Erwartung entspricht. Insbesondere stimmen die Prognosen 4, i, = Di, i), - IV fiir eine
wiederholte Messung der Kontingenztafel mit der urspriinglichen Uberein, sprich, das Modell ist saturiert mit
saturiertem Loglikelihood Wert

™1 Tk
Yiy.i
lsat ((ylllk)) =InN!+ Z e Z [y211k In N = —In [yi1..’ik ']] . (67)

=1  ip=1

Unter der Nullhypothese Hy der Unabhéngigkeit der Kenngrofen X, .., X; muss gelten

k
Ho : piyay =[] 0], (6.8)
=1
wobei
plo=P(X;=145) , i €{l,.m5} - (6.9)

Die Loglikelihood Funktion (6.5) nimmt unter Hy die Form

1 Tk
lH, ((Pz]) | (Yir.i)) = I N + Z Z |:y’blzk Inpj, .. Pfk —In[yi, 4, ']} . (6.10)

i1=1 ip=1

an. Die ML-Schétzer fir pfj bzw. p;, i, ergeben sich durch deren Maximierung unter den Einschrinkungen

T
dorl=1, j=1,.k (6.11)
ij=1
gemafs
(i)
A AN 6.12
Pi, N (6.12)
bzw.
1k
ﬁil.-’ik Hy = m H EJ(ZJ) (613)
j=1
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wobel

Tj—1 Ti+1

: Z Z Z Z Ysi..s5 1058 41..5k (614)

S1= 1 Sj—1= 1SJ+1 1 Sk—

Die beobachtete Devianz ergibt dieses sich fiir dieses Modell als

D g, =2 [loae = U ((Prr.is )] = 2 Z Z Yir i - []\[5'] (6.15)

Z]l Zkl

N—oo

wobei unter Annahme der Nullhypothese D’ H X%ﬁ Deo(rp—1)"

6.2 Stochastische Modellierung bei zufalliger Gesamtzahl
6.2.1 Poissonmodell

In Abschnitt 6.1 wurde davon ausgegangen, dass die Kontingenztafel durch die Beobachtung von N unabhén-
gigen Kopien des Versuchsobjektes, sprich, N unabhéngigen Versuchen, konstruiert wird. Dies ist z.B. bei einer
Befragungsreihe von N Versuchspersonen oder einer Untersuchung einer festen Exemplarzahl bei Produktions-
linien der Fall. Es kénnte jedoch sehr wohl eine Situation vorliegen, in der die erfasste Personenzahl an sich
auch zufillig ist.

Betrachten dazu den typischen Fall, dass N Poissonverteilt ist mit Erwartungswert N. Dann sind die einzelnen
Haufigkeiten Y;, ;. auch poissonverteilt mit Erwartungswerten w;, ;, := N - p;, i, , das heifit

(N piya)t (6.16)

° e_ﬁpil..ik
PVirin = i) = D PViin = Yiroia | N =) = ————

]
Yiy.ip-
N=Yij..ip Lotk

Die Schiitzung der unbekannten Modellparameter N, p;, ;, unter der Nebenbedingung (6.4) ist dabei dquivalent
zur Schétzung der p;, ., -

6.2.2 ML-Schitzung der Einzelerwartungswerte im Poissonmodell

Zu gegebener Realisierung der Kontingenztafel (y;, ;) ist im Modell aus 6.2.1 die Loglikelihood Funktion
gegeben durch

l((:ulllk) yll lk Z Z Yiy iy lnlull ik —In [yll lk] My . 1k] . (617)

211 7,)¢1

Die ML-Schétzwerte fiir u;, ;, ergeben sich durch Maximierung von (6.17) als

Hiy i = Yiy in (6.18)

ganz analog zu Abschnitt 6.1.2. Das Modell entspricht daher dem saturierten mit saturiertem Loglikelihood
Wert

lsat = Z Z Yiy iy - 10 Y, i, — In [yn wc] Yiy. zk] . (6.19)

11=1 =1

Unter der Nullhypothese Hy der Unabhéngigkeit der einzelnen Kenngréffen muss analog zu Abschnitt 6.1.2
gelten

k
Hy : iy = [ ¥ (6.20)
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wobei
VN P(X;=ij) , i;e{l, ) . (6.21)
Die Loglikelihood Funktion (6.17) nimmt in diesem Modell die Form
k
Lr, ((Vj) (Yiy in ) Z Z Yiy i Zlny —1In [y, i, H (6.22)
=1 =1 j=1

an. Durch Maximierung von (6.22) erhalt man die ML-Schétzer fir die v;, 4, bzw. fiir N,pil,jj gemaf

-1

i -~ L 85()
ng = H Z Véz ’ Zj (Zj) = J(kfjl) (623)

14 si=1 N
bzw.
k k N r1 Tk
~ ~j —k . -~ ~
il g, = 117, = N5 112560 0 Nl =D D fna=N (6.24)
j=1 j=1 =1 ip=1
wobei

N = Z th i (6.25)

7k1

die Grofse der Stichprobe und ¥;(i;) wie in (6.14) definiert ist. Schlieklich erhélt man fiir p;, ;, die Schitzwerte

~

. 1o~ 1 .
pil..ik‘Ho =N""! 'Mz‘l..ik|HO = Nk H 3;(i5) (6.26)

in voller Ubereinstimmung mit Abschnitt 6.1.2. Die beobachtete Devianz dieses Modells ergibt sich als
D= 2|:lsat - lHo ,uzl Ak i| Z Z Yiy.ip * [W] (627)
i1=1 ip=1 ’uil"i"'}Ho

und ist gleich der beobachteten Devianz (6.15) im Multinomialmodell mit vornherein fester Beobachtungszahl
N.
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