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Aufgabe 02
Substituieren

αk :=
|ξk|( ∞∑

k=1

|ξk|p
) 1

p

, βk :=
|ηk|( ∞∑

k=1

|ηk|q
) 1

q

Dann folgt mit der Young-Ungleichung

αkβk ≤
αpk
p

+
βqk
q

die Beziehung

∞∑
k=1

αkβk ≤
1
p

∞∑
k=1

apk +
1
q

∞∑
k=1

βqk

⇒ 1( ∞∑
k=1

|ξk|p
) 1

p

· 1( ∞∑
k=1

|ηk|q
) 1

q

·
∞∑
k=1

|ξkηk|︷ ︸︸ ︷
|ξk| |ηk| ≤

1
p
· 1
∞∑
k=1

|ξk|p
·
∞∑
k=1

|ξk|p +
1
q
· 1
∞∑
k=1

|ηk|q
·
∞∑
k=1

|ηk|q =
1
p

+
1
q

= 1

⇒
∞∑
k=1

|ξkηk| ≤

( ∞∑
k=1

|ξk|p
) 1

p

·

( ∞∑
k=1

|ηk|q
) 1

q

1



Aufgabe 03

Für p > 1 sei q > 1 so dass
1
p

+
1
q

= 1 ist. Dann folgt:

∞∑
k=1

|ξk + ηk|p =
∞∑
k=1

|ξk + ηk| · |ξk + ηk|p−1 ≤
∞∑
k=1

|ξk| |ξk + ηk|p−1 +
∞∑
k=1

|ηk| |ξk + ηk|p−1

Hölder
≤

( ∞∑
k=1

|ξk|p
) 1

p

·

( ∞∑
k=1

|ξk + ηk|(p−1)q

) 1
q

+

( ∞∑
k=1

|ηk|p
) 1

p

·

( ∞∑
k=1

|ξk + ηk|(p−1)q

) 1
q

(p−1)q=p
=


( ∞∑
k=1

|ξk|p
) 1

p

+

( ∞∑
k=1

|ηk|p
) 1

p

 ·
( ∞∑
k=1

|ξk + ηk|p
) 1

q

⇒

( ∞∑
k=1

|ξk + ηk|p
) 1

p

=

( ∞∑
k=1

|ξk + ηk|p
)1− 1

q

≤

( ∞∑
k=1

|ξk|p
) 1

p

+

( ∞∑
k=1

|ηk|p
) 1

p

Bemerkung: Für p = 1 gilt die Ungleichung ohnehin (Dreiecksungleichung).

Aufgabe 04
Seien o.B.d.A ξk 6= 0. Damit die ξk absolut konvergent sind, muss sowieso gelten ξk → 0. Definieren somit ξ := max

k
{|ξk|}.

Betrachten die Funktion f : [1,∞)→ (0,∞) definiert durch

f(x) :=

( ∞∑
k=1

|ξk|x
) 1

x

Annahme: Ableitung und Summation können vertauscht werden.
Dann ist deren Ableitung gegeben durch:

df

dx
(x) = f(x) ·

 1

x
∑
k

|ξk|x
·

(∑
k

|ξk|x ln |ξk|

)
− 1
x2

ln

(∑
k

|ξk|x
)

=
f(x)

x2
∑
k

|ξk|x︸ ︷︷ ︸
>0

·

[
x
∑
k

|ξk|x ln |ξk| − ln

(∑
k

|ξk|x
)
·
∑
k

|ξk|x
]

Wegen

ln

(∑
k

|ξk|x
)
≥ ln

(
ξ
x
)

= x ln
(
ξ
)
→ ln

(∑
k

|ξk|x
)
·
∑
k

|ξk|x︸ ︷︷ ︸
>0

≥ x
∑
k

|ξk|x ln
(
ξ
)
≥ x

∑
k

|ξk|x ln |ξk|

ist
df

dx
(x) ≤ f(x)

x2
∑
k

|ξk|x
·

[
x
∑
k

|ξk|x ln |ξk| − x
∑
k

|ξk|x ln |ξk|

]
= 0

das heißt f ist monoton fallend. Somit ist klar, für q > p ≥ 1 ist

f(q) ≤ f(p)
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Variante

Der Fall ξi = 0 ∀ i ist trivial. Sei also ξi 6= 0 für irgendein i.
Betrachten zuerst den Fall (∑

i

|ξi|p
) 1

p

= 1

Dann sind alle |ξi| ≤ 1 und es ist(∑
i

|ξi|p
) 1

p

= 1 =
∑
i

|ξi|p =

(∑
i

|ξi|p
) 1

q |ξi|≤1

≥

(∑
i

|ξi|q
) 1

q

Ist andernfalls

M :=

(∑
i

|ξi|p
) 1

p

6= 1

so setzen wir ηi :=
ξi
M

, so dass gilt: (∑
i

|ηi|p
) 1

p

= 1

Unter Anwendung des vorigen Falls folgt(∑
i

|ξi|p
) 1

p

= M ·

(∑
i

|ηi|p
) 1

p

≥M ·

(∑
i

|ηi|q
) 1

q

=

(∑
i

|ξi|q
) 1

q
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