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7.4.4 Spektralsatz



1 Vorwort

1.1 Was dies ist

Hierbei handelt es sich um Aufzeichnungen des Stoffes der im SS 2008 an der FSU Jena von Dr. Rainer Oloff im Fach
Spektraltheorie gelehrt wurde.

1.2 Verbesserungen

Ich werde immer mal dieses Skript verbessern bzw. erweitern. Im Falle von Fehlern, ist mir Bescheid zu sagen das beste was
du machen kannst da so alle davon profitieren kénnen. Wissen ist das einzige auf dieser Welt das vom Teilen mehr wird!
Ich bin zu erreichen unter stilianos.louca@apfel.uni-jena.de, ohne das Obst.



2 Metrische Raume

2.1 Kompakte Mengen
2.1.1 Definition: Kompaktheit

Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes ist kompakt, wenn sich in jeder Familie (G;);er offener Mengen G; mit M C U G;
iel

(offene Uberdeckung) endlich viele G, .., G5, mit M C U G, (endliche Uberdeckung) finden lassen.
k=1

2.1.2 Uberdeckungssatz von Heine-Borel
Jedes abgeschlossene (beschrénkte) Intervall [a,b] C R ist kompakt.
Beweis: Sei [a,b] C U G;, G, : offen und
iel
M :={c € [a,}] : [a, ] lasst sich durch endlich viele G; tiberdecken}

Es gilt: a € M also M # (. Doch M ist (per Konstruktion) nach oben beschrinkt — d := sup M und d € [a,b] da [a, b
abgeschlossen ist — 3 Gy mit d € Gy.

Doch dieses G}, ist offen, insbesondere nach links, das heifst fiir den Fall d > a : 3¢ > 0 mit [d — ¢, d] € Gi. Doch [a,d —¢] ist
iiberdeckbar mit endlich vielen G;, also auch [a, d]. Fiir den Fall a = d ist dies natiirlich klar. Also ist auf jeden Fall d € M.
Es bleibt also zu zeigen: d = b. Indirekt:

Annahme: d < b. Dann gibt es ein € > 0 mit

[d—e,d+¢] C (GrN]a,b])

da Gy offen. Doch dann ist auch [a,d + €] durch endlich viele G; iiberdeckbar, und d # sup M, was ein Widerspruch ist!
Somit muss d = b sein und [a, b] ist iiberdeckbar durch endlich viele G;. O

2.1.3 Definition: Folgenkompaktheit

Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes ist Folgenkompakt <= Jede Folge aus M besitzt eine in M konvergente Teilfolge.

2.1.4 Satz von Bolzano Weierstrafs

Jedes Intervall [a,b] C R ist folgenkompakt.

Beweis: Analysis |

2.1.5 Definition: Prakompaktheit
Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (F,d) ist Prikompakt :<
Ve>0:3z,.,ap € E:MC UB?(SCZ) , Bl(x;):={zxe€ FE|dx;,z) <e}
i=1
Bemerkungen:

a) Ist M kompakt, so ist sie auch Prikompakt.
Beweis: Das System (BZ(x)),c,, iiberdeck ganz M. Doch ist M kompakt, so gibt es auch endlich viele davon die M
iiberdecken.

b) Ist M Priakompakt, und M’ C M, so ist auch M’ Prikompakt.

¢) In der Definition von Priakompaktheit, kann auch x1,..,x,, € M gefordert werden, ohne den Begriff zu dndern.



2.1.6 Satz iiber kompakte und folgenkompakte Mengen
Jede kompakte Teilmenge M ist auch folgenkompakt.

Beweis: Sei M kompakt und (z,,) eine Folge aus M.

e Konstruieren Mengenfolge:
F, = {&n,Zpy1, ...} : abgeschlossene Hiille von {z,,Zni1,...}
Diese Folge abgeschlossener Mengen F;, ist monoton fallend, das heifst F,, D F,11.
e Behauptung:

(ﬁFn>mM;«é®

n=1

Beweis der Behauptung: Machen die Annahme: (ﬂ Fn> N M =0 also
n=1

M C (ﬁ Fn) = <[j Fﬁ) : offen, da F); offen
n=1

n=1
Da M kompakt ist, existieren ny < ne < .. < ng mit

k
M C U Fy = Fy. (%) :da F;; monoton wachsend
i=1

doch z,, € M und z,, € F,, — w,, ¢ F;;, was ein Widerspruch ist! Also ist die Behauptung wahr.

oo
e Konstruieren jetzt eine Teilfolge (zy, ),, die gegen x konvergiert. Wahlen dazu ein x € (ﬂ Fn) N M. Insbesondere ist

n=1

dann x € Fy und {z1, x9, ..} ist dicht in F;. Wahlen ein ny mit d(zp,,x) < 1. Analog ist € Fy,, +1 und {n, 11, Tn,+2, -}

1
dicht in F,,, ;1. Wihlen ny > ny mit d(x,,,z) < 5 Analog kann man ng > nowéhlen, mit d(x,,,z) < 3 u.s.w. Haben

1
also eine Teilfolge (), mit d(z,,,z) < Z d.h klim ZTn, = € M gefunden. [

2.1.7 Satz iiber folgenkompakte und prikompakte Mengen
Jede folgenkompakte Menge M ist auch prakompakt.

Beweis: Sei M folgenkompakt. Annahme: M ist nicht prikompakt, das heifst 3 € > 0 so dass M nicht mit endlich
vielen Kreisscheiben B?(x) tiberdeckbar ist. Wahlen ein z; € M und 2o € M \ B2(z1). Wéhlen daraufthin ein z3 € M \

n—1
(B2(x1) U B2(x2)) u.s.w. Allgemein wihlen x,, € M\ U B?2(x;). Dies ist immer moglich, da M nicht prikompakt ist. Haben
i=1
somit eine Folge (x,) konstruiert, mit d(x;,x;) > € fiir ¢ # j. Somit ist auch jede Teilfolge nicht Cauchy und somit nicht
konvergent. Also ist M nicht folgenkompakt was ein Widerspruch ist. Somit muss M prakompakt sein. O

2.1.8 Satz iiber prikompakte und vollstindige Mengen
Jede priakompakte und vollstindige Menge ist kompakt.



Beweis: M sei prakompakt und vollstéandig.

e Sei
M C UG‘I’ G, : offen
acA

n
Zu zeigen ware 3 aq, ..,y € A mit M C U G, .
i=1

e Annahme: Es existiert keine endliche Uberdeckung. Konstruieren eine Folge (x,) die sich als Cauchyfolge erweist.
Wahlen ein z1 € M so dass sich B (z1) N M nicht durch endlich viele G, iiberdecken lésst. Solch ein z existiert, da
2

sonst jede Menge B (z) N M durch endlich viele iiberdeckt werden kénnte. Und da M priakompakt ist, wire dann auch
M mit endlich vielen G,, iiberdeckt.

Wiéhlen x5 € BO (x1) N M, so dass sich B" (z2) N Bo N M nicht durch endlich viele G, iiberdecken ldsst. Solch ein
T2 existiert, da sonst jede Menge BO( ) ﬂ B” (21) ﬂ M durch endlich viele G, iiberdeckt werden konnte. Doch da
B‘% (x1) N M prakompakt ist, wére dann auch B5 (x1) N M durch endlich viele G, iiberdeckbar was der Wahl von x4

widersprache.
e Setzen dieses Spiel fort, und erhalten so eine Folge (x,,) mit:
fanB (:cn )N ~~ﬂB%’(z1)ﬂM
— Die Menge Bﬁ (xp)N N B% (x1) N M lésst sich nicht durch endlich viele G, tiberdecken.

Die Folge () ist eine Cauchyfolge. Denn sei m > n, dann ist z,, € B% (z,) also d(zm,z,) < 2% Fiir jedes e > 0
on

1
lasst sich immer ein N finden so dassV n > N : on < € ist.

Da M vollsténdig ist, konvergiert (z,) in M:
T, — To € M C U G,
acA
also zg € G,
e Wilklen ein € > 0 mit B2(xg) C G,,. Fiir geniigend grofe n gilt: x,, € B¢ (x0) und B% (z,) C B2(xo) C Gg4,. Damit
27T

ist B% () durch ein G,, iiberdeckt. Doch dann ist auch B% (z,) N---N BS(z1) N M durch G,, iiberdeckt was der
Pl 2m 2

Konstruktion von x,, widerspricht!
Somit muss es eine endliche Uberdeckung von M geben. [

2.1.9 Satz iiber folgenkompakte Mengen
Jede folgenkompakte Menge M ist vollstandig.

Beweis: Sei M folgenkompakt und (x,) C M eine Cauchyfolge. Dann 3 eine Teilfolge (z,, ) mit x,, — z¢ € M. Sei nun
¢ > 0. Dann wahlen N € N mit d(z,, z,) < % fiir m,n > N und ein k € N mit d(x,,,zo) < % und ng > N. Dann gilt fiir

n > ng:
d(xn, ) < d(xp, Tpn,) +d(xn,,20) <e O
—_—— ———

<3 <3
Folgerung: Aus Sétzen 2.1.7, 2.1.9 und schlieflich Satz 2.1.8 folgt: Jede folgenkompakte Menge ist kompakt. Zusammen
mit Satz 2.1.6 folgt also die Aquivalenz der Aussagen {iber eine Menge M:
e M ist kompakt.
e M ist folgenkompakt.

e M ist prakompakt und vollstandig.



2.2 Der Raum C(M)

M sei ein kompakter metrischer Raum.

2.2.1 Definition: C(M)
C(M) sei der lineare Raum aller stetigen, reellwertigen Funktionen in der kompakten Menge M.

Bemerkungen: Jede stetige Funktion auf einer folgenkompakten (also auch kompakter) Menge ist gleichmifig stetig,
beschrankt und nimmt ihr Supremum und Infimum an. Der Raum C(M) ist somit ausgestattet mit einer Norm

[fllo == ISl := sup [f(x)]
xeM
bzw. einer Metrik
d(f,g) = |If = gll = sup |f(z) — g(z)|
xeM
Dadurch erhélt man den Begriff der gleichmdfligen Konvergenz von Funktionen. Analog definiert man C™(M) C C(M) als
den Raum aller m-mal stetig differenzierbaren, reellwertigen Funktionen in M.
2.2.2 Lemma iiber die Vollstindigkeit von C™ (M)
1) (C(M), ||| ,) ist vollsténdig.

2) (C™(M),|||loo) ist fiir m > 1 nicht vollsténdig.
Beispiel: Betrachten die Funktionenfolge

z,(t) = <t2 + i)é

in C'([—1,1]). Diese konvergiert bzgl. ||-|| . gegen |-|. Jedoch ist |-| nicht differenzierbar.
3) Allgemein gilt jedoch: In der Norm

11 =30 ||
k=0 <

ist (C"‘(M)7 ||~H(m)> vollsténdig. Gleiches gilt auch fiir die (dquivalente, vgl. 4.1.4) Norm

RS )

= sup
0<k<p

oo

2.2.3 Satz von Dini
Eine Folge von reellen Funktionen f,, € C(M), die punktweise und monoton gegen f € C(M) konvergiert, konvergiert sogar
gleichméfig gegen f.
Beweis: Sei fi(z) < fa(z) < -+ < f(z) und fo(x) — f(x) Vo € M. Sei € > 0 und
Gni={zeM| f(z) - fulz) <c}
Es ist G, offen, da Urbild der Menge (—o00,e) C R bzgl. der Funktion f(x) — f,(x). Auferdem ist:

Mc|JGundaVeeM:3G, 3
neN
k
Da M kompakt ist, existieren endlich viele G,,, mit M C U G, . Die Folge G, hingt aufferdem monoton wachsend von n

i=1
ab: Gy, C Gpt1, also M C Gy, . Das heifst

VeeMVn>ng: f(x)— folx) <e — |f(x) = falz)] <€

= ||f = full = sup [f(z) = fu(z)| <e Yn>n, O
reM
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Der Weierstrafische Approximationssatz

Sei M ein kompakter metrischer Raum.

2.2.4 Kilassisch: Der Weierstraftsche Approximationssatz

Jede auf dem abgeschlossenem Intervall [0, 1] stetige, reellwertige Funktion f, lasst sich gleichméfig durch Polynome appro-
ximieren. Das heifst: Die Polynome sind dicht in [0, 1]. Das leisten die so genannten Bernstein Polynome:

By(x) = Z (Z) f (i) 2¥(1 — 2)"* (ohne Beweis)

k=0

Im folgenden wird eine allgemeinere Formulierung des oberen Satzes bewiesen.

2.2.5 Definition: Linearer Verband

Ein linearer Verband in C(M) ist eine Teilmenge V' C C(M) mit den Eigenschaften:
e Linearitit: Fir A,y € Rund f,g € Vist auch A\f + pg e V
e Fir f € Vist auch |f| €V

Beispiel: Der Raum C(M) ist ein linearer Verband.

2.2.6 Satz iliber lineare Verbiande
Sei V ein linearer Verband und f,g € V. Dann gilt:
e max{f, g} € V mit max{f, g}(z) := max{f(z),g(x)}

e max{f, g} € V mit min{f, g}(z) := min{f(z), g(x)}
Beweis: Der Satz folgt direkt aus der Tatsache:

sl . 9}) =m0t} = LELE ) W) ool _ [ 140, 1ol
ev

i, 5)(2) = min{ (e ()} = LELFIE) U)o _ (1 _ Vol
ev

2.2.7 Definition: Trennende Funktionenmenge

Eine Teilmenge W C C(M) trennt die Punkte von M, wenn zu jedem Paar z,y € M verschiedener Punkte, ein f € W
existiert, mit f(z) # f(y).

2.2.8 Satz iiber trennende Mengen

In einem linearen Teilraum W C C(M) der die Punkte trennt und die Funktion 1 enthélt, findet man zu x # y und Zahlen
A €Rein f e W, sodass gilt: f(x) =X und f(y) = u.

Beweis: Wihlen g € W mit g(x) # ¢(y) und setzen:

oy 9B —g@)
/) '_)‘Jrg(y)*g(x)(u N

Dann erfiillt f die gesuchte Eigenschaft und ist in W. O
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2.2.9 Satz von Stone
Ein linearer Verband V' C C(M) der die Punkte von M trennt und die Funktion 1 enthilt, ist dicht in C(M).

Beweis: Sei f € C(M) und € > 0. Gesucht ist eine Funktion ¢ € V mit d(p, f) = ||l¢ — f]| < e.

e Zu z,y € M wahlen wir fy,, € V mit f,,(z) = f(z) und fz(y) = f(y) (vgl. Satz 2.2.8) und setzen
Gmy = {Z eM ‘ fry(z) > f(Z) - 5}

Dann gilt: G, ist offen, denn Gy = (foy — f)_1 (—€,00) ist Urbild einer stetigen Funktion von einer offenen Menge.
Insbesondere sind z,y € Gy da foy(2) = f(2) , fay(y) = f(y). Somit ist

M= ]Gy VaeM
yeM

Da M kompakt ist, gibt es sogar endlich viele y,..,y, € M mit
n
M |Gy,
i=1

e Setzen jetzt fiir x € M:
fx = max{fxy1a'~~7fzyn} eV

Jede Funktion f, hat die Eigenschaften:
fol2) > f(z) meVzeM A fole) = f(z)

Nennen wir

Goi={ze M| fu(2) < f(z) +&}
(Fa=D) 7} (—006)

so ist G offen und x € G,. Somit folgt
M k Kt
Mc |J e " ET G,
reEM i=1
fiir geeignete x1, .., Ty,.

e Setzen wir nun schliefslich:
p(2) = min{fs, (2), ..., fo,.(2)}
so ist ¢ € V und erfiillt die Eigenschaften

w(z) > f(z)—e N ()< f(z)+e VzeM

also
le—fll<e O

Hilfssatz

Die Polynome
1
Po(t) = Pra(t) + 5 (t? = P2_,(t)) , Po(t)=0

konvergieren auf dem Intervall [—1, 1] gleichméafig gegen die Funktion f(t) = |¢|.

Beweis:

12



e Zur Rekursionsformel ist dquivalent:

1-P,(t) = % (1—¢) + % (1= Po_1(t)*> >0 also P,(t) <1
Wegen
Paa(8) = Palt) = Palt) = Paca(t) = 5 PA(0) + 3 P24 (1)
= [Palt) = Paa(®)] - |1~ 5 (Palt) + Paca(t)

>0 da P, (t)<1

ist Py41(t) > P,(t) genau dann wenn P, (¢) > P,_1(¢) ist. Mit dem Induktionsanfang
1
Po(z) , Pi(z) = 5752 > Py(z)

folgt somit die Monotonie der Folge: P,1(t) > P,(t) V t € [—1,1]. Da sie auflerdem nach oben beschrénkt ist, ist sie
konvergent fiir alle ¢. Setzen also:
f(@):= lim P,(t)

n—oo

e Berechnen jetzt f(t): Wegen
1
lim P,(t) = lim P,_1(t)+ lim = (£* — P2_,(t))

ist
JU) = 1) + 5 (2 = 20) — PO =1 — )=t
Doch wegen 0 < Py (t) < --- < P,(t) muss
lim P,(t) >0

n—oo

sein, also f(t) = |¢|.

e Haben also gezeigt: (P, ) konvergiert punktweise und monoton gegen |t|. Nach dem Satz von Dini konvergiert (P,,) auch
gleichméafig gegen |t|, das heifit f =|-|. O

Bemerkung: Wir haben gezeigt, dass sich f(t) = || auf [-1, 1] gleichméfig durch Polynome approximieren lésst. Doch dies
gilt somit auch fiir jedes beliebige kompakte Intervall [a, b], da Streckungen und Translationen die Eigenschaft erhalten.

2.2.10 Definition: Linearer Ring

Ein linearer Ring L C C(M) ist eine Teilmenge L C C(M) mit den Eigenschaften:
e [ ist ein linearer Teilraum: Fiir f,g € L und «, § € R ist auch af 4+ Bg € L.
e Fiir f,g € List auch f-g € L.

Beispiel: Polynome bilden einen linearen Ring in C([a, b]).

2.2.11 Approximationssatz von Stone-Weierstraf}
Sei M ein kompakter metrischer Raum. Jeder lineare Ring L C C(M), der die Punkte von M trennt und die Funktion 1
enthilt, ist dicht in C(M).

Beweis: Zeigen dass die abgeschlossene Hiille L von L ein Verband ist, das heifit aus f € L folgt |f| € L. Dann gilt

nach dem Satz von Stone, C(M) = (L) = L, das heift L ist dicht in C(M).

13



e Sei f € L, a:=|f] und € > 0 beliebig. Wahlen ein Polynom P(t) = Zaktk mit ||t| — P(¢)| < e fir —a <t < a. Solch
k=0
ein Polynom existiert nach vorigem Hilfssatz. Dann gilt

||f(z)] — P(f(z))| <e VzeM

Doch wegen

Pof=> apffel
k=0
haben wir ein P o f € L gefunden, mit
Ifl—Pofll<e

also ist |f| € L.
e Sei nun f € L. Wihlen f,, € L mit

an . fH 0 2. Dreieclgr;gleichung

1 fnl = 1fII[ =0
Doch wegen |f,| € L ist

\fle (L)=L

also ist L ein linearer Verband. O

Anwendungen
e Mit L als den Raum aller Polynome auf [a, b], folgt der klassische Satz von Weierstraf.

e Mit M := [ay,b1] X [az,ba] C R? und L als den Raum aller Funktionen der Gestalt

flz,y) = ka(x)gk(y)
k=1
ist L dicht in C(M).

o Sei M :={(z,y) € R? | 2> + y*> = 1} und L der linearen Raum aller trigonometrischen Polynome

ag
f(@):?‘*‘

NE

(ag cos kp + by sin ki)

™
Il

1

Dann ist L ein Ring: f - g hat wieder diese Gestalt, denn

2coskp cosly = cos(k + 1) + cos(k — 1)
2sin ksinlp = cos(k — 1) — cos(k + )p
2sinky coslp = sin(k + 1) + sin(k — )p

Somit ist der linearer Raum aller trigonometrischen Polynome dicht in C(M) (vgl. Fourierreihen).

2.3 Der Bairesche Kategoriensatz
2.3.1 Definition: Magere und fette Menge
Sei (E, Q) ein topologischer Raum (insbesondere z.B. ein metrischer Raum).

e Eine Teilmenge M C E heiflt von 1. Baire-Kategorie (oder mager), falls es eine Folge (M, )nen von nirgends dichten
Teilmengen mit U M, = M gibt.
neN

e Ist eine Teilmenge M C FE nicht mager, so heiflt sie von 2. Baire-Kategorie, oder fett.
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2.3.2 Theorem von Baire

Wenn ein nicht-leerer, vollstdndiger, metrischer Raum FE, Vereinigung abzdhlbar vieler abgeschlossener Mengen ist, muss
mindestens eine dieser abgeschlossener Mengen eine Kugel enthalten.
Alternative Formulierung: Jeder nicht-leere, vollstdndige, metrische Raum ist fett.

Beweis: Sei E = U My, Mj abgeschlossen und FE vollstindig. Zu zeigen wére: Es gibt k € N, x € E, ¢ > 0, so dass
k=1
B2(x) C My, ist.
Indirekt: Annahme:
VkeNVeeEVe>0:B(x) L My

das heift alle Mengen der Gestalt BZ(z) N M} sind nicht leer. Wihlen ein 2y € MY und ¢; > 0 so dass B, (x1) C Mf
—_—
offen
1
ist. Wahlen ein xo € BZ (1) N M§ und €3 > 0, so dass Be,(z2) C BZ (z1) N M5 und &3 < 5! ist. Analog, wahlen ein
1
x3 € BZ (x2) N Mg und e3 > 0, so dass B, (x3) C BE,(x2) N M§ und €3 < €2 ist. Setzen analog fort, und erhalten so eine
Folge (z,) C E.
Fir m > n gilt:

n—oo

Tm € Be, () C M, also d(xm,xn) <&, — 0

das heifit (z,,) ist Cauchyfolge. Da E vollstandig ist, konvergiert diese z, — x € E. Auferdem ist x,, € Be, (x,) flir m >n
und somit x € B, (z,) C MS V n. Also ist:

x € ﬁMﬁ:(GMn> =
n=1 n=1

was ein Widerspruch ist! [

15



3 Elemente der Maflitheorie
3.1 Mafe

Typisches Beispiel: Volumen eines Korpers oder Inhalt einer Flache.

3.1.1 Definition: o-Algebra

Ein Teilsystem & C #(Q2) von Teilmengen einer Grundmenge €2, ist eine o-Algebra, wenn gilt:
e Qe
o Fir A € o ist auch A° € o/

e Fir A, € &, n € N so ist auch:
UAne%

neN

Bemerkung: Der Durchschnitt von o-Algebren auf €2 ist wieder eine o-Algebra.

3.1.2 Definition: Erzeugte Algebra
Zu B C Z(9Q) ist o(B) die kleinste o-Algebra die B umfasst, das heiflt:

e BCo(B)
e o(B) ist eine o-Algebra
e Fiir jede Algebra o mit B C & ist auch ¢(B) C «.

Man nennt o(B) die von B erzeugte o-Algebra.
Bemerkung: o(B) existiert und ist eindeutig bestimmt.

Beispiel: Fiir das System J aller Intervalle auf Q = R besteht o(7) =: Z(R) aus allen Borel-Mengen auf R. Auch fiir das
System G aller offenen Teilmengen von R gilt:

o(9) =a(J)

Aber auch fiir das System F aller abgeschlossener Teilmengen von R gilt:

o(F) =a(J)

3.1.3 Definition: Maf}
Ein Maf p auf einer o-Algebra o7 ist eine Abbildung

p: = [0, 00] := [0, 00) U{oo}
mit p(0) = 0 und fiir paarweise disjunkte 4,, € &, n € N:

1 (U An> = iu(An)

neN n=1

Grundproblem der Maftheorie: Die Fortsetzung von Maflen auf kleinen Mengensystemen (z.B. Intervallen) auf grofere
Mengensysteme (z.B. Borel-Mengen).
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3.1.4 Definition: Algebra

Ein Teilsystem o/ C £(Q) ist eine Algebra wenn:
e Qe
e Acd = A°=Q\Aecd

N
e Fiir paarweise A1,.., Ay, N € N ist auch U A, ed

n=1

3.1.5 Fortsetzungssatz von Caratheodory

Es sei &7 eine Algebra und p : & — [0, 00] ein Pramaf$ auf o, also eine Abbildung mit
e u(@)=0

L) (U An> = ZM(An) flir paarweise disjunkte A,, € &/ mit U A, € 4.
neN n=1 neN

Dann lésst sich p auf o(&) fortsetzen. Ist p ferner o-endlich, so ist die Fortsetzung eindeutig bestimmt.

Beispiele:

a) Fir Q = R sei & das System aller endlichen Vereinigungen von (disjunkten) Intervallen auf R und p ergebe die
Lénge des Intervalls bzw. die Summe der Lingen der einzelnen Bestandteile. Die Fortsetzung auf die o-Algebra aller
Borel-Mengen auf R ist das Lebesque Maf zu 2 = R.

b) Fiir = R? sei . das System aller endlichen Vereinigungen von Rechtecken und p ergebe das Produkt Léingex Breite
der Rechtecke bzw. der einzelnen Bestandteile. Die Fortsetzung auf o (<) ist das so-genannte Lebesque Maf zu ) = R2.

3.2 Integrale

Sei © C R” eine Borelmenge.

3.2.1 Definition: Messbare Funktion

Eine reellwertige Funktion f auf € ist messbar, wenn fiir jedes ¢ € R die Menge

FH(=00,0) ={w e Q| fw) <c}

eine Borelmenge ist.

Bemerkungen:
e Stetige Funktionen sind messbar.
e Summe, Differenz, Produkt und Quotient messbarer Funktionen sind wieder messbar.
e Die Grenzfunktion einer punktweise konvergenten Funktionenfolge messbarer Funktionen ist wieder messbar.

e Punktweises Supremum und Infimum messbarer Funktionen ist wieder messbar.
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3.2.2 Definition: Integral einer Treppenfunktion

Eine Treppenfunktion sei eine Funktion der Gestallt

n
f::Zai-lAi

i=1

wobei A; paarweise disjunkte Borelmengen und a; € R sind. Dabei ist 14, die charakteristische Funktion von A;, mit

1 :x€ A1
14, =
A:(@) {0 : sonst

Das Integral einer Treppenfunktion f sei definiert als:

[ fmtdo) =Y an(a)

3.2.3 Definition: Integral nicht-negativer messbarer Funktionen

Fiir eine nicht-negative messbare Funktion f : 2 — R definiert man

/ Fld) = sup / Fulw)pldw)

wobei (f,) eine monoton wachsende, punktweise gegen f konvergente Folge von Treppenfunktionen ist. Dieser Wert ist
unabhéngig von der speziellen Folge (f,,).

3.2.4 Definition: Integral messbarer Funktionen

Sei f eine messbare Funktion. Man zerlege f in eine Differenz zweier nicht negativer Funktionen f = f* — f~, gemiR

) = {f(w) W z0 {o (@) 20

0 : sonst —f(w) :sonst

[ femta) = [ rwntan) - [ 1 @n

3.2.5 Eigenschaften des Integrals

Dann ist:

Fiir a, 6 € R und messbare Funktionen f, g gilt:

°/(af(w)+ﬁg( pu(de) —a/f () +5/

< [ 15l utdo)
[ et < [ gwntan)

e Dreiecksungleichung;: ’ / fw)p(dw)

e Ist ferner f < g so folgt
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3.2.6 Satz der monotonen Konvergenz (Levi)

Fiir eine nicht-negative, monoton wachsende, punktweise gegen f konvergierende Funktionenfolge f,

0< filw) £ folw) <+ = fw)
gilt:

[ ainta) "= [ flntaw)

3.2.7 Lemma von Fatou

Fiir eine nicht-negative Folge messbarer Funktionen f, gilt:

/lim inf f,(w) p(dw) < liminf [ f,(w) p(dw)

n—0o0 n—oo

3.2.8 Satz der majorisierten Konvergenz (Lebesque)

Fiir eine punktweise gegen f konvergierende Funktionenfolge f,(w) — f(w) V w mit | f,,(w)| < g(w), wobei g integrierbar sei,

gilt:
[ ) utae) =% [ 1) nia)

3.2.9 Transformationsgesetz

Seien 2 und E Mengen mit o-Algebren &7 bzw. %B. Sei g eine &/ — % messbare Abbildung von Q nach F (das heifft V B € £

ist g71(B) € ). Dann erzeugt jedes Maf p auf [, &7] ein Bildmaf u, auf [E, %), definiert als:

pg(B) = p(9(B)) = p({we Q| g(w) € B})
Dabei gilt das Transformationsgesetz:

[ H@hnyle) = [ Flate)ntan)
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4 Banach-Raume

4.1 Normen

Sei E ein linearer K (R bzw. C) Raum.

4.1.1 Definition: Norm
Eine Norm auf E ist eine Abbildung
EML R, .= 0,00)

mit:

o ||z]|=0 & =0

o ||Az|| =\ |Jz|| fir A e K

o [lz+yll < llzll + llyll
Die Norm erzeugt in E eine Metrik: d(z,y) := ||z — y|.

4.1.2 Definition: Banach-Raum

Ein Banach-Raum ist ein vollstdndiger, normierter Raum.

4.1.3 Satz iliber die Vollstindigkeit von normierten Radumen

Ein normierter Raum F ist genau dann Vollstdndig, wenn jede absolut konvergente Reihe in E' dort konvergiert.

Beweis:

e Sei F vollstindig, und (x,) C E erzeuge eine absolut konvergente Reihe, das heifst

n

fni= 3

k=1
ist konvergent. Dann gilt fiir beliebiges ¢ > 0:
m n m m m n
Sae=Sal = 3wl < 3 el = |3l = 3 | < <
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1 k=1 k=1

fiir m > n > N. Solch ein N existiert immer, da (y,) Cauchy-Folge ist. Somit ist auch Z xj, Cauchy-Folge und deshalb

k=1
konvergent in F, da E vollstdndig ist. Schreibweise:

e Sei () eine Cauchy-Folge in E, und jede absolut konvergente Reihe in E konvergiere dort. Zeigen: (z,) konvergiert

in F.

1
(i) Konstruktion einer konvergenten Teilfolge. Wéhlen n; so dass ||z, — x| < of fiir n, m > ny ist. Wahlen ny > n;

1
so dass ||z, — x| < 7] fiir n,m > ngy ist. Setzen dies fort: Wahlen ng > ng_q so dass ||z, — zn| <

n,m > ny, ist. Bekommen so eine Teilfolge (x,, ) fir die gilt:

1

Hxnk ~ Tngyq H < 2?
~—_———

Yk

20
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und somit
o0 oo

Slwel =3 55 =1

k=1 k=1

n n
das heifst Zyk ist absolut konvergent. Somit ist Z yr — y auch konvergent. Also:

k=1
r—1 r—1
T—00 .
E Yk = Tpy, — Tp,, = Tp, = Tpy — § Y — Tp, —Y =170
k=1 k=1

(ii) Es gilt somit auch x,, — x, denn: Fiir ¢ > 0 wéhlen N € N so dass:
€ €
me\—x||<§ Vn.>N A ||xn—mm||<§ Vn,m>N

gilt. Dann ist
2n — 2| < llan —zn, || + [Jen, —zl| <e D

4.1.4 Definition: Aquivalenz von Normen

Zwei Normen ||-||; , ||-||, auf E sind dquivalent, wenn sie die gleichen offenen Mengen erzeugen. Das heifit eine Menge U C E
ist in [|-||; genau dann offen, wenn sie in [|-||, offen ist.
Bemerkung: Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation.

4.1.5 Satz iliber dquivalente Normen

Zwei Normen ||-||; , ||-||5 sind genau dann dquivalent, wenn Zahlen c¢;, ¢ > 0 existieren, so dass gilt:

l2lly <eullzlly , [l2lly <exllzll, Y2k

Beweis:

e Richtung "<". Ist ||z||; < ¢ ||z]], V @ € E, so gilt fiir e > 0:

2BZ(y) C 1B? . (y)

wobei ;B2 (y) jeweils die offene e-Kugel um y bzgl. der durch die i-te Norm erzeugten Metrik ist. Also ist jede ||-||; offene
Menge auch |||, offen. Analog zeigt man: Jede ||-||, offene Menge ist auch ||-||; offen. Die Normen sind also dquivalent.

e Richtung "=". Seien ||-|| , |||y dquivalent, das heift jede [-||; offene Menge sei auch ||-||, offen und umgekehrt. Insbe-
sondere ist dann 1B{(0) |||, offen, das heifst fiir gentigend kleines € > 0 ist

2BZ(0) € 1B7(0)

das heif$t
lyll, <e = |yl <1VyekE
Fiir beliebiges 0 # x € E sei jetzt y := ﬁx Dann folgt:
Tl
Il = ozl = & <& = fulh = s izl <1 = |zl < 2 -Jlall, Yz € E
= xX = — = X x - - ||T T
e = 3, 12 T 2 Y= o, 1S e
~—
c1

Analog zeigt man auch die umgekehrte Beziehung. [
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4.1.6 Satz iiber Normen im R"

In R™ sind alle Normen &quivalent.

Beweis:

e Sei ||| eine beliebige Norm auf R™ und fiir £ = £’e; sei

Il = 1¢’]
i=1

die zu vergleichende Norm. Dann folgt

c
n

) n . —_——N—
€l = [|€%e]] < D 1€°] - llesll < max[les]| - > [&] = ¢ €1y
=1

i=1
e Zu zeigen wire noch: [[£||; < d-||{||. Betrachten dazu f(x) := ||z||. f ist ||-||; stetig, da
[f(2) = f(@o)| = [zl = llzolll < llz = oll < ¢llz = wolly

Sei M C R™ definiert durch
M= {o e R | [lz], = 1}

M ist kompakt, da abgeschlossen und beschrénkt. Somit nimmt f auf M ihr Infimum an. Also 3 xg € M mit
flz)>  flzg) VzeM
—
=:¢/=||zo]|>0
Bemerke: ||zo]|; = 1. Haben also gezeigt: Fir ||z|, =1 ist ||z|| > ¢.
e Sei jetzt x # 0 beliebig. Dann ist

xT

1
>d =zl < 5 ]
4 T

L Hx
1 ||$||1

e Jede Norm |- ist also dquivalent zu ||-||,. Da Norm-Aquivalenz eine Aquivalenzrelation unter Normen ist, ist auch jede
andere Norm dquivalent zu ||-|.

Folgerung: Die Einheitskugel {z € E | ||z|| < 1} eines endlich dimensionalen, normierten Raumes ist Prakompakt.
Beweis: O.B.d.A ist [E, ||-|]] = [R", ||| ]- In diesem Spezialfall ist die Aussage trivial.

4.1.7 Lemma iiber die Existenz von fast-senkrechten

Sei Ejy ein abgeschlossener echter Unterraum des normierten Raumes E: Ey C E. Dann gibt es zu jeder Zahl € € (0,1) ein
Element 2 € F mit ||z]| =1 und inbi lz =yl >1—e.
yeko

Beweis: Sei € € (0,1). Wihlen 2y € E \ Ep. Dann gilt:
inf — 0
ylenEo ||$0 y” >

—_———
p

denn sonst liese sich 2y durch Elemente aus Fy approximieren, was ein Widerspruch zu z ¢ Ey und der Abgeschlossenheit

von Ey sein wiirde. Wéhlen yg € Ey mit ||xg — yol| < IL Solch ein y existiert immer, da p ein Infimum ist, und IL > p.
—€ —€
Setzen nun
. Lo — Yo
zi=——"—  |z|=1
lzo — yol|

so dass fiir y € Ey gilt:
€E

Zo — Yo

_yH:-|m0—(yo+||xo—yo||y) >1-e [
lzo — wol| [z — yol|
N ——’

>p

e =yl =

1—¢
> P
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Veranschaulichendes Beispiel: E = R? mit der Euklidischen Norm.

Eo

Folgerung: Die Einheitskugel eines unendlich dimensionalen, normierten Raumes F, ist nicht prakompakt.

Beweis: Wihlen abgeschlossene Unterrdume {0} C Fy € F» C F3 C -+ C E. Dies geht immer, da F unendlich dimensional
ist, und jeder endlich dimensionale Unterraum automatisch auch abgeschlossen ist. Wahlen:

T € Fy: ||J}1H =1

1
5\ Fy: =1 inf — > —
Ty € Fo \ Fy ¢ |22 » Jnf llz2 =yl 5

1
€ F3\ Fy: =1, inf -yl > =
13 € F3\ Fy : ||z3]| Jnf, llzz — yll 5

und bekommen so die Folge (z,,) in der Einheitskugel B;(0) mit

1
||:vnfxm||>§ VYn#m

Somit brauch man z.B. fiir e = % unendlich viele Kugeln B2 um schon alleine die Folge (x,,) zu iiberdecken. Demnach ist die

Einheitskugel B;(0) nicht prikompakt. [

4.2 Der Raum L,(M)
4.2.1 Einfiihrung

Sei p > 1. Sei M ein metrischer Raum, z.B. R", R, [a,b] oder [a,00). L,(M) bestehe aus allen stetigen, reellwertigen
Funktionen x auf M mit

/\x(t)|p dt < 0o
M
Definieren:
;
lall, = ( [l=tol” at

Es gilt: |-, ist eine Norm.

1 1
Beweis: Fiir p = 1 ist dies klar! Betrachten also p > 1. Dazu sei ¢ > 1 so dass — + — =1 ist.
P q
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1 1
e Young-Ungleichung: Fiir positive o, 3, p, ¢ mit — + — =1 gilt:
p q

P q

aff < — + s

p q

denn: 0
In() monoton

1 1 D q q
1n(ozﬁ)lna+lnﬂlnap+lnﬂq§1n<a+ﬁ> wachsend ﬂ<—+ﬁ—
p q p q p q

1 1
e Hoélder-Ungleichung: Fiir p, ¢ mit — + — = 1 gilt:
p q

[l e < (M/ (o) dt | - (J O at| = lal, -,
M 1

()] ly(®)]

denn fiir o := Tzl 8= Iy ” folgt aus der Young-Ungleichung:
x
P
ley@] _ 2@ | lyOI" / 1.1 /
< lz(@y(O)] dt = —+ - =1 = [ |z()y(t)| dt = [lz], - |yl
Il lzll, — pll=lly QHyIIq I, Hyll p g poon

M

e Minkowski Ungleichung: Fiir p > 1 gilt:

</|:C(t)+y(t)|P dt); - (/a?(t)|p dt>é+ (/|y(t)|p dt>;

llz+yll, llll, llyll,

1 1
Beweis: Der Fall p =1 ist klar. Sei also p > 1, dazu g > 1 so dass — + — = 1 ist. Dann ist
p q

Pt < r=1 g4 p=1 4 Hager p—1 p—1
|z +yl" dt < [ |z||z+yl t+ [ lyllz +yl t < lzl,-||lz+yl q+||y||,, |z +y ,

* ya _p
= (||x||p+ IIpr) lz+yls = le+yl,=lz+yl;" < llzl, +llyl,

Somit erfiillt [|-||,, die A-Ungleichung. Trivialerweise ist sie auch positiv definit und es gilt [[Af[|, = [A[[|f], fiir A € R. Somit
ist sie eine Norm.

Warnung: [C [a, 0], ||| p} ist zwar ein normierter Raum, aber nicht vollstdndig.

Gegenbeispiel: Sei [a,b] = [0,1] und (z,) C C[0,1] eine Funktionenfolge definiert gemaf folgender Illustration:

A

t»

1/2-1/n 12+1/n
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Dann ist diese Folge Cauchy bzgl. ||-|,, denn

1
2\ 7
xn—xm|p§2<) "0
n

Fiir die Grenzfunktion = € C[0, 1] miisste jedoch gelten

0 :t<%
x(t) =
1 :t>%

was ein Widerspruch zur Stetigkeit ist! Das heifst (z,,) hat in C[0,1] keinen Grenzwert. Somit kann {C[O, 1], ||Hp} nicht
vollsténdig sein!

4.2.2 Definition: L,(M)

Wir haben in der Einfiihrung der Norm |||, gesehen, dass der dadurch entstehende normierte Raum {C(M )s Il p} im

allgemeinen nicht vollstdndig ist. Dies lag unter anderem an der Forderung der Stetigkeit der betrachteten Funktionen, die
sich als ungeeignet erwies. Wiirde man diese andernfalls weglassen, so wiirden gewisse Anforderungen an die Norm verletzt
sein. Insbesondere gébe es dann Funktionen x # 0, die sich von 0 nur auf Nullmengen unterscheiden und somit ||z| p =0
ergdben. Dies ist jedoch eine Verletzung der positiv-Definitheit der Norm.

Fordern somit: Betrachtete Funktionen sollen messbar sein im Sinne des Mafses auf M und des Lebesque Integrals. Fiihren
aufserdem den Begriff der dquivalenten Funktionen ein: Zwei Funktionen f, g auf M seien genau dann dquivalent, wenn sie
sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden. Dies ist gleichbedeutend mit ||f — g||,, = 0.

Dies gibt Anlass zum Begriff der Aquivalenzklassen von Funktionen: Jede Aquivalenzklasse X wird dann als einzelnes
Element im L, (M) betrachtet. Jede Aquivalenzklasse X ist dann eine Restklasse bzgl. des Raumes N'(M) aller Nullfunktionen,
das heift Funktionen deren Tréger eine Nullmenge ist:

X=z+N={z+y|lyeN} mit e X

Insbesondere spielt dann bei der Norm-Bildung von X der eigentliche Vertreter x € X keine Rolle.

4.2.3 Satz iiber die Vollsténdigkeit von L,(M)

Der normierte Raum {LP(M )5 Il p} ist vollstandig.

oo
Beweis: Sei (z,,) eine Folge aus L, (M) mit Z [znll, < oo.
n=1

o0
o Gesucht ist ein z € L, mit Z T, = x. Es gilt:

n=1

k

(/ (i:l x7b(t)>pdt>’1” Minlgwski 3 (/ (D) dt)

=1

k (%S)
= Z Hxn”p < Z Hanp <0
n=1 n=1
Setzen
k p
)= (Dbt
n=1

Dann ist die Folge zj(¢) und demnach auch [ z;(t) dt monoton wachsend. Letztere ist auferdem nach obiger Rechnung
beschrankt und somit konvergent. Nach dem Satz von Lewi gilt dann:
/klim zi(t) dt = klim zi(t) dt < oo
existiert

da f zpdt
monoton wachsend
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also existiert fast tiberall der Grenzwert

k—o0

lim 25 (t) =: 2(t) = (Z |xn(t)|>
k=1

k
das heift yy(t) := Z x,(t) ist fast iiberall konvergent: yy(t) fast Giberall x(t)
n=1

e Noch zu zeigen: |y — x|, — 0, das heift

/ (1) — 2(t) P dt = 0

Wegen yx () fast_Giberall z(t) ist auch |z(t) — yi(t)[” fast iiberall () 0o
o p 00 D o P
integrabel
) —w®F = | 32 @) < ( > mml) < (Z wn) L)
n=k+1 n=Fk+1 n=1

das heift |z(t) — yx(t)|” ist beschrinkt. Somit folgt nach dem Lebesque Grenzwertsatz:

/|yk(lf)fﬂﬂ(t)lpdtki>O 0dt=0 O

4.3 Lineare Funktionale
Sei E ein normierter K-Vektorraum (K = R oder C).

4.3.1 Definition: Lineares Funktional
Ein lineares Funktional oder Linearform a auf E ist eine lineare Abbildung a : F — K:
x5 (z,a)

also:
(A + uy,a) = Alw,a) + p(y,a) ¥ o,y € BV A p € K

4.3.2 Definition: Stetigkeit

Ein lineares Funktional ist stetig :< Fiir x,, — x gilt (x,,a) — (z,a).
Bemerkungen:

e Wegen Linearitéit geniigt es die Stetigkeit an der Stelle z = 0 nachzuweisen.

e Jedes lineare Funktional auf endlich dimensionalen, normierten Rdumen ist stetig.

Typische Beispiele:

(i) E = Cla,b] ausgestattet mit ||-||_:
2]l == sup |a(t)]

z€la,b
Jedes v € Cla, b] erzeugt ein lineares Funktional a durch:

b

(z,a) = / 2(O(0) dt

Dieses ist stets stetig.
(ii) E = Cla,b] ausgestattet mit ||-|| . Jedes ty € [a, b] erzeugt ein lineares Funktional a durch
(x,a) == z(ty)

Doch dieses Funktional ist im allgemeinen nicht stetig!
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4.3.3 Satz iiber die Stetigkeit und Beschrinktheit von Linearformen

Ein lineares Funktional a ist genau dann stetig, wenn eine positive Zahl p existiert, mit
(z.0) < plal| VaeE

Man sagt: a ist beschrinkt.

Beweis:
Richtung "<". Es geniigt die Stetigkeit in & = 0 nachzuweisen. Doch die ist trivial.
Richtung "=-". Indirekt: Annahme:

VneN:Ix, € E: [{z,,a) >nlz,

1
Sei yy, 1= Dann ist |ly,|| = — also yn — 0, jedoch

|| n“
|(Yn,a)] >1 = (yn,a) /0

das heifst a ist nicht stetig. Dies ist ein Widerspruch.

4.3.4 Definition: Der Raum FE’

Die Menge aller stetigen, linearen Funktionale auf E hat eine natiirliche lineare Struktur, ist also ein linearer Raum. Diesen
Raum bezeichnen wir mit E’.

4.3.5 Satz iiber stetige Linearformen

Es sei a eine stetige Linearform auf dem normierten Raum E. Dann gilt:
inf {p:[(z,a)| <plle]| Ve E} =sup{|(z,a)]: ||z]| <1}

und
[(z,a)] < (inf{p: [(z,a)| < pllzf| V2 € E})- |

Beweis:
Sei
My ={p: |(z,a)| <pllz| Ve B} , My:={|(z,a)|:|z[ <1}

e Sei p € M; und |jz|| < 1. Dann gilt |[(z,a)| < p-1 = p. Also: jedes p € M; ist eine obere Schranke von Ms. Also
p=sup My Vp € M

Also
inf M7 > sup My

e Sei o ein obere Schranke von M3 und es sei 0 # x € E. Dann gilt:

el = | (el )| = el {50 )| < ol

das heilst o € M. Somit ist inf M; < o fiir jede obere Schranke o von Ms, insbesondere fiir o = sup M5. Somit folgt
zusammen mit dem vorigen Ergebnis:
inf My = sup M

e Seien p, € My mit p, — inf M;. Dann gilt |(z,a)| < p, ||| Vz € E. Somit ist auch

(@) < (lim po) - llzll = (nf M) - 2] Vo € B
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4.3.6 Konstruktion des Banach-Raumes E’

Der normierte Raum E’ wird durch den Ansatz
lall == inf {p: [(z,a)] < pllz]| V2 € E} =sup {[(z,a)| : [l«] <1}
zu einem Banach-Raum (dualer Raum von E). Dabei gilt:
(2, @) <]l - [lall

Beweis:

e Dreiecksungleichung:

[(z,a +b)| = [{z;a) + (2,0)| < [(z, )| + [(z,0)] < ([a]l + [6I]) - =[] V2 € E

= Jla+0bl| =sup{[(z,a+b)| : ||zl < 1} < sup {([lal + [[b]) - 2| : [|=]| < 1} = [la]l + [b]|

e Positive Homogenitét:

(2, Aa)| = [A(z, @) = |A[ - [{z, @) < A[- [l]| - llall = [A]- llal} - [l=]] Vo€ B, Ae K

= |xall <Al la]l
Im Fall A # 0 gilt dann analog;:

1

ol = 50 < 5

SN [Aall = [Aall = |A]- [la]

Somit ist fiir A # 0: [[Aa]| = |\| - |a]|. Fir A = 0 gilt dies sowieso, da ||0]] = 0 ist.

e Positiv Definitheit:
la] =0 < |{a,z)| <O0l|jz]|=0Vz e F & a=0

e Vollstandigkeit: Sei (a,) eine Cauchyfolge, z € E fest und £ > 0. Dann ist
[z = an) — (T, am)| = (2, an — am)| < |2 - |an — anl|

das heifit (x, a,,) ist eine Cauchyfolge in R. Da R vollstandig ist, existiert der Grenzwert lim (x,a,) =: (z,a). Offenbar

n—oo

ist das hierdurch definierte a linear, und es gilt:
[{x,a) — (x,am)| = nlLH;O Hx,a,) — (x,am)| <el|lz|| Vee E, m> N,
flir geeignetes N, also
[z,a)| < |(@,a) — (z,am)| + [{x,am)| < (1 + |aw|) - |z]| fir m > N1 — a stetig — a € E’

und
la —am|| <e fir m > N,

Somit ist

a= lim a,
n—oo

und E’ ist vollstindig. [
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Bemerkungen

Sei a € E'. Wegen Linearitdt von a ist sup [(z,a)| = sup |(z,a)]
llzll<1 llzll=1

Folgende Begriffe sind dquivalent:

— Stetiges lineares Funktional /Linearform

— Beschrinktes lineares Funktional /Linearform

Fiir % + % =1 ist lI’D Isomorph zu l,. Dabei ist fiir p > 1

ly = {(fn) C R Folge : Z 1€n]P konvergent}

n=1
ausgestattet mit der Norm

€1l = <§: §n|p> %

n=1

ein normierter Raum. Jede Folge n € I ordnet jeder Folge { € [, eine Zahl zu:

<§777> = Znn fn
n=1

und dies auf linearer Weise. Aufgrund der Hélderschen Ungleichung ist diese Zuordnung wohldefiniert, und n wird so
zu einem linearen, beschrénkten Funktional auf [,. Es ergibt sich sogar: Jede beschrénkte Linearform a auf [, wird
durch ein geeignetes (eindeutiges) 1 € I, erzeugt. Somit ist diese Zuordnung ein Isomorphismus: I}, = I.

Analog ist auch L, = L,

4.3.7 Das Hahn-Banach Theorem

Es sei F ein normierter Raum und Ey C F ein Unterraum. Ist ag eine stetige Linearform auf Fy, so existiert eine stetige
Linearform a auf E mit:

(i) (z,a) = (x,a0) Y x € Ey, das heifit a |g,= ao

(i)

lall = llaol|

Bemerkungen:

a ist dann eine Fortsetzung oder Erweiterung von ag.
a muss auf E'\ Ej definiert werden, so dass a stetig, linear und gleiche Norm wie ag hat.

Die Forderung ||la|| < ||ao|| kann nicht erfiillt werden, da
lall = sup [(z,a)] = sup [(z,a)| = |laol|
e xEFy
llzll<1 llzll<1
Ist Ey dicht in E, so ist die Fortsetzung a eindeutig bestimmt (direktes Resultat der Stetigkeit).
Allgemein ist jedoch a nicht eindeutig bestimmt.

Beispiel: Betrachten wir den Raum E = R? so ist jede Linearform a auf E anschaulich gegeben durch eine Ebene
&, im R? die durch 0 geht. Ein 1-dimensionaler Unterraum FE, wire eine Gerade im R? die durch 0 geht, so dass ag
entsprechend eine Gerade G,, im R3 diber Ej ist. Eine Fortsetzung a von ag wire dann genau eine Ebene die Gay
enthilt. Diese ist allgemein so nicht eindeutig, jedoch durch die Forderung ||a|| = ||ao|| eindeutig bestimmt.
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4.3.8 Spezialfall des Hahn-Banach Theorems

Es sei E ein normierter reeller Raum, Fy C E ein Teilraum und 2, € E'\ Ey. Dann lésst sich jede stetige Linearform ag auf
FEy normerhaltend auf

& =span{EyU{z1}} ={z+ Azx1 |z € Ey, A e R}

fortsetzen zu a;.

Beweis:

I Wie sollte a := (x1, a;) gewihlt werden? Wegen
(x + Az1,01) = (®ya0) + A, z € Eg, A €R
und |la1]| = ||ag|| muss stets gelten
[z + Aw1, a1)| = [z, ao) + Aa| < laol| - |z + Az |

Speziell fir A = 1:
[(z,a0) + al < |lao|| - [z + 21| V = € Eo

also

= llaoll - |z + 21| < (z,a0) + & < flao|| - [l + 1 [| ¥ = € Ep

= —(z,a0) — [laol| - [lx + =1 ]| < @ < Jaol| - [l + z1]| = (2, a0)
Somit muss gelten:
sup (—(z,a0) = [laol| - |z +z1[) < & < inf ([lao] - [« + 21[| = (2, a0))
z€FEy z€Eq

IT Frage: Ist ein solches « zu finden? Das heifst gilt

?
sup (= (z,a0) — [laol| - [z + z1[) < nf ([laoll - [z + 21[| — (=, a0))
r€FEy z€Ey

Seien z’, 2" € Ey. Dann ist

A
A 1 A 1 ! 1 UngIEiChung ! 1
(', a0) — (2", a0) = (&' — 2" a0) < aoll - & =] < aoll - 2’ + @1l + llaoll - la” + |
= —llaoll - la” + @1l (&, a0) < laol| - la’ +z1]| — (&' ,a0) ¥ a/,a" € Eo

= —laoll - [|l2" + @1l = (@",a0) < inf ([lao]l - [l + 21| = (', a0)) V2" € Eo
0

nf ([lao|| - [|+" + 21]| — (2", a0))

= sup (= [laoll - [[2" + 2] = (2", a0)) < i
2" €Ey x'€FEy

P J
IIT Definieren somit a; wie folgt: Wahlen o zwischen S und J und setzen linear fort:
(x 4+ Az, a1) = (x,a0) + A
IV Dieses a; erfiillt alle geforderten Eigenschaften:
e Linearitéat:

(@ + Azy) + 1/ (& + Nar)ar) = (u+ e’ ag) + (A + /X)) @ = pu ((, ao) + ) +4 (2 a0) + Na)

(x4+Az1,a0) (z'+ X z1,a0)
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e Zu zeigen: |lai|| = |lao||. Es wurde bereits gezeigt: ||ai|| > |jao||. Fiir die andere Richtung zeigen wir:
[{(z 4+ Az1,a1)| < |lao] - [|x + Az1]] V2 € Eg, A #0

Es geniigt den Spezialfall A = 1 zu betrachten, da dann allgemein gilt

X xr
@+ ez, an)l = A | (5 +or,00)| < Al llaoll - |5 + 1] = llaoll - 1z + Az |

Doch der Fall A =1 ist automatisch erfiillt, da « so gewéhlt wurde dass
(2, a0) + af < [laol| - [lz + 21
—_——
=[(z+z1,01)]

gilt.

Somit ist a; genau solch eine gesuchte Fortsetzung von ag auf &. [

4.3.9 Folgerungen aus dem Hahn-Banach-Theorem

Fiir einen normierten Raum E gilt:

(i) Zuz € E\ {0} und c € R existiert ein @ € E' mit (z,a) = ¢ und |ja| = |||C||
T

(ii) Fiir beliebiges z € E ist ||z|| = sup |{(z,a)]

a€E’

llall<1

Beweis:
(i) Definieren zunéchst ag auf span{z} gemih (\x,agp) := Ac. Dann ist
] ]
[(Az, ao)| = [Acl = 7= - Al - llzl] = flaoll < 7= (%)
2] ~—— ]|
[ Azl
(oao)| = o ool = 155 = laoll 2 5 (o)
—, a0 )| = — [{z,a0)| = — agl| > 7 (*x
] ] ] ]
(A (o) = ool =
[l
Setzen wir diese Linearform normerhaltend fort auf E’ (vgl. Hahn-Banach Theorem: 4.3.7), so ist |a| = |||C||| und
x
(x,a) =c. O
(ii) Fir x = 0 ist die Behauptung trivial. Fiir x # 0 ist
all<1

I
(z,a)] <lla| -zl < [lz = sup [(z,a)] <|lz|

llall<
Wegen voriger Folgerung existiert ein a € E' mit

]
(z,a) = |zl A lafl = 7= =

[l

das heift sup |(z,a)| > ||z||. Somit folgt die Behauptung. O
llall<1
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4.4 Schwache Konvergenz
4.4.1 Definition: Schwache Konvergenz
Eine Folge (x,,) konvergiert schwach gegen x € E, wenn
Jim (Tp,a) = (x,a) Ya€cFE

Man schreibt z,, — x und nennt x den Grenzwert von x,,.

4.4.2 Eigenschaften der schwachen Konvergenz

(1) Der Grenzwert einer schwach konvergenten Folge (x,,) ist eindeutig bestimmt.
Beweis: Es sei z,, — « und z,, — y, das heifit (z,a) = (y,a) Va € E also (x —y,a) =0 Va € E'. Wére z # y so gibe
es nach Satz 4.3.9 ein a € E' mit (z — y,a) = 1 was ein Widerspruch ist.

(2) Fir z,, — z, y, — y und Skalaren A, u € R ist Az, + py, — Az + py.
Beweis: Klar!

(3) Jede konvergente Folge ist schwach konvergent.
Beweis: Folgt direkt aus Definition der Stetigkeit fiir a € E’

(4) Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht!
Beispiel: Fiir
E=ly, en:=(0,.,0,1,0,..,0)

ist |le|| =1V n € N das heifit e, 4 0. Doch es gilt: e, — 0, denn fiir £ € Iy = 1} ist

l§ll<oo

(en,§) =& — 0=(0,¢)

4.4.3 Definition: Schwach beschrinkte Teilmenge

Eine Teilmenge M C E heilt schwach beschrinkt, wenn fiir alle a € E’ ein p, > 0 existiert mit
[z ,a)| < p, Yz eM

das heifst das Bild (M, a) ist beschrénkt.

4.4.4 Satz iiber schwach beschrinkte und beschrinkte Mengen

Eine Menge M C E ist genau dann schwach beschrankt, wenn sie beschrankt ist.

Beweis: Die Richtung ”<=" ist klar, denn
(lzl <p Vo eM) = [(z,a) <|all -z <lall-p=:pa

Die Umkehrung ist eine Folgerung aus dem Prinzip der gleichmdfigen Beschrinktheit.

4.4.5 Definition: Stetiges, positives, sublineares Funktional
Eine auf einem normierten Raum F' definierte Funktion f : F' — R heift stetiges, positives, sublineares Funktional, wenn gilt:
o f(x) >0 Ve F (Positivitit)
o Aus z, — z folgt f(x,) — f(z) (Stetigkeit)
o flaty) < fla)+fly) Va,yerF
o f(Ax)=Af(z) Y€ E, A>0

Beispiel: Die Norm ||-|| und f(z) := |(z,a)| mit a € F’ sind beide stetige, positive, sublineare Funktionale.
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4.4.6 Prinzip der gleichmifsigen Beschrénktheit

Wenn fiir eine Familie (f,)aca positiver, stetiger, sublinearer Funktionale f,, auf dem Banach-Raum F' fir jedes y € F' die
Menge G(y) := {fa(y) | @ € A} beschrinkt ist, dann existiert eine positive Zahl p mit

fay) <pllyll YaeA yeF

Bemerkung: Zur Motivierung des Namens des Theorems betrachte dquivalente Formulierung: Es existiert eine positive Zahl
p mit
faly) <p Ya€e A, ye B:(0)

Beweis:

e Beginnen mit dem Standpunkt
VyeF:3p,>0:VaecA: foly) <p,

Sei e >0 und L
N €
M= {ye Fifut) + Ll < 51 k=125
und ferner
M, = () Mg
acA

Dann gilt: M, ist fiir jedes k € N abgeschlossen, denn: Die Menge
ke

(M) = {z €F: fol2) + fal—2) > 2}

k
ist offen, da Urbild der offenen Menge <2€, oo> bzgl. der stetigen Funktion go(z) := fo(2) + fa(—2). Somit sind die

M} abgeschlossen, und somit auch deren Schnitt ﬂ Mg
acA

e Ferner ist
o0
(N My=F
k=1
denn: Zu y € F existiert ein p, so dass fo < p, V a € A und analog auch ein p_,, so dass fo(—y) < p—, Va € A. Also

k€
Vaed: faly) + fa(=y) < py+py < ==

fiir geniigend grofes k, € N. Somit ist y € M,S; Vae Aalsoy e My,

e Nach dem Baireschen Kategoriensatz (vgl. 2.3.2) existiert somit ein ko € N und eine offene Kugel By (yo), 6 > 0 mit
Bj(yo) C My,, das heifst

lyl <& = yo+y € Bfyo) C My, C Mz, VaeA

koe
= falwo+y) < falvo+y) + fal—yo —y) < %
koe
= fa(y) = fal(yo +y) + (—v0)) < falyo +y)+ fa(=v0) < % < koe
<= < Fa(y0)+ Fa (—y0) <282

e Somit folgt: Fir [|y|| < 0 ist fo(y) < koe V a € A. Fiir beliebiges « € F' ist demnach:

T 1) ox
!M!—N = f“(znﬂ)ﬁ’%f
also
fole) < 22 o) Yaea
——
=ip
O
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4.4.7 Folgerung iiber schwach beschrinkte Mengen

Jede schwach beschrankte Menge M C E eines normierten Raumes ist beschriankt.

Beweis: Sei M schwach beschrinkt, das heifst
VaeE :3py:|(z,a)| <po YZEM
Bemerke: E’ ist ein Banachraum. Darauf seien fiir x € M die positiven, stetigen, sublinearen Funktionale f, definiert, geméf

f(a) = [(z, a)|

Das heifét fiir jedes a € F’ ist
{fo(a) :x € M}

beschrankt. Nach dem Prinzip der gleichméfigen Beschrinktheit existiert somit ein p > 0 so dass
Jz(a)<p-lla|| Y€ MVYacE

also
(z,a)| = fe(a) <p Yz € M,a€E mit |al <1
und demnach

|z = sup [{z,a)| <p YzeM O
llall<1

Bemerkung: Insbesondere ist somit auch Satz 4.4.4 bewiesen.

4.5 Beschrinkte lineare Abbildungen
Es seien E, F' normierte Rdume, und T : E — F' linear, das heifst

T(A\r + py) = AT + uTy
Beispiele:

(i) E =R"™, F = R™ ausgestattet mit der Euklidischen Norm. Dann ist jede reelle m x n Matrix T eine stetige, lineare
Abbildung zwischen FE und F.

(ii) Sei E = C'(0,1) der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen auf (0,1), und ||z|| := sup |z(t)|. Sei analog
0<t<1
F :=C(0,1) der Raum aller stetigen Funktionen, mit ||y|| := sup |y(¢)|. Dann ist die Abbildung T : E — F' definiert
0<t<1

durch
(T)(t) == /(1)

zwar linear aber nicht stetig.

(iii) Seien F = F = C[0,1] und K eine stetige Funktion auf [0, 1] x [0, 1]. Dann ist der so genannte Integraloperator T : E — F
mit Kern K definiert durch

Txz(t) := /K(s,t)m(s) ds
0

linear und stetig.

Die Begriffe lineare Abbildung und Operator sind Synonyme.
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4.5.1 Satz: Stetigkeit linearer Abbildungen

Fiir lineare Abbildung T : F — F zwischen den normierten Ridumen F und F' sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) Fiir Folge ¢, — x € E ist auch Tx,, » Tz € F.
(2) Fiir Folge z,, — 0 € E ist auch Tz,, - 0 € F.

(3) Das Bild
{Tz:z€F, ||z| <1}

der Einheitskugel B;(0) C E ist beschréinkt.
(4) Es existiert eine Zahl p > 0 mit || Tz| < pllz|]| Vz € E.

Beweis: Analog zu Funktionalen.

4.5.2 Definition: Stetige/beschrinkte Operatoren

Ein Operator (lineare Abbildung) T': E — F' ist stetig bzw. beschrinkt wenn er diese Eigenschaft (vgl. Satz 4.5.1) erfiillt.

4.5.3 Satz iiber beschrinkte Operatoren
Fiir beschrénkten Operator T': E — F gilt:

inf {p: T2 < pll] ¥ 2 € B} =int {p: |Tal < p ¥ flo]| <1} = sup |T]
z||<1

4.5.4 Definition: Norm eines Operators

Fiir einen beschrankten Operator setzt man

1T = sup. 1T =

lzll<

inf p
1Tz <pllz]l V¥ «

4.5.5 Lemma iiber beschrinkte Operatoren

Es gilt fiir beliebigen Vektor x € E:
[Tx|| < ([T - [|l|

4.5.6 Satz iiber L(E, F)

Die Menge L(FE, F) aller beschrankten, linearen Abbildungen von E nach F ist ein normierter Raum. Ist F' vollstidndig, so
ist auch L(FE, F) vollstandig. Fiir T € L(E, F) und S € L(F,G) gilt auferdem:

1S- T < |ISI-I7|
Beweis: Aus
|STz|| < [IS]|- | T=|| < S| T[] - lzf] V2
folgt
ST = lsup1 STz < ”81Hl<p1 IS -1 - Ml = 11 1T

||| <

Bemerkungen: Der Raum L(E) := L(E, E) ist eine Gruppe bzgl. Addition von Operatoren, und eine Halbgruppe bzgl.
der Verkettung (es existiert nicht unbedingt zu jedem T' € L(E) ein Inverses). Ferner ist £(E) nicht Nullteilerfremd, das
heiftt aus 757, = 0 folgt nicht unbedingt 77 = 0V 15 = 0.

35



4.6 Der inverse Operator

Es seien F und F' lineare Rdume.

4.6.1 Definition: Linksinvers, rechtsinvers

Gegeben sei eine Abbildung T': E — F. Dann ist S : F' — FE linksinvers zu T, wenn ST = Idg und rechtsinvers zu T" wenn
TS =1dp.

4.6.2 Satz iiber rechts & linksinverse Abbildungen
Fiir eine Abbildung T': £ — F gilt:

(i) 3 eine linksinverse Abbildung < T ist injektiv.

(ii) 3 eine rechtsinverse Abbildung < T ist surjektiv.

(iii) Existiert zu T eine linksinverse Abbildung S; : F' — E und eine rechtsinverse Abbildung S5 : F — E, so folgt S = Ss.

Beweis: Es ist

Sy = Sy (T'Ss) = S1TSs = (S1T) Sa = S
e S——
IdF IdE

Bemerkung: Fiir eine lineare Abbildung T : £ — F ist die Injektivitidt dquivalent zu
ker(T):={zx € E: Tz =0} = {0}

Dabei ist ker(T") der so genannte Kern oder Nullraum von T

4.6.3 Definition: Invertierbare Abbildung

Eine Abbildung T : E — F ist invertierbar, wenn T bijektiv, das heifft injektiv und surjektiv, ist. Dann existiert nach obigem
Satz eine eindeutig bestimmte, zu T inverse, Abbildung T~! : F — E mit

T T =Idg , TT ' =1dp
Ferner folgt: Sind S : F — F,T : F — G invertierbar, dann ist auch 7'S invertierbar, mit
(TS)™ ' =871

Bemerkung: Die Definitionen und Satz 4.6.2 {iber inverse Abbildungen, gelten allgemeiner fiir zwei nicht leere Mengen E
und F.

4.6.4 Lemma iiber die Linearitit inverser Operatoren

Sind E, F lineare Réume, T : E — F linear und invertierbar, dann ist auch 7! linear.

Beweis: Zu zeigen wire
T~ (Myn + Aaya) = MT gy + AT yo

Doch dies ist dquivalent zur Bedingung:
Myt 4 Aaye =T (MT 'y + AT o)
da T invertierbar ist. Tatséchlich ist

T (MT 'y + 2T ) =M TT Ly + 2 TTys = Ayr + Aoye
1d 1d
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4.6.5 Satz von Banach iiber den inversen Operator

Sind E, F' Banach-Réume, und die beschrinkte lineare Abbildung T : E — F ist invertierbar, so ist auch 7~! beschriinkt.

Beweis:

e Es seien
U={zcE:|z|<1} , Vi={yeF:|y| <1}

die abgeschlossenen Einheitskugeln in £ und F'. Zu zeigen wére:
Ip>0:TYV)CpU:={pu:ueclU}

das heiltt V' C pT'(U). Da T surjektiv ist, ist image(T") = F' und somit

F=|]J1mU)=JThOU)

n=1

denn fiir jedes y € F existiert ein n > HT_I(y)H also y € T(nU). Dabei bezeichne T'(nU) die abgeschlossene Hiille von
T(nU).

e Nach dem Baireschen Kategoriensatz (vgl. 2.3.2), enthilt eine dieser abgeschlossenen Mengen T'(noU) eine Kugel
B2(yo) C T(noU). Dabei ist T'(noU) nullsymmetrisch, das heift fiir z € T(noU) ist auch —z € T(noU), denn T'(noU)
ist nullsymmetrisch und daher auch der Abschluss. Ferner ist T'(noU) und deshalb auch T'(noU) aufgrund der Drei-
ecksungleichung konvex, das heifst fiir

21,22 ET(TL()U) , A1, Ag >0, M+ =1

folgt

A1z1 + Agzo € T(noU)

o Es gilt: B2(0) C T'(noU), denn fir ||y|| < o ist

(= (=y+w) )eT(nl)
——

N =

1
925 (y + vo) +
——

€B2(yo)CT (nol) €B2 (yo) CT(nol)

€T (noU)
und somit ) - )
B2, 1= B, (0) = --B5(0) € T(U) , e 1= -

e Zeigen jetzt: Es gilt sogar
B2 cT(U)
Sei nun y € B2 . Wihlen ein € > 0 mit [|y|| < & < & und betrachten 7 := =2y. Dann ist j € B C T'(U), es existiert
also ein yo = Txg € T(U) mit
19 = woll < aco

wobei a so klein gewahlt wurde, dass
e 1

<1
80170&

ausfillt. Betrachten als nichstes (7 — yo)/a € BE . Es existiert wieder ein y; = Tz € T(U) mit

< gy

Hy—yo
—-n
«Q

das heifst
17— (yo + ayn)|| < oo
Behandeln jetzt (¥ — (yo + ay1))/a? nach derselben Methode, um yo = T'zo € T(U) mit

[ — (Yo + ayr + o?y2)] < @’
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zu erhalten. Auf diese Weise wird induktiv eine Folge (zy,)n>0 in U mit

y—T (i ozi:ri>
i=0

an+1€0

oo
definiert. Wegen « < 1 konvergiert Z a‘z; absolut. Da E vollstindig ist, existiert nach Satz 4.1.3
i=0

(o]
x = Zo/mi ek
i=0

und nach Konstruktion ist 77 = g. Setzen z := if so dass gilt Tx = y und nach Wahl von «:

€ £ Eam ;, e 1
||$||:*||§HS*ZOKZ ||.I‘L||S—Zoﬁ: <1
€o €0 i=0 €0 i=0 €o ]. —

Somit ist y € T(U).
e Schliefslich folgt

4.6.6 Satz iiber die Invertierbarkeit von Operatoren T € £(F) mit ||T] <1
Sei E ein Banach-Raum und 7' € £(E) mit |T|| < 1. Dann ist (Id —T') invertierbar, mit

(Id—=T)~ ZT’c
und
(Id-T)7H| < T
a1 £ 2 11 =

Beweis:

e Die Folge

=)
k=0 neN

ist Cauchyfolge in L(E), denn fiir m > n € N ist

=2 T = = > T s X 1T
k=0 k=n+1 k=n+1 k=n-+1 <1

n
und Z T ist Cauchyfolge in R. Da L(E) vollstiindig ist, existiert ein S € £(E) mit ZTk -y
k=0
Alternativ ist wegen

Z ||Tk|| < Z [alle= |T|| <o — E:T’C absolut konvergent
k=0

und Satz 4.1.3 die Reihe ZT}c konvergent in £(F), da L(E) ein Banachraum ist.
k=0
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e Zu zeigen wire noch: S(Id —T) =1d = (Id —T)S. Es ist

(ZTk> 1d-7) = (I1d-T) (ZT’“) g7t

Doch T"*! — 0 da
m |77 < lim |T)"* =0

TL*)OO n—oo

lim T"“‘

n—oo

und ||-|| positiv definit ist. Somit geht (Id —7"') — Id und deshalb auch

(ZT’“) (Id—-T) "= 1d

’ ||l Stetig

Doch wegen
<ZT"> Id-7) "=% S(1d —T)

und der Eindeutigkeit des Grenzwertes muss Id = S(Id —T') sein. Analog zeigt man auch: (Id —7")S =Id, also

S = ZT’“ (Id-T)~

e Ferner ist

I(xd =) 1H—

el Il Stetlg 1i k k k

k=0

4.6.7 Satz: Operatoren in einer Umgebung invertierbarer Operatoren T € L(E)

Es sei E ein Banach-Raum und Ty € L£(E) invertierbar. Dann ist auch jeder beschriankte Operator der Form Ty + 7' mit
1
TN < =y
177

Beweis: Es gilt

invertierbar. Die Menge aller beschrénkten, invertierbaren Operatoren in £(F) ist also offen!

To+T =Ty (1d-T; ' (-T)) ,

|5 (D) < (|5 |- =70 = (|77 ] - 171 < 1
Durch den vorigen Satz folgt somit dass (Id —T; 1(—T)) invertierbar ist und

-1

(To+T)~" = [T ([A-T; (=T))] ' = ([T, 1(-T)) "' T;"

4.6.8 Definition: Eigenwert, Spektrum, Resolventenmenge
Sei E ein komplexer Banachraum und T' € L(E).
e Eine (komplexe) Zahl X heifit Eigenwert von T, wenn ein 0 # x € E existiert, mit Tz = Ax.

e Das Spektrum o(T) von T besteht aus allen komplexen Zahlen A € C, fiir die die Abbildung 7' — AId nicht invertierbar
ist.

e Die Menge p(T) := C\ o(T) ist die so genannte Resolventenmenge von T
Bemerkungen:
(i) Jeder Eigenwert von T gehdrt zum Spektrum o (7).

(ii) Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, denn (7" — AId) mag zwar injektiv sein (— A kein Eigenwert), muss aber in
unendlich dimensionalen Réumen nicht unbedingt surjektiv sein (— nicht invertierbar).
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1
(iii) Ist (T' — ApId) invertierbar (das heift A\g € p(T)), dann ist fiir A mit |A — Ag| <

invertierbar, das heifst A € p(T"). Dies folgt direkt aus dem vorigen Satz (4.6.7).
Somit ist p(T') offen, also o(T) abgeschlossen.

(iv) o(T) ist beschrankt. Denn fiir |A| > ||T|| ist

1 1
T-Ad=-\(Id—<T ~T|| <1

nach Satz 4.6.6 invertierbar, und somit A ¢ o(T"). Somit folgt aus A € o(T) dass |A| < ||T ist.

(v) Aus den letzten beiden Bemerkungen folgt: o(T") ist in C kompakt.

(vi) Es gilt sogar: Fiir A € o(T) ist
1
X < nf [T < 7]

(ohne Beweis)
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5 Hilbert-Raume

5.1 Skalarprodukt und Norm
5.1.1 Definition: Skalarprodukt

Ein Skalarprodukt auf einem K (= R,C) linearen Raum H, ist eine Abbildung von H x H — K, (z,y) — (z,y) mit den
Eigenschaften:
1. Positiv definitheit: (z,z) € R und sogar (z,z) > 0 fiir « € H. Ferner gelte: (z,2) =0 < z =0.

2. Hermitesch: Fiir z,y € H ist (z,y) = (y,z)

3. Linearitdt im 1. Argument: Fir z,y,z € H, A\, p € Kist (\x + py, z) = Az, 2) + p (y, 2)

Weitere Eigenschaften des Skalarproduktes

i. Fiir 2,9,z € H, \,pu € Kist (2, \x + py) = Mz, 2) + 11 (z,y).
Somit ist ein Skalarprodukt eine positiv definite, hermitesche sesquilinearform.

ii. Cauchy Schwarzsche Ungleichung: Fiir z,y € H ist
(@, y)* < {@.2) - (y.9)
Beweis: O.B.d.A sei y # 0. Fiir jedes A € K gilt:
0<(z+y,z+N\y) = (z,2) + XNz, y) + Ay, z) + A\ (y,9)

Insbesondere fiir A := —@ folgt:

(Y, y)

0< (o TV @Y (f@uly)  (@y)ley)

(v, y) (y,y (v, y)

= 0< (z,2) (y,y) — [z, y)]> O

iii. Dreiecksungleichung: Fiir x,y € ‘H ist

Vi tya+y) < Ve + v/ (yy)
Beweis: Es gilt

(+y,zt+y) =(@2)+ Yy + &y + @y < (@) +yy+2  [(@7y)
—— ~——
2R{(z,y)} <V(@2) /()

also

2
(x+y2+y) < (\/(%@ + <y,y>> 0
iv. Parallelogrammgleichung: Fir x,y € H ist

Spezielles Beispiel: Im R? mit dem Standardskalarprodukt gilt fiir ein durch Vektoren z,y € R? aufgespanntes
Parallelogramm:

2 2 2 2
o+ ll* + lly = 2l* =2 (Jlel* + Iy)1*) , llall == /o 2)
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(vel. folgende Definition der Norm ||-||)

5.1.2 Definition: Prahilbertraum

Ein Préhilbertraum H ist ein K (= R, C)-linearer Raum ausgestattet mit einem Skalarprodukt (-,-) : H x H — K. Dabei
induziert das Skalarprodukt in H eine Norm, definiert durch

|| ==/ (z,z) , x €H
Wegen den oben genannten Eigenschaften, ist ||-|| tatséchlich eine Norm. Somit ist H insbesondere ein metrischer Raum, mit
der durch die Norm induzierten Metrik.
Beispiele:

(i) Der Raum Il mit dem Skalarprodukt

<£’ 77> = Z&m
=1

(ii) Der Lo(—m, ) mit dem Skalarprodukt

5.1.3 Definition: Hilbertraum

Ein Hilbertraum H ist ein bzgl. der durch das Skalarprodukt induzierten Norm ||| vollstdndiger Prihilbertraum. Somit ist
jeder Hilbertraum insbesondere ein vollstdndiger, normierter Raum, also ein Banachraum.

5.1.4 Rekonstruktion des Skalarproduktes

Aus der durch das Skalarprodukt (-,-) induzierten Norm ||-|| ldsst sich auf einem Préahilbertraum das Skalarprodukt rekon-
struieren:

1 2 2

7 (I +yl* = 2 = y1?) :K=R
(z,y) =

1 . . . .

7 (lo+yl? = llz =yl +ille +iyl* —ilo —iy)?) :K=C

Ferner gilt: Gilt auf einem normierten Raum fiir die Norm die Parallelogrammgleichung, dann l&sst sich so ein Skalarprodukt
einfithren, das die gegebene Norm erzeugt.

5.1.5 Stetigkeit des Skalarproduktes

Fiir ,, — « und y,, — y ist (Xn,yn) — (x,y), das heifst (-,-) ist stetig als Funktion von 2 Variablen.

Beweis:
n—oo

{#n,yn) = (@9 < (&0 =2, 00) |+ (@ yn —y)| < |lzn =2l |lynl]  +l2] - [lyn =yl —0
—— ~—~ ——
Slzn—zll-llynll  <llzl-lyn—yl —0 beschrénkt —0

da konvergent
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5.2 Orthogonalitat
5.2.1 Definition: Orthogonale Elemente
Zwei Elemente z,y € H des Prahilbertraumes H heifsen orthogonal, falls gilt:

(z,y) =0

Schreibweise: x L y.
Fiir eine Teilmenge M C H und Element x € H schreibt man x L M falls gilt

rly YyeM
Ferner: Fiir zwei Teilmengen A, B C ‘H schreibt man A 1 B falls gilt:

(r,y) =0 Yo € A, ye B

5.2.2 Satz des Pythagoras

Sind z,y € H orthogonale Elemente des Prahilbertraumes H, dann gilt
2 2 2
lz+yl” = llzl” + llyll

Allgemeiner gilt sogar: Fiir paarweise orthogonale x1, .., z, € H, n > 2 gilt:
2

n n

2
D @il =2 llail
i=1 i=1

Beweis:

2 n n n n n n
= <;$1,Z$]> :Z: Z<IZ,I]>:Z<IZ,IZ>:;||11” O

j=1 i=1j=1"_¢ i=1
fiir i£j

n
D> i
i=1

5.2.3 Definition: Teilraum
Eine nicht-leere Teilmenge M C ‘H eines Prahilbertraumes H heifft Teilraum von H falls gilt:
(1) Fir z,y € M, A\, u € K folgt \x + py € M (abgeschlossen im algebraischen Sinne).

(2) M ist abgeschlossen (im topologischen Sinne).

5.2.4 Satz iiber das Bild und den Kern eines Operators

Es sei T' € L(H) ein linearer, beschrénkter Operator auf dem Hilbertraum H. Dann sind image(7") und ker(T") Teilrdume
von H.
Beweis: Klar!

5.2.5 Satz iiber die beste Approximation

Es sei M C 'H ein Teilraum des Préahilbertraumes H und = € H \ M. Fiir yo € M sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. (x—yo) L M.

2. lz—yol <|lz—yll Vye M. Man sagt: yo ist die beste Approzimation von x auf M.
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Beweis:

e Richtung (1) = (2). Essei z € H\ M, yo € M und (z —yp,y) = 0V y € M. Dann gilt fiir beliebige y € M wegen

(x — y0,¥ — Yo 0 der Satz von Pythagoras, das heifst
—
eM
2 2 2 2 2
Iz = yll” = llz = yo + o =yl = llz = »oll” + llvo — wlI” = llz — ol
also

= woll < [l —yll

e Richtung (2

) = (1). Es gelte ||z —yo|| < ||z —y|| Vy € M. Beweis durch Widerspruch: Es existiere ein y; € M mit
(—yo,91) #0

, dann ist
ot L e
1 1
eine bessere Approximation, denn
(T —yo0,91) W%
T — Yo — :
||y1H ||3/1H
\(x—yo,y1>l2 (x—yo,y1> <$—y07y1>
=T — , U — + 9 - \T— 9 - T\ , U —
T A e S PRI
2 \<$—y07y1>|2 2
=z -yl - —F—— <z — ol
<ylayl>
>0

5.2.6 Satz iiber die Existenz einer besten Approximation

Es sei H ein Hilbertraum (also ein vollstdndiger Prahilbertraum), M C H ein Teilraum von H und x € H \ M. Dann gibt es
genau eine beste Approximation von x in M.

Beweis: Es sei z € H\ M
Existenz: Es sei a := injl\“/[ lx — y||. Da ¢ M und M abgeschlossen ist, ist @ > 0, denn sonst gébe es eine Folge y, € M
ye

mit y, — x und somit x € M, was ein Widerspruch wire. Wihlen (y,) C M mit ||z — y,|| "= a. Solch eine Folge existiert

aufgrund der Definition des Infimums. Durch die Parallelogrammgleichung
2 2 2 2
l[u+vl” + [l —vf|” = 2{Jul|” + 2o
folgt fir u == —yp, vV:i=2 — Yy, m>n

_ Yn + Ym
2

2
<2z = yal® +2 )|z =y —4a® "= 0
—_——— —_————

2 2 2
9 — 2 = 21l = yll? + 2 & — g —4Hm

—a? —a?
>a?

n—oo

= ||Yym —ynll — 0

das heifst (y,) ist Cauchyfolge. Da H vollstandig ist, ist (y,) in H konvergent, y := lim y,. Da M abgeschlossen ist, muss
n—0oo
y € M sein, das heifst

n—oo

[z =yl — llz =yl = lle—yl=a

weshalb
— : _ o
lz =yl = min |l =y
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ist. Somit ist y beste Approximation von z in M.
Eindeutigkeit: Es sei yo beste Approximation von x in M. Fiir jedes y, € M gilt dann

(z=vo.y0—y5)=

2 2 0 2 2
Iz —yol™ = llz — yo + o0 — ol [z = yoll” + llyo — yoll

Ist auch y} beste Approximation von z, so muss gelten
lz = yoll < lz = woll A llz = yoll < [lz = woll

das heift ||z — yo|| = ||x — y{|. Demnach ist ||y — v || = 0 und somit yo = ;.
O

5.2.7 Definition: Orthogonale Projektion

Es sei M C 'H ein Teilraum des Hilbertraums H. Die orthogonale Projektion Py ist genau die Abbildung Py : H — M, die
jedem x € H seine beste Approximation in H zuordnet. Dabei ist fiir x € M offensichtlich Py;z = x.

Dabei gilt: Py ist linear.
Beweis: Zu zeigen wire: Fiir A, p € K und x,y € H ist Py (Ax + py) = APy 4+ puPay, das heifit APya + pPay ist beste
Approximation von Az + py in M. Also zu zeigen:

(Ax 4+ py — (APyx+ uPyy),z) =0 VzeM
Doch dies ist tatséchlich der Fall, denn

(A 4+ py — (APyz + pPuny), 2) = Az — Py, 2) +pu{y — Pyy, 2) =0

0 0

5.2.8 Definition: Orthogonales Komplement
Zu einer Teilmenge M C H eines Prahilbertraumes H heifst:

Mt ={zcH:a LM}={zcH: {(z,y)=0 Yyec M}
das orthogonale Komplement von M.

Bemerkung: M~ ist aufgrund der Linearitiit und Stetigkeit von (,-) ein Teilraum von H.

5.2.9 Satz: Zerlegung eines Vektors
Sei M C 'H ein Teilraum des Hilbertraums H und = € H.

1. Dann lisst sich x schreiben als © = 1 4+ o mit 21 € M, zo € M.
2. Diese Darstellung ist eindeutig.

2

|

3. Bs gilt: [|z]| = \/[lz1]® + ||o2

Schreibweise: H = M @& M. Wird z aufgefasst als Paar (1, 22), 1 € M, x5 € M+, so gelten formal die gleichen Rechen-
regeln (insbesondere Addition, Multiplikation mit Skalaren und Normbildung) wie im R? mit der Euklidischen Metrik.

Beweis:

1. z = Pyx + (z — Pyx)
M N—,—

z1eM zo€ M+
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2. Essei x = o1 +xy = 23 +4 mit 21,73 € M, m3,24 € M. Dann ist 0 = (1 — x3) + (22 — 74) mit (v; — x3, 79 — 74) = 0.
—_— Y
eM eM+
Mit dem Satz des Pythagoras erhélt man

0= [[(x1 — 23) + (x2 — 20)||” = 21 — 23] + Jwz —2al|” — 21 =25 N 22 =124

3. Folgt sofort aus dem Satz des Pythagoras, denn x1 1 z5.
O

5.2.10 Eigenschaften der Orthogonalprojektion
Die Orthogonalprojektion Pjs auf einen Teilraum M C ‘H des Hilbertraums H erfiillt folgende Eigenschaften:

a) Py ist linear (bereits gezeigt).

b) ||Pul =1 falls M # {0}
Beweis: Durch © = Pyx + (v — Pya) folgt zum einen
N~ N——

eM eM-L
lz]* = [Pzl + |z — Pyz|* = |Puz| < || VoeH

und zum anderen, fiir x € M, ||z|| =1 : Pya = x, das heit ||Pyz|| = ||z|| = 1 und somit ||Pys|| > 1. Zusammengefasst
also || Py|| = 1.

C) PM OPM = P]w. (klar)

d) (Pyx,y) = (x, Pyy) V x,y € H. Man sagt: Die Abbildung Py ist symmetrisch.
Beweis: Fiir z,y € 'H gilt:

(Pyvx,y) = (Pyx, Pyy + (v — Pay)) = (Pue, Puy) + (Pue, y — Puy) = (Pux, Puy)

EM eML
— —m———
0

Analog: (z, Pyry) = (Pyx, Pary)

also (Pyzx,y) = (x, Pyy).

5.2.11 Satz: Charakterisierung von Orthogonalprojektionen
Zu jedem P € L(H) mit PP = P und (z, Py) = (Px,y) V z,y € H existiert ein Teilraum M C H mit P = Py,.
Beweis: Setzen M := image(P), dann gilt fir y € M, y = Pv : Py = PPv = Pv =y und fir z € H:

<ac—Px,y>:<x7y>—<Px,y>:<gc,y>—(ﬁc,£,z{/> =0

Y

das heiflt (x — Px) L M.

Zu zeigen bleibt: M ist Teilraum, also insbesondere abgeschlossen. Sei (x,,) C M, x, — x € H. Dann gilt z,, = Pz, P stetig Px
und somit Pz = x. Also ist per Konstruktion z € M. Somit ist M abgeschlossen.
O

5.3 Orthogonale Reihen

In einem Banachraum FE schreibt man

k=1 k=1
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und sagt, die Reihe ist konvergent, falls dieser Grenzwert existiert. Dabei impliziert die schérfere Forderung

oo
Z |zk|| < oo : absolute Konvergenz
k=1

nach Satz 4.1.3 schon die Konvergenz der Reihe. Anders formuliert: Eine Reihe Z ey mit ||yel| = 1 und Z lexk| < oo ist

k=1 k=1
absolut konvergent, und somit konvergent.

Aussage

Fiir orthonormale Folge (x,,) € H im Hilbertraum H impliziert schon die schwichere Voraussetzung

oo
Z lex|® < o0
k=1

die Konvergenz von Z CLTE-
k=1
5.3.1 Definition: Orthonormales System
Ein System (x;);er C H heifit orthonormal, falls gilt:

(T, ) =0 VkleI

5.3.2 Satz iiber orthonormale Systeme
Es sei {x)}}_, ein orthonormales System im Hilbertraum H und « € H. Dann gilt fiir beliebige ¢, € K:

n
X — E CrZk
k=1

2

2 2 2
= llz* = > Kz, 2i)* + D lew = (w,21)]
k=1 k=1

Insbesondere ist somit

Z (x,xk) T

k=1

die beste Approximation von z in span{xi, .., 2, }.

Beweis:

2 n n n n n
- < B ST z> o)+ Y et - S ) 3 )
k=1 k=1 k=1 k=1 1

k=

n
xTr — E CrTL
k=1

n n

= Jlall® + 3 (e = Gz (o = o)) = D Haswn) P = ol + D lew = (@) * = 3 [(a, mi)?
k=1 k=1

=1 k=1

Folgerung: Fiir ¢, = (z,zy) folgt
2 n

= Jlall* = > [z, z4)|”

k=1

i (x, k) T
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5.3.3 Die Besselsche Ungleichung

Fiir orthonormales System {xj}7_, und = € H gilt:

2 2
(@, 28)|” < |||

NIE

E
I
—

Beweis: Folgt direkt aus vorigem Satz.

5.3.4 Definition: Fourier-Reihe

Fiir eine orthonormale Folge (z)reny C H im Hilbertraum H und = € H ist die Reihe

o
E Z, l‘k
k=1

die Fourier-Reihe von x bzgl. der Folge (z). Die Koeffizienten (x, xy) sind die Fourier-Koeffizienten von x bzgl. (zy).
Bemerkung: Die Konvergenz der Fourier-Reihe ist gesichert durch die Besselsche Ungleichung (5.3.3) und die Aussage iiber
absolute Konvergenz orthonormaler Reihen (5.3).

5.3.5 Theorem iiber orthonormale Folgen ( Vollstindigkeit)

Fiir eine orthonormale Folge (x;) C H im Hilbertraum H sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Die Menge aller endlichen Linearkombinationen span{z, za, ...} aus (x) ist dicht in H.

2. Fiir x € H ist
=3 )
k=1
3. Parsevalsche Gleichung:
> Nz = el
k=1
4. Ist (z,z) =0 V k, so muss x = 0 sein.
Beweis:

Ne
e (1) = (2): Sei x € H und £ > 0. Wahlen y € span{zy} mit ||y — z| <&, 0.B.dA y = Z)\kmk.
k=1
Nach Satz 5.3.2 gilt dann fiir n > n.:

n MNe
x—Z(x,xk>xk < ||z — (x, ) x) — Z 0-xk x—Z)\kxk
k=1 k=1 k=n.+1 k=1
Somit ist auch
o0
x—Z(w,xk>xk <e
k=1
Da € > 0 beliebig war, muss gelten:
oo
x—Z(w,xk>xk =0
k=1
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2

N D AR
n—oo e

2
||-]] stetig li
B n—?OO

n
E Z, xk
k=1

oo
2
=D laan)” - o)
~—~—

1
e (3) = (4): Klar, da aus ||z|| = 0 folgt = 0.

e (4) = (1): Beweis durch Widerspruch.
Annahme: M := span{zy} # H. Wahlen ein x € H \ M und dazu die beste Approximation zo in M. Wegen = ¢ M
———

Teilraum
wissen wir: © — xg # 0. Doch andererseits ist x — x¢ L M, das heift

(x —x0,y) =0 Yy €M, insbesondere (x —xg,z,)=0 k=1,2,..
Wegen (4) folgt dann 2 = 0, was ein Widerspruch ist!
O

5.3.6 Definition: Vollstdndiges Orthonormalsystem
Ein Orthonormalsystem in H heift vollstindig, falls es die oberen Bedingungen (5.3.5) erfiillt.

Beispiel: Betrachten den Hilbertraum H := Lo(—m, 7). Die Funktionen 1, cost, sint, cos 2t,sin 2¢, . .. sind orthogonal bzgl.
der durch das Skalarprodukt induzierten Norm. Die Linearkombinationen dieser Funktionen sind dicht bzgl. der Supremums-
norm |||, (Stone-Weierstraf), und somit erst recht bzgl. ||-|[,.

Bemerkung: Somit sind auch die gesamten entsprechenden Funktionenklassen dicht bzgl. ||-[[,.

Die Funktionen

1
sint, cost, sin 2t,

V2r’ f \ﬁ \ﬁ
bilden dabei sogar eine (vollstdndige) orthonormale Folge. Somit konvergiert jede Fourier-Reihe bzgl. ||-||, (im quadratischen
Mittel) gegen die gegebene Funktion z.
Fragestellung: Gibt es immer solch eine vollstdndige orthonormale Folge?

5.3.7 Definition: Separabler Hilbertraum
Ein Hilbertraum H heifst separabel, falls er eine abzéhlbare, dichte Teilmenge besitzt.

5.3.8 Satz iiber die Existenz vollstindiger orthonormaler Folgen in separablen Hilbertraumen

In einem Hilbertraum H existiert genau dann eine vollstdndige, orthonormale Folge, wenn H separabel ist.

Beweis: Es sei (z,,) eine in H dichte Folge. Verkleinern diese Schritt fiir Schritt, so dass die reduzierte Folge linear unabhéngig
ist. Dabei ist jedes Element nach endlich vielen Schritten erreicht, so dass es eindeutig in der neuen Folge enthalten ist oder
nicht. Diese linear unabhéingige Folge wird (z.B. durch das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren) orthonormiert. Da
sich die lineare Hiille dabei nicht gedndert hat, ist sie stets dicht in H.

Anderseits ist span{z} fiir ein vollstdndiges System (z1)ren abzdhlbar.

5.3.9 Satz iiber die Isometrie komplexer, unendlich dimensionaler Hilbertriume

Jeder separable, unendlich dimensionale, komplexe Hilbertraum ist isometrisch isomorph zum komplexen Raum Iy (vgl.
4.3.6).

Beweis: Bei gegebener vollstandiger Orthonormalfolge (z1), ist die Zuordnung = — ((x,z)), eine Isomorphie. Durch die
Parsevalsche Gleichung folgt aufserdem die Normerhaltung.
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5.4 Lineare Funktionale auf H
Es sei H ein K-Hilbertraum (K = R, C). Dann erzeugt jedes Element y € H eine Abbildung a, : H — K geméf

x = ()

Diese Abbildung ist linear und stetig (bzw. beschrénkt).

5.4.1 Lemma iiber die Norm von q,

Fiir beliebiges y € H ist |jay|| = ||yl

Beweis: Fiir y = 0 ist die Aussage trivial. Fiir y ## 0 ist zum einen
lay ()] = [(z, )| <zl Iyl = llayll < [ly

und zum anderen

] y 1
ay (= || =Y =yl llyll = llyll = llayll = sup [ay(z)] > |yl
y(llyll)‘ ‘< ’|y||>’ lyll s Y

also
vl = llayll O

5.4.2 Das Frechet-Riesz Representationstheorem
Sei 'H ein Hilbertraum. Zu jedem stetigen, linearen Funktional a € H’ existiert genau ein y € H mit a, = a, das heifst
a(z) =ay(z) =(z,y) VeeH
Beweis:
¢ Eindeutigkeit: Seien y,y’ mit a, = a = a,, das heifit (z,y) = (z,y’) V = € H. Dann gilt insbesondere
ly=y'll=C-vy—y) =y +&.y) - wy) - &=+ -y -y =0
woraus folgt y = /.
e Existenz: Ist a = 0 so wahlen y = 0. Sei also a # 0, und
M:={zeH:a(z) =0} #H
Dann gilt:

~ M#£0da0e M
— M ist (topologisch) abgeschlossen, da (-, -) stetig.
— M ist linear abgeschlossen.

Somit ist M ein Teilraum von H. Wihlen somit ein yo L M (dies ist immer moglich: Fir ein y' € H \ M setzen
y: =y — Py(z)) und setzen

y = a(yo) o LM

1yoll
Wegen
_ o) aw)
"7 alw) W( alyo) y°>
eM

folgt fiir beliebiges = € H:
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5.5 Der adjungierte Operator
Sei T' € L(H) ein beschrinkter, linearer Operator auf dem Hilbertraum H. Gesucht ist ein Operator T* mit
(Tw,y) = (2, T"y) Va,yeHr

Somit besteht fiir y € ‘H die Frage: Was ist T*y?
Die Abbildung =+ (xT,y) ist ein beschriinktes, lineares Funktional, denn

la(@)] = [Tz, y)| < Tl - [yl < ITI- Nyl - =l = lall < 1T - lyll

5.5.1 Definition: Adjungierter Operator

Fiir einen Operator T' € L(H) und y € H ist T*y das (eindeutig bestimmte) Element, das das oben eingefiihrte Funktional
a reprasentiert. Die Abbildung 7* : H — H, y +— Ty ist der zu T adjungierte Operator. Per Konstruktion ist dann

(Tx,y) = (x,T"y) Vao,ye™H

5.5.2 Eigenschaften des adjungierten Operators

1. T* ist linear.
Beweis: Zu zeigen ist T*(A1y1 + A2y2) = M T y1 + AT ys, das heift

(2, T"(My1 + A2ya)) = (2, M T y1 + AT y2)
Tatséchlich, ist
(@, T*(My1 + Aay2)) = (T, Miys + Xay2) = M (T, 11) + Ao (T, o)

=X (&, T*y1) + A2 (2, T y2) = (@, MT*y1 + XoTyo)

2. Esgilt T[] = || T
Beweis: Zum einen ist
5.4.1)

* (
la(z)| = [Tz, y)| <[ Tz| - lyll < ITI- Nyl - =l = [Tyl =" llall < T[]yl
= [T <7l

und zum anderen

Tx TJ; * * * *
yim L2 T = \<Tx>| — [T,y = e, Ty < llall - [T < llell - 121 - gl = 1] - el
||T1’|| X ~—~
1

= Tl <[IT7|

Beispiel: Betrachten den Hilbertraum H = C" und den Endomorphismus 7', der bzgl. einer Orthonormalbasis als die
Matrix
T11 e Tin

wirkt. Fir z = (ml, ..,x”) , Y= (yl, ..,y") € H ist dann
. — "
(Tz,y) = "y’ = exTory’ = (2, T*y)

also ist
T11 Tnl

@y=| : . |=07
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Rechenregeln fiir den adjungierten Operator

1. T** =T
Beweis: Es ist

(x, T"y) = (T"x,y) = (y, T*z) = Ty,x) = (z,Ty) Va,ye™H
also Ty = T*"y V y und somit T" = T**.
2. Id*=1d

3. (S+T) =85*+T*
Beweis:
(z, (" +T7)y) = (z,S"y) + (z,T"y) = (Sz,y) + (Tz,y) = (S +T)z,y)

4. (ST)* =T*5*
Beweis:
(x,T*S*y) = (Tx,S"y) = (STx,y)

5. Fiir A € K ist (\T)* = AT*
Beweis: B
<:c, )\T*y> = Ma,T"y) = XN (Tz,y) = (\Tz,y)

6. (T7)" = (1*)~".
Beweis: Es gilt

*

TT'=1d & ld=1d"= (T7)" = (T71) 1

*

Analog ist auch T* (T‘l)* = Id, das heifst (T‘l)* ist rechts- und linksinvers zu T*, also (T7!)" = (%)~

5.5.3 Satz iliber das Spektrum des adjungierten Operators
Esgilt: A€ o(T) & Aco(T*)und X € p(T) & X p(T*).
Beweis: Es geniigt die zweite Aussage zu zeigen, da o(T) = (p(T))°. Es gilt:
Aep(T) & FI(T-Ad)' < I [(T-AD)] " & Xep(T)

—_——
(T*—X1d) "

5.5.4 Satz iliber den adjungierten Operator: Zerlegung des Raumes in Bild und Kern

Fiir einen Operator T' € L(H) des Hilbert-Raumes H gilt:
H = image(T") @ ker(T™*) = image(T™*) @ ker(T)
Beweis:
e Zeigen: image(T)l C ker(T*). Sei y € imauge(T)l7 das heift (z,y) = 0V z € image(T), insbesondere fiir z € image(T).
Somit ist
(¢, T*y) = Tz,y)=0VeeH = T'y=0 = y <€ ker(T")
e Zeigen: ker(T*) C image(T)L. Sei also y € ker(T'*), das heift T*y = 0, also
(Tz,y) =(x,T"y) =0V eH = (z,y) =0 V z € image(T)

Da (-,-) stetig im 1. Argument ist, ist sogar (z,y) =0 V z € image(T).
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e Aus den beiden obigen Uberlegungen folgt:
image(T)J_ = ker(T™)

und somit

H P29 image(T) ® image(T)L = image(T) & ker(T™)

e Wegen T** =T ist dann auch
H = image(T*) @ ker(T™**) = image(T*) @ ker(T)

5.6 Selbstadjungierte Operatoren
5.6.1 Definition: Selbstadjungierter Operator
Ein Operator T € L(H) ist selbstadjungiert falls gilt T* =T, also (Tz,y) = (z,Ty) V x,y € H.

Beispiel: Betrachten wir den Hilbertraum H = R", so ist ein Endomorphismus T genau dann selbstadjungiert, wenn
die entsprechende Matrix bzgl. einer Orthonormalbasis symmetrisch ist.

5.6.2 Korollar iiber selbstadjungierte Operatoren

Fiir x € H ist (T'z, z) stets reell.
Beweis:
(x,Tz) = (Tz,z) = (x,Tx)

5.6.3 Satz iiber die Norm selbstadjungierter Operatoren

Fiir einen selbstadjungierten Operator T' € L(H) im Hilbertraum H gilt:

IT|| = sup [(T,z)|
el <1

Bemerkung: Allgemein ist
sup [(Tz,z)| = sup |[(Tz,x)| =max< sup (Tz,z), inf (Tx, z)
el <1 lell=1 ) =1 llell=1

Beweis: Es sei S := sup [(Tz,z)| und 0.B.d.A S > 0 (fiir S = 0 ist der Satz trivial).
llzll<1

o Zu zeigen: S < ||T:
flzl|<1
2
(T, x)| < || Tf| - [z} < [T - [l < [IT]

o Zu zeigen: ||T|| < S:

() Bsist (Ty,2) + (2, Ty) < S (Iol* +[12l7°) ¥y, €M
Beweis:

2(Ty,z) +2(z,Ty) =(T(y+ 2),y +2) = (T(y — 2),y — 2) <[(T(y+2),y +2)| + (T(y — 2),y — 2)|

() 2 y+z y+z 2 y—2 y-—=z
=Hy+ﬂ|w<T ; N%—W—ZH-KT , N
ly + 2" ly + =] ly ==l ly — 2|

<8 (ly+ I + lly = =1%) = 25 (> + 11211?)
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(*) O.B.d.A z £+ y # 0, ansonsten entsprechenden Summanden weglassen.
(**) Parallelogrammgleichung

1
(ii) Seien z € H, a > 0, y := ax, z:= —Tz. Dann gilt:
«

1
2Tl = (T Ta) + (T 7o) = Ty + (T < 5 (1ol +1217) = 5 (o2l + = Tl

Speziell fiir o := /S folgt

2 2 2
2|Tz||” < S?||lz]|” + |Tz|” = ||IT2l| < Sl = |T] <8

5.6.4 Lemma iiber die Norm des Produktes adjungierter Operatoren
Sei T € L(H) ein beschrinkter Operator auf dem Hilbertraum H. Dann gilt:
2 *
1T = 17T

Beweis: Der Operator T*T ist selbstadjungiert, so dass gilt

2

IT|? = | sup |T||| = sup |T|® = sup (Tz,Tz)= sup [(T*Tx,z)| "= |T*T)|
lz|| <1 [lz||<1 Hx\lélT lz[| <1

5.6.5 Satz iliber Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren
Sei T' ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum H. Dann gilt:
(1) Alle Eigenwerte von T sind reell.

(2) Alle Eigenwerte liegen im Intervall

inf (Tz,z), sup (Tz,x)
[ll[=1 lz]|=1

(3) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis:

(1) Sei Tz = Az, x # 0. Dann gilt ~
Ma,x) = (Tx,x) = (x,Tx) = Xz, )
——
£0

das heift A = X und somit \ € R.

(2) Sei Tx = Az, ||z|| = 1. Dann ist
inf (Ty,y) < (Tw,z) < sup (Ty,y)

lvi=t —— " =
(Az,z)=\
(3) Fiir T.’L‘l = )\11}1, T(EQ = )\2552 gllt
M (1, 20) = (Tx1,22) = (1, Tx2) = Ao (1,7
1 (w1, 22) = (Twy, 22) = (21 2) 2 (r1,72)
A2

Sind also A1 # Ag, so muss gelten (zq,29) = 0.

O
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5.6.6 Satz iliber die Resolventenmenge selbstadjungierter Operatoren
Sei T' ein selbstadjungierter Operator und A € C. Dann gilt:
Aep(T) & Fe>0:YaeeH: |[|[Te— x| > c|lz|

Beweis:
Richtung "=". Sei \ € p(T), das heift es existiert (T — A\1d)~!. Fiir x € H setzen wir y := (T — A1d)z und schreiben

1
— _ -1 _ =19 . — _ =19 . _ _ -
]l = [[(7 = A1)~ y|| < (T = AT T - llyll = [[(T = M) 7| T2 = daf| = [T MHZH(T—Md)—lH [l
|
C

Richtung ”<”. Es gelte ||[Tz — A\z|| > ¢ ||z|| V = € H fiir ein ¢ > 0. Zu zeigen ist: T — A1d ist invertierbar. Dabei ist klar
dass A kein Eigenwert sein kann, da fiir einen entsprechenden Eigenvektor die Ungleichung nicht erfiillt sein wiirde. Somit
ist T'— A\1d injektiv.
Es bleibt noch zu zeigen: T'— A1d ist surjektiv, das heifst image(T — AId) = H. Nach Satz 5.5.4 gilt

image (T — A1d) @ ker((T — AId)*) =H

N———
T-X1d

Da A und somit A kein Eigenwert von T ist, muss ker(T' — A Id) = {0} sein, das heift
image (T'— A\1d) = H
Sei nun (y,,) C image(T — A\1d) eine Folge mit ,, = T'x,, — Az, "—> y. Dann ist (y,) eine Cauchy-Folge, das heift

n—oo

1
||'Tm - .Z‘"H S E ||T('T7n - .T") - A(xm - xn)” — 0

Somit ist auch (z,,) eine Cauchy-Folge und deshalb konvergent (da H vollstindig): z,, — x. Wegen T'x,, — Az, — Tx — Az (T
stetig) und Tz, — Az,, — y muss y = Tx — Az sein, das heillt y € image(T — A1d). Somit ist image(T — AId) abgeschlossen,
das heifst

image(T — AId) = image(T — AId) = 'H

Somit ist 7' — AId invertierbar und A € p(T).
O

5.6.7 Satz iiber das Spektrum selbstadjungierter Operatoren

Es sei T ein selbstadjungierter Operator. Dann gilt:

(1) Das Spektrum o(T") von T liegt auf der reellen Achse.

(2) Das Spektrum liegt im Intervall

inf (Tx,z), sup (Txz,x)
llzll=1 lz)|=1

(3) Die Zahlen M := HirHlf1 (Tz,z) und S := sup (Tz,z) gehdren zum Spektrum.
zi= ll=ll=1
Beweis:

(1) Sei A € C\R, das heift () # 0. Fiir € H setzen wir y := Tx — Az. Dann gilt:

(y,x) + Mz, x) = (y + M\, z) = (Tx,z) = (x,Tz) = (z,y + \z) = (x,y) + A (z,x)

also
(z,y) = (y,2) = (A = A) (z,2)
und somit
2|z - lyll = [z, )] + [y, 2)] = [, y) = (ys)] = [A = X[ @, @) = 2|SOV)] - ]|
Umgeschrieben also
[Tz = Azl = [lyll = [S)]- ||

——
#0

das heift nach Satz 5.6.6: A € p(T) bzw. A ¢ o(T).
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(2) e Sei A > S. Dann ist wegen

——
<S|lz)? <0
insbesondere
|ITz = Azl - ||z|| > (T = Az, 2)| > (A=) - |||
und somit

ITe — x| = (A= 9) |z ¥ oen
——
>0
das heifit A € p(T) bzw. A ¢ o(T).
e Sei A < M. Dann ist
1Tz = Aall - |}z = (T — Az, @) = (Tw, ) —Az,z) > (M = A)- o]
———

——
>M-||z|? >0

das heifst
[Tz — Az|| = (M — A) - ||z
——

>0

Somit ist A & o(T).

(3) Unter Beachtung der Tatsache
Aep(T) & A+ pep(T+pld)

kénnen wir wegen Satz 5.6.3 jeweils 0.B.d.A annehmen dass S = |T|| bzw. M = — || T ist.

e Zu zeigen: # ¢ > 0 : ||Tx — Sz| > c||z|| V = € H. Konstruieren dazu eine Folge (x,,) mit

n—oo

|lznll=1 A Tz, — Sz, — 0
1
Wiéhlen also z, € H mit ||z,| =1 und (T'z,,x,) > S — —. Durch die Definition von S ist dies immer moglich, und
n
es gilt

S nooo

1 S
T2y — San|* = (Tan, Tan)—25 (T, 3,)+5% |2]]> < || Txa||> —29 (S - )+52 < 822874682125 = 2= "F
N—_—— n n n

<IT|*=52
e Zu zeigen: ¢ > 0: ||Tx — Mz| > c||z|| V x € H. Analog zu vorhin konstruieren wir eine Folge (z,,) mit ||z, || = 1
1
und (Txy,, ) < M + —. Fiir diese gilt:
n
1 M n—oo
| Tzn — May|® = | Tan||* = 2M (Tap, x4) + M? ||z, || < ||T)* —2M (M + ) +M?=—2—"230
N——~ n n
M2

5.7 Unitare Operatoren
5.7.1 Definition: Unitdrer Operator
Ein beschrénkter Operator U € L(H) auf dem Hilbertraum H heift unitdr, wenn U surjektiv und

(Uz,Uy) = (x,y) Vao,yeH

ist.
Bemerkungen:

e Insbesondere fiir  # 0 folgt Uz # 0, das heifit U ist injektiv und somit invertierbar.
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e In endlich dimensionalen Rdumen kann die Forderung der Surjektivitdt auch weggelassen werden, da sie aus der
Injektivitét resultiert.

e Um Skalarprodukt-Invarianz zu zeigen, geniigt es aufgrund der Darstellung von (-, -) als Norm-Kombination (vgl. 5.1.4)
Zu zeigen:

[Uz]| = |zl ¥V zeH

e Somit ist ein unitdrer Operator genau eine isometrische Surjektion.

5.7.2 Satz iiber den Inversen eines unitiren Operators

Fiir einen Operator U auf H gilt:
(1) U ist genau dann unitéir, wenn gilt: U~! = U*
(2) Der Inverse eines unitiren Operators ist auch unitér.
Beweis:
(1) Ist U=! = U* so ist U insbesondere surjektiv und es gilt
({Uz,Uy) = (2, U"Uy) = (z,U"Uy) = (z,y)
Ist andernfalls U unitér, so ist U nach obigen Bemerkungen (5.7.1) invertierbar, und es gilt

<vay> = <U.’£, UU71y> = <g_’;, U71y> — U*l — U*

(2) Fiir einen unitéren Operator U gilt:

Nach Teil (1) folgt dann: U~ ist unitér.
[

Beispiele:
(i) Jede Drehung oder Spiegelung im R"™ stellt eine unitidre Transformation dar.

(ii) Im Lo(R™) ist die Fouriertransformation

-1 x) e R dy
LR m)/ f() d

eine unitare Transformation.

Kompakte Operatoren
5.7.3 Definition: Kompakter Operator

Ein beschriankter Operator T € L(H) auf dem Hilbertraum H heifst kompakt genau dann wenn das Bild 7'(B;(0)) der
abgeschlossenen Einheitskugel B;(0) prakompakt (vgl. 2.1.5) ist. Dies ist quivalent zu den Aussagen:

e T(B1(0)) ist kompakt
e In jeder Folge (z,) C B1(0) existiert eine Teilfolge (z,, ) so dass (T'z,, ) konvergiert (vgl. Folgenkompaktheit (2.1.3)).

e In jeder beschriankten Folge (z,,) existiert eine Teilfolge (zy, ), so dass (T, ) konvergiert.
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5.7.4 Definition: Ausgearteter Operator

Ein Operator T' € L£(H) auf dem Hilbertraum H heifit ausgeartet, wenn dimimage(7T) < oo ist.
Bemerkung: Jeder ausgeartete Operator ist kompakt.

5.7.5 Satz: Darstellung ausgearteter Operatoren

Jeder ausgearteter Operator T' ldsst sich darstellen als

n

Tx = Z (x,T"e;) eg

i=1

wobei ey, .., e, eine Orthonormalbasis in image(T') ist.

Beweis: Sei n := dimimage(7"). Wihlen eine Orthonormalbasis ey, .., e, in image(T). Dann ist fir z € H:

Ty = Z Ak (2)eg
k=1

wobei N
(@, T e;) = (Tz,e) = > Mel@) (ex, €) = Ni()
=1 SN——
Oki
O

5.7.6 Satz: Der adjungierte Operator ausgearteter Operatoren

Der zum ausgearteten Operator T' € L(H) (Darstellung wie in Satz (5.7.5)) adjungierte Operator T hat die Gestalt
Ty =Y (y,ex) T ex
k=1

Beweis: Zu zeigen wire

<1‘7 Z <ya ek> T*ek> = <TSC,y>

<$’ (Y, ex) T*6k> =) (e, y){(z,T"e;) = <
k

Tatsachlich ist

M=

(x, T"ek) e, y> = (Tx,y)

k=1

O

Folgerung

Ein Operator T € L(FE) ist genau dann ausgeartet wenn der zu ihm adjungierte Operator T* ausgeartet ist. Dabei ist sogar
dim image(7T) = dim image(T™)

Beweis: Sei T' € L(H) ausgeartet. Wegen

(5.7.6)
image(T*) C " span{T™e1,..., T ey}
ist
dim image(T™) < dim image(T)
das heifft insbesondere T™* ist ausgeartet. Ferner ist
dimimage( T ) = dimimage(T**) < dim image(T™)
T**
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5.7.7 Satz: Approximation kompakter Operatoren

Jeder kompakte Operator im Hilbertraum H lasst sich durch ausgeartete Operatoren approximieren.

Beweis: Sei T € L(H) kompakt und & > 0. Gesucht wir ein ausgearteter Operator T mit HT — TH <e.

Da T kompakt ist, ist
k

T(B1(0)) = | B:(x:)

i=1
fiir endlich viele, geeignet gewéhlte x; € T(B1(0)). Setzen
M :=span{zq, .., 2}
und T := Py o T, wobei Py die Orthogonalprojektion (vgl 5.2.7) auf M sei. Dann ist offensichtlich T ausgeartet und fiir
] < 1 gilt:

(Tz) — Py (Ta)|| P52 PV inf ||(T2) — 2| < min [Tz — 2| <e
zeM i=1,..,k

also R
|7 =7|| =17 - PuTl <

5.7.8 Satz: Grenzwert kompakter Operatoren

Es sei (T},) C L(H) eine konvergente Folge kompakter Operatoren im Hilbertraum . Dann ist lim 7, kompakt.

n—oo

Beweis: Seien T, kompakt mit 7,, "=3 T und & > 0. Wihlen T},, € Be(T) und @1, .., 71, € Ty, (B1(0)) so dass:

k

T, (B1(0)) € | Bs (@)
=1

Dann gilt:
k

T(B:(0)) € | Bu(ay)

i=1

denn, fiir x € B1(0) ist Ta = Tyyx + (Tx — Tyx) und fiir ein geeignetes j € {1, .., k}:

das heifst
[Tz — ;|| < ||Taoz — ;|| + (T — Tao)2l| < [[Thor — @5l + [T = Too[| - 2]l <& — Tz € Be(x)
T =g ||l <5 <5 <1
O

5.7.9 Folgerung: Charakterisierung kompakter Operatoren

(1) Die kompakten Operatoren im Hilbertraum H sind genau die Operatoren, die durch ausgeartete Operatoren approximiert
werden kdnnen.

(2) Ein Operator T ist genau dann kompakt wenn der zu ihm adjungierte Operator 7* kompakt ist.

Beweis: Direkte Folgerung der vorigen Sétze (5.7.7) und (5.7.8) und der Folgerung (5.7.6).
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5.7.10 Satz iiber das Spektrum kompakter, selbstadjungierter Operatoren
Jedes 0 # A € o(T') aus dem Spektrum eines kompakten, selbstadjungierten Operators T' € L(H), ist ein Eigenwert von T

Beweis:

e Sei 0.B.d.A X\ = 1. Dies ist keine Einschriankung, denn fiir allgemeines A # 0 ist (T — A1d) genau dann nicht inver-

1 1
tierbar wenn ()\T — Id) nicht invertierbar ist und 1 genau dann ein Eigenwert von XT wenn A ein Eigenwert von T ist.

e Sei nun A = 1 kein Eigenwert von T'. Zu zeigen ist: 1 € p(T'), das heifst (T' — Id) ist invertierbar, das heifst (7' — Id) ist
surjektiv (injektivitét ist klar, da 1 kein Eigenwert von T').
Betrachten dazu den Operator (T' —Id) : H — image(T — Id) und zeigen dass die Umkehrabbildung

(T —1d)~! : image(T — Id) — H

beschrankt ist.
Annahme: (T — Id)~? ist nicht beschriinkt, das heift es existieren Folgen (z.,), (y,) mit

(T=1d)zn =yn A lyall <1, [lza] =

Dann gilt:
[znll Mol ll2all
€B1(0)
Da T kompakt ist, ist (T ”1:,,”> konvergent fiir eine geeignete Teilfolge, das heifit
T
T Ty, _ Ty, + Yn,y,
[Zncll N2l lln,l
~——
—x —0

Tn
so dass auch —*—

[0 |
Somit muss (7 — Id)~! beschriinkt sein.

gegen x konvergieren muss. Da T stetig ist, folgt Tx = x, was ein Widerspruch ist.

e Da H vollstéindig ist, muss wegen der Stetigkeit von (7' —1Id) und (7 — Id)~! auch image(T — Id) vollstéindig sein, also
abgeschlossene Teilmenge von H. Laut Satz (5.5.4) gilt auerdem

H =image(T —Id)® ker(T —Id) = image(T —1d)

image(T—1d) {0}
da (T—Id) injektiv

das heift (T — Id) ist surjektiv und somit invertierbar.
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6 Spektralzerlegung beschrankter, selbstadjungierter Operatoren

6.1 Einfiihrung

Aus der linearen Algebra ist ein Spezialfall dieser Theorie bekannt: die Hauptachsentransformation. Gegeben eine sym-
metrische Matrix T' € M, (R) mit den Eigenwerten Aq,..,\, (entsprechend ihrer Vielfachheit) und einer entsprechenden
Orthonormalbasis 1, .., z, aus Eigenvektoren gilt:

‘ ‘ A ... O - T -
(T) = T Tn .
‘ ‘ 0 ... A\, - T, —
U T

also

Tx:UDUTx:UDZ@,xi)ei:Z@,xz (Nie;) = Z)\ x, ;) UeZ Z)\ X, Ti)

%

6.1.1 Theorem: Darstellung kompakter, selbstadjungierte Operatoren
Jeder kompakte, selbstadjungierte Operator T' € L(H) auf dem Hilbertraum H hat die Gestalt:

o0

Tx = Z i (T, x;) @

=1

Dabei sind die A; die betragsméfig, monoton fallend angeordneten, Eigenwerte (entsprechend ihrer Vielfachheit) und die z;
dazu gehorige, paarweise orthonormale Eigenvektoren.

Beweis:

e Alle Eigenwerte von T sind reell und liegen nach Satz (5.6.7) zwischen M := inf (Tz,z) und S := sup (Tz,z).

llzll=1 lz]|=1
Dabei sind M und S wegen Satz (5.7.10) im Falle von M # 0 # S Eigenwerte und wegen Satz (5.6.3) gilt: S = ||T||
oder M = — ||T||. Ist anderseits S = 0, so ist M = — ||T'|| und auf jeden Fall ein Eigenwert. Analoges gilt auch im Fall
M =0, das heifit es existiert allgemein mindestens ein Eigenwert A von T mit [A| = ||T||.
e Wihlen nun einen Eigenwert A; von T mit |A;| = ||T|| und dazu normierten Eigenvektor x1: Ta; = Az, ||z1]] = 1.

Setzen
Ly := span{xl} s Hy = Lll — LioH=H

und 71 :=T |, . Dabei gilt T' € L(H1), denn fiir z € H; ist

Vy=px €Ly :(y,Tx) = (uxy, Tx) = p(Txy,z) = phy (x1,2) =0 — Ta e L
——

0
da IGLf
Somit ist 77 ein kompakter und selbstadjungierter Operator auf H;.
Wiéhlen einen Eigenwert As von Ty mit |Ao| = ||T1]|, dazu Eigenvektor xs : Tixe = Aaxa, ||z2]| = 1 und setzen analog

Lo :=span{xy,z2} , Ho:= Lé‘ — Lo®Hy=H

und 75 := T |3,. Analog zu vorhin, ist T € L(H2) selbstadjungiert, kompakt.
Setzen nun analog fort, und erhalten so die Folgen (A,) und (T3,), wobei gilt H,,+1 C H,, und somit | Tpy1|| < |15

e Fallunterscheidung:

(i) Nach endlich vielen Schritten ist T3, = 0. Dann gilt fiir beliebiges x = y + 2z € H:
~

ELm EHm

Te=T(y+z2)=Ty+ Tz —TZ C; xz—z; Y, Ti) Tacl Z)\ Z, ;)

da T|(7)-tm -0 (y i) (z,2;) )\ i T
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(ii) Die Konstruktion bricht nicht ab. Definieren
Lo ::W, Hoo ::Li‘<> — H=Ls PHs
Dabei ist |\,,| monoton fallend und es gilt sogar |\,| == 0, da sich sonst (|]\,| > p > 0) wegen
Tx, € T(B1(0)) A ||Tzn| = [[Anzn|l =Ml =>p A 2n Lz, Vn#m

ein Widerspruch zur Prakompaktheit von T'(B1(0)) ergeben wiirde. Ferner ist (z,,) vollstandig in Lo, da span{z1,x2, ..}
per Konstruktion dicht in L., ist. Somit gilt firx = vy + 2z €H
NN

€Lo, €M

(x,2;)

oo A o0
Te=T(y+2)=Ty+Tz= TZ(y,xﬁxi —l—Tz:Z)\i (x,x;)x; + Tz

=1 i=1

Z <yz', l’z> Tz;
i=1

1=
da T stetig & linear

Aufllerdem ist

Vn
T2 = Tz < | Tul] 112 =50 = Tz=0
N——
I)‘n+l‘

Somit ist die Behauptung bewiesen.

6.2 f(7T) fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren

Sei ab nun H ein separabler Hilbertraum.

Sei T € L(H) ein kompakter, selbstadjungierter Operator. Wir haben in Abschnitt (6.1.1) gesehen, dass dieser dann die
Darstellung

o0

Tz = Z Ak (T, xp) T
k=1

besitzt. Dabei konnen wir 0.B.d.A annehmen, dass die {x;} ein vollstindiges Orthonormalsystem in H bilden. Ansons-
ten konnen wir einfach die fehlenden hinzufiigen (vgl. Reiffverschlussverfahren) und die A entsprechend 0 setzen. Dabei
verschwindet allerdings die Monotonie der Folge (Ax), was jedoch nicht weiter storen sollte.

6.2.1 Definition: f(7T) fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren
Man setzt fiir eine beliebige komplexwertige, auf dem Spektrum o(7") und {0} definierte Funkion f : o(T) U {0} — R:

FT)e =3 FO) (o, n)
k
Halten wir nun 7" fest, und definieren wir die Abbildung

fe= 1)
so erfiillt ® folgende Eigenschaften:
(E1) Fiir fi(t) =t gilt: ®(f1) =T
(E2) Fiir fo(t) = 1 gilt: ®(fo) = 1d
(E3) Fiir Funktionen f, g und Skalare A, p gilt: ®(Af + pg) = A®(f) + u®(g)
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(E4) Fiir Funktionen f, g ist ®(f - g) = ®(f) o ®(g).
Beweis:

:;f()‘k <Zg ,T xj xj7$k> ;f )‘k ;g l‘ ‘rj xj>xk>22f()‘k:)g()‘j) <$,l‘k>$

k
Sk

Bemerke: Hieraus folgt insbesondere: ®(f) o ®(g) = ®(g) o D(f).
(E5) ©(f) = (2(f))"

Beweis: Zu zeigen wére

<Zf()\k)<$,$k>$kn >=< D FO) (g, ) k:>
k

k
Tatséchlich ist:

<Zf()\k)<$7$k>$k, > Zf (Ak) (z, ) (Tk, y)
%

CL’Ik < Z @/,Sck k>
k k

Ziel: f(T) fur nicht-kompakte Operatoren zu erkléren. Dabei sollen stets die Eigenschaften (E1) bis (E5) gelten.

6.3 Polynome selbstadjungierter Operatoren

6.3.1 Definition: f(7T') fiir Polynome f

Sei P € C[X], P(X) = Z ap X" ein Polynom, T € L£(H) ein selbstadjungierter, beschrinkter Operator auf . Durch die
k=0
Forderung der Giiltigkeit der Eigenschaften (E1) bis (E4) in (6.2.1) folgt unmittelbar

(T)=>_ apT"
k=0

Dabei bleibt noch Eigenschaft (E5) zu zeigen. Da fiir ¢t € R gilt

folgt fir P(T):

6.3.2 Satz iiber die Norm von Polynomen selbstadjungierter Operatoren

Sei T' € L(H) ein selbstadjungierter, beschrankter Operator und P € C[X] ein Polynom. Dann gilt

”P(T)HE(’H) = ”PHC(J(T))

Hierbei bezeichne ||-|| ;) die Operatornorm in £(H) und ||-[|¢(, (7)) die Supremumsnorm in C(o (7).
Erinnerung: o(7) ist kompakt nach Bemerkungen in Abschnitt 4.6.8.
Beweis:

e Es gilt: o(P(T)) = P(o(T)) :={P(\) : A€ o(T)}
Beweis:
Zeigen: P(o(T)) C o(P(T)). Sei A € o(T'). Zu zeigen ist: P(\) € o(P(T)). Betrachten dazu das Polynom P — P(\).
Dies hat eine Nullstelle bei A, so dass gilt

P(t) = PA) =Q@)-(t=X) = (t=X)-Q(t)

63



fiir ein geeignetes Polynom Q € C[X]. Somit ist
®(P) — P\ Id = (P — P(\)) = (T — A\1d)®(Q) = ®(Q)(T — A1d)
Unter der Annahme P()) € p(®(P)) folgt dann
(T — A1)®(Q) [#(P) — P(\)1d] ™! =1d = [®(P) — P(\)1d] ' &(Q)(T — A1d)

das heifst
(Q) [®(P) — P(A\)1d]”" rechtsinvers zu (T — AId) = (T — AId) surjektiv

und
[®(P) — P(\)1d]”" ®(Q) linksinvers zu (T — AId) = (T — AId) injektiv

Somit ist (T'— AId) invertierbar, das heifft A € p(T") was ein Widerspruch zu A € o(T) ist. Es muss also P(\) € o(®(P))
sein.

Zeigen: o(P(T)) C P(o(T)). Sei u € o(®(P)) und 0.B.d.A P nicht konstant (sonst ist Satz trivial). Gesucht ist ein
A € o(T) mit P(A) = u. Dabei seien Ay, .., A, die Nullstellen von P — pu, so dass gilt

Pt)—p=alt—21)({t—A2)...(t—An)
(vgl. Fundamentalsatz der Algebra) das heifst
O(P) — pld = (P — p) = a(T — M\ 1d)(T — Ao 1d) ... (T — A, Id)

Da p € o(®(P)) ist, ist [®(P) — 1 1d] nicht invertierbar, das heifft mindestens ein linearer Faktor (T — X;Id) ist nicht
invertierbar. Dann ist \; € o(T) und P()\;) — u = 0, also

p=P(\)

o Zeigen: [ (P)[| = |[Plle(o 1y

lo(P)? "LV |[(@(P)" ®(P)|| = ||@(P)®(P)| = |®(PP)| = supo( (PP) )

selbstadjungiert

f(T) fiir stetige Funktionen
6.3.3 Definition: f(7T) fiir stetige Funktion f und selbstadjungierten Operator T

Sei T' € L(H) selbstadjungierter Operator und f stetig auf (7). Dann kann f in (C(O’(T)), ||~HC(G(T))) durch Polynome (P,)

approximiert werden (vgl. Weierstrafsschen Approximationssatz (2.2.3)):

I-lle (o cry)
P, — f

Da (P,) [|ll¢(o(ry)-Cauchy ist, ist nach Satz 6.3.2 auch (P, (7)) ||| z(s)-Cauchy, das heift P,(T') ist konvergent. Man setzt

f(T) := lim P,(7T)

n—oo

Dabei ist dieser Grenzwert unabhiingig von der Auswahl der P,, denn fiir P, — f geht

= llleor
P, — P, e
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also auch

-1l 2.7
) —

P,(T) — P,(T 0

Bemerkung: Insbesondere fiir auf dem Intervall [inf o (7T'), sup o(7T')] analytische Funktionen

F6) = axt*
k=0
ist

FT)=> " apT*
k=0

da die Partialsummen Z ajt® (Polynome) bekanntlich gleichmiiRig gegen f konvergieren.
k=0

6.3.4 Satz iiber die Norm von f(T) fiir stetige f
Sei T € L(H) selbstadjungiert und f stetig auf o(T"). Dann gilt:

”fHﬁ(H) = ”fHC(a(T))

Beweis: Folgt direkt aus dem analogen Satz iiber Polynome (6.3.2).

6.3.5 Satz: Positiv Definitheit von f(7T)

Sei T' € L(H) selbstadjungiert und f stetig auf o (7). Ist f > 0, so ist auch f(T') > 0, das heift f(7T') ist selbstadjungiert und
fiir x € H gilt
(f(T)z,z) =0

Beweis: Es sei f > 0 stetig auf (7). Setzen Punktweise g := /f. Dann folgt

(F(T)w,2) = (g(T) 0 (T, 2) = (g(T)z, (9(T))" x) = (g(T), g(T)x) =" (9(T)a, g(T)z) = [|g(T)er|* > 0

6.3.6 Satz: Eigenwerte von f(T)
Sei T' € L(H) selbstadjungiert und f stetig auf o(7T). Ist Tz = Az so gilt:

Beweis:

e Sei zunéchst f ein Polynom:
f(t) = Z at”
k=0

Dann ist

f(M)x = Zak@ = <Z ak)\k> z=f(Nz
k=0 k=0

Ak

e (o
e Fiir allgemeines (auf o(T) stetiges) f, mit P,  —="" f folgt dann
~—

eC[X]

—f(T) —f(A)
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6.3.7 Satz: Das Spektrum von f(7T)
Fiir beschrinkten, selbstadjungierten Operator T' € L(H) und auf o(7T) stetige Funktion f, gilt:

o(f(T)) = f(o(T))
Beweis: Fiir Polynome P € C[X] ist diese Aussage bereits aus dem Beweis von Satz (6.3.2) bekannt.

o Zeigen: o(f(T)) C f(o(T)). Sei ¢ f(o(T')), das heifit es gibt in o(T) kein A mit f(\) = . Anders gesagt: f — p hat
in o(T) keine Nullstelle. Setzen wir

so ist g stetig auf o(T) und es gilt
g-(f—mw=1=(f-nyg
also
g(T) [f(T) — pld] = 1d = [f(T) — p1d] g(T)

Somit besitzt [f(T) — p1d] sowohl ein rechts- als auch ein links-Inverses, und ist deshalb invertierbar, das heift p € p(T).

o Zeigen: f(o(T)) C o(f(T)). Sei p= f(A) fiir ein A € o(T). Zu zeigen ware: p € o(f(T)).
Annahme: p € p(f(T)), das heifst [f(T) — p1d] ist invertierbar. Wahlen € > 0 so dass fiir

T — (f(T) - uId)H < ¢ folgt

dass T invertierbar ist. Solch ein e ist immer zu finden, da die Menge aller invertierbaren, beschrinkten Operatoren
offen ist (vgl. 4.6.7). Wahlen aufierdem ein Polynom P mit

1P —fl <
——
1P(T)—F (D)

NCRNO)

Dann gilt
P(A) € P(o(T)) = o(P(T))

das heift [P(T) — P(A)1d] ist nicht invertierbar. Jedoch ist
I[P(T) = P(AN)1d] = [A(T) — p1d]|| < [|P(T) = f(D)[| + |[P(A) Id —p1d||
—_—
1(PA) =) 1d]|
= [P(T) = f(D)[[ + [P(A) = pl - 1d]| = |P(T) = f(T)|| +|PA) = F(N)| < &

~—~—
I <3 <IP-fli<s

also ist [P(T) — P(A)Id] invertierbar, was ein Widerspruch ist! Somit ist p € o(f(T)).

6.4 Der Rieszsche Darstellungssatz
Fiir kompakte Menge M, betrachten das endliche Borel-Maf p auf (M, 2(M)). Dann ist die Abbildung

fHJf@

von C(M) nach C linear und beschrankt, denn

/&dugnmam~MMd<w
M

Nun stellt sich die Frage: Sind alle beschrénkten, linearen Funktionale a auf C(M) so darstellbar? Das heifit gibt es fur
jedes a € (C(M))* ein Mak p so dass

a(f) = [ fdu, feC(M)
!
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gilt?
Antwort: Nein. Ein Gegenbeispiel wire ein lineares Funktional, dass einer rein positiven Funktion die Zahl —1 zuordnet
(vgl. Folgerung des Hahn-Banach Theorems (4.3.9)).

Verallgemeinerung des Mafi-Begriffs: Fiihren einen erweiterten Begriff des Mafes ein: Gegeben 4 Mafle uy, .., ugq auf
(M, B(M)) setzt man

poi= (1 — pi2) + i (3 — pia)

Dann erfillt das komplexwertige Majf$ p bis auf die nicht-negativitét alle Axiome eines Mafes.

6.4.1 Satz von Frigyes Riesz

Die lineare Abbildung, die dem komplexwertigen Maf p auf M die stetige Linearform f — / f du auf C(M) zuordnet, ist
M
isometrisch (insbesondere injektiv) und surjektiv.

Plausibilitadtserkldrung: Zu Linearform a ist das entsprechende komplexwertige Maf p zu konstruieren.
Spezialfall: M kompaktes Intervall der reellen Achse. Dabei geniigt es, das Maf u auf allen Intervallen [a,b] C M festzulegen.
Man setzt

u([a,b]) := lim <1ﬁ17b],a>

n—oo

n n—oo

flir stetige, monoton wachsende l[a,b] — Lia-

6.5 f(T) fiir beschrinkte, messbare Funktion f

Sei T € L(H) selbstadjungiert und f auf dem (kompakten) Spektrum o(7') komplexwertig, messbar und beschrankt. Fiir
g € C(o(T)) ist g(T) bereits erklart (vgl. 6.3.2). Fiir z,y € H ist

g9 (9(T)x,y)
eine stetige Linearform auf C(o(7")). Nach dem Satz von Riesz (6.4.1) existiert genau ein Maf p,, auf o(7") mit

<ﬂﬂ%w::/gﬁﬂhﬂﬁ%966@@»

o(T)

6.5.1 Satz iiber das Mafs (i,

Es sei fiir «,y € H das Mak i,y auf o(T) definiert wie oben. Dann gilt i,z = pzy.
Beweis:

/ g dftyz = / G gz = (G(T)y, x) = (2, 9(T)y) = (x, (9(T))" y) = (g(T)x,y) = / g dpzy ¥ g €C(a(T))
o (T) o (T) o(T)

6.5.2 Bedingung an f(7T) fiir messbares f
Fiir beschriinke, messbare Funktion f auf o(T) ist
[ #0) ()= By
o(T)

fiir feste x,y erklart. Betrachtet man nun B(x,y) fiir festes f als Funktion der Punkte z,y € H so hat B : H x H — C die
Eigenschaften:
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e B ist biadditiv.

e B ist homogen bzw. konjugiert-homogen bzgl. der 1. bzw. 2. Variablen, das heifst fiir A € C ist:
B(\z,y) = AB(z,y) , B(z,\y) = AB(,y)
Anders gesagt: B ist sesquilinear.

Fiir stetiges g gilt:
(9(T)z,y) = / 9(t) pay(dt) Yz, yeH
(T)

g

Man fordert dass fiir allgemeine (messbare) f durch eine geeignete Definition von f(T') auch gilt:
@)= [ 1) oyl
o(T)

Dabei stellt sich die Frage: Ist f(T") dadurch eindeutig festgelegt?

6.5.3 Satz: Darstellung von Sesquilinearformen

Zu jeder sesquilinearen Abbildung B : H x H — C die stetig bzgl. jeder der beiden Variablen ist, existiert genau ein A € L(H)
mit

B(z,y) = (Az,y) Vz,yeH

Beweis: Die Abbildung B(-,y) ist fiir festes y eine stetige Linearform. Nach dem Frechet Riesz Representationstheorem (vgl.
5.4.2) existiert genau ein z, € H mit
Bla,y) = (2,2,) VaeH

Dabei héngt z, stetig und linear von y ab: Zu A € C ist ndmlich
(x,25y) = B(x,\y) = AB(2,y) = A2, 2,) = (v, z,)) VaeH

das heift 2y, = Az,. Analog ist auch zy, 1y, = 2y, + 2y, fiir y1,¥2 € H. Somit ist die Zuordnung

eine stetige, lineare Abbildung, mit

6.5.4 Definition: f(7) fiir messbares f

Sei T' € L(H) beschrénkt und selbstadjungiert und f messbar und beschrankt auf o(T). Fir z,y € H sel p,, wie oben
definiert (vgl. 6.5). Sei A der eindeutige Operator (vgl. 6.5.3), fiir den gilt

(Az,y) = B(z,y)
mit der stetigen, sesquilinearen Zuordnung

Blz,y) = / F(E) pay (A1)
o(T)

Dann setzt man:

f(H:=A4
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6.5.5 Theorem: Eigenschaften von f(7T)

Fiir einen beschriankten, selbstadjungierten Operator 7' im Hilbertraum H, hat die Abbildung ®, die der beschriankten,
messbaren, komplexwertigen Funktion f auf o(7") den beschriankten, linearen Operator f(7') zuordnet, die Eigenschaften:

1) (f1) =T fiir f1(t) =

2) ®(fo) = 1d fiir fo(t) =

3) ©(Af + pg) = AQ(f) + pe(g) fiir A, p € C
4) ©(f-g) = ®(f) o 2(g)

5) @(f) = (2(f))"

6) Fiir f, & D™ £ geht auch f,(T) — f(T)

7) Fir ||full <1 und f,(¢) — f(¢) Vteo(T) folgt

Tz — f(T)x Yz eH

6.6 Spektralzerlegung
6.6.1 Definition: F4 fiir Borelmenge A

Fiir beschriankten, selbstadjungierten Operator T € L(H) auf dem Hilbertraum H und Borel-Menge A C o(T) ist E4 € L(H)
definiert durch:
Ea:=14(T)

(vgl. 6.5.4). Hierbei ist 14 die Indikatorfunktion von A.

6.6.2 Satz: Eigenschaften von F 4
Sei A C o(T') eine Borelmenge, dazu E4 € L(H). Der lineare, beschréankte Operator E4 besitzt folgende Eigenschaften:

1) Ej, ist eine Orthogonalprojektion.
Beweis: Wegen 14 = 14 ist E% = E4, das heiRt E4 ist selbstadjungiert. Wegen 14 = 1?4 ist E4 = E4 0 FE4. Aus Satz
(5.2.11) folgt dann die Behauptung.

2) Es ist Ey =0
Beweis: Wegen 13 = 0 = 0 und der Linearitdt der Zuordnung f — f(T') folgt die Behauptung.

3) Es ist EO'(T) =1Id.
Beweis: Folgt direkt aus 151 =1

4) Sind A,, € 6(T), n € N paarweise disjunkte Borelmengen, so ist
ZEAiQT:EUAi.’L‘ , *€H
i=1 1€EN

Beweis: Folgt direkt aus
Z 14, =14, (Punktweise)

1€EN

5) Fiir Borelmengen A, B C o(T) ist E4 0o Eg = Eanp
Beweis: Folgt direkt aus 14 -1 = 1lanp
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6.6.3 Definition: Verallgemeinerung von E4

Fiir beschriankten, selbstadjungierten Operator T' € £(H) auf dem Hilbertraum A und Borel-Menge A C R ist E4 € L(H)
definiert durch:

Ea = Eano(ry = lane)(T)

6.6.4 Definition: Spektralmafd

Eine Abbildung F : Z(R) — L(H), die jeder Borelmenge A C R eine Orthogonalprojektion F 4 im Hilbertraum H zuordnet,
mit den Eigenschaften

(] Eh =0
e Fp=1d

o0
° Z Ea,x = Ej 4,z fiir paarweise disjunkte Borelmengen A;

i=1 i€N

ist ein Spektralmaf. Das Quadrupel
(R,B(R), H, E)

wird Spektralmafraum genannt. Man sagt, das Spektralmafs hat einen kompakten Triger M, wenn M € %(R) kompakt ist
und gilt Fyy = Id.

Bemerkung: Haben bereits gesehen: Jeder selbstadjungierte, beschréinkte Operator T auf H erzeugt ein Spektralmafs mit
kompakten Trager o(T) (vgl. 6.6.1).

6.6.5 Definition: Integral {iber Spektralmafie

Ein Spektralmak F : Z(R) — L(H) mit kompakten Trager M erzeugt einen Integralbegriff. Fiir eine beschrénkte, messbare,
komplexwertige Funktion f auf M ist dann

/f dE = /f(A) dEy € L(H)
M M

erklart wie in der Mafitheorie. Insbesondere fiir Treppenfunktionen

F=2 Aela,
k=1
ist dann

/f dE:/ZAklAk dE:Z)\k/lAk dE =Y M\Ea,
k=1 k=1

M M k=1 =l M
Ist ferner E durch T erzeugt (vgl. 6.6.1), so ist

/ fAE =3 MEa, =Y Mla, (1) "= £(T)
k=1 k=1

o(T)

6.6.6 Eigenschaften des Integrals iiber Spektralmafie
Es sei F ein Spektralmaf auf H und f beliebige beschrinkte, messbare Funktion.

1) Die Abbildung f — / f dFE ist linear und stetig, und es gilt
M

| [ a8] <151,
M
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2) ESiSt/lA dE = Ey4
M

3) Ist f reellwertig, dann ist / f dE selbstadjungiert.

M
/f1 dE:/)\ dE)
M M

4) Speziell fiir fi(t) =t ist

6.6.7 Satz iiber von Operatoren erzeugte Spektralmafie

Gegeben sei ein selbstadjungierter, beschrankter Operator T' € L(H). Dieser erzeuge das Spektralmaf E, dazu

Dann ist S =1T.
Beweis: Fiir beliebiges ¢ > 0 wihlen Treppenfunktion f auf o(T'), mit ||f — fi|| < 5. Dann gilt:

— < — — —
ir-si <) 2 ~ri+| s - [ gaz|+| [ rae- s | <e
f1(T) o(T) o(T) J hdE
o (T)
<z 0
da f Treppenfunktion <|lf-fill<s

Da ¢ beliebig war, muss T = S sein. [

Beispiel: Sei T kompakter, selbstadjungierter Operator, mit

wobei {z}r 0.B.d.A vollstindiges Orthonormalsystem sei, mit

O'(T) :{)\1,>\2,...}

Setz man fiir eine Borelmenge A € #A(R)

Eax = Z (x, zk) T

ALEA

so ist E 4 eine Orthogonalprojektion und sogar ein Spektralmaf. Fiir f1(¢) =t auf o(T) gilt

(/Jq dE) ZAk (x,xp) xp = T

o(T)
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7 Unbeschrankte Operatoren
Seien F, F' Banachrdume und 7' : E D D(T) — F linear, wobei D(T) auch linear ist. Dabei muss D(T") nicht unbedingt

abgeschlossen, und 1" nicht unbedingt stetig sein!

7.1 Abgeschlossene Operatoren
7.1.1 Definition: Abgeschlossene, lineare Abbildung

Eine lineare Abbildung T : E D D — F zwischen den Banachrdumen E, F' heiftt abgeschlossen, wenn gilt:
Fiir Folge (z,) C D mit z,, "—> 2 und Tz, "—> y folgt:

zeD AN Tx=y

7.1.2 Satz iiber injektive Operatoren

Es sei T € L(E, F) ein injektiver, beschrankter Operator zwischen den Banachrdumen F und F. Dann ist

T7':F Dimage(T) — F
———
D(T—1)

abgeschlossen.
Beweis: Seien y,, € image(T) mit y, — y € F und T~ 'y, = 2, — 2 € E. Dann gilt
yn:TxnniioTw = y=Tx

(da T stetig), das heifst
y € image(T) A T 'y ==z

O

Typisches Beispiel: Betrachten die Banachrdume E = F' = C[0, 1] und den Operator (Tx)(¢t) = 2'(¢) mit dem Defini-
tionsgebiet C*[0,1]. Beachte dass (C'[0,1] ) nicht vollstindig ist. Doch T ist invers zur injektiven, linearen, stetigen

Abbildung [ € £(C[0,1]): t
([v)@:= [uerar
0

o

Somit ist 7" = J; ein abgeschlossener Operator.

7.1.3 Definition: Der normierte Raum F x F

Seien E, F' normierte Rdume und F x F := {(z,y) : « € E, y € F'} ausgestattet mit der Norm

G, )=/ ll=l® + llyl®

Bemerke: Es ist (E x F, ||-||) genau dann vollstindig wenn E und F vollstidndig sind.

7.1.4 Definition: Graph
Der Graph G(T) eine linearen Abbildung T': E D D — F zwischen den Banachrdumen E und F, ist die Teilmenge

GT):={(z,y) e ExF:2eD AN y=Tua}

Dabei ist G(T') linear (da T linear).
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7.1.5 Satz iliber den Graph abgeschlossener Operatoren
Ein Operator T' : E D D — F zwischen den Banachrdumen E und F' ist genau dann abgeschlossen, wenn der Unterraum

G(T) C E x F abgeschlossen ist.

. . n—oo n—oo
Beweis: Es ist z, — x, Tz, — y genau dann wenn
~~ ~~

€D cimage T'
(@0, Tzy) "= (2,y)

und es ist (z,y) € G(T) genau dann wenn z € D, y =Tz. O

7.1.6 Theorem: Satz von abgeschlossenen Graphen

Jeder auf einem Banachraum FE definierter, abgeschlossener Operator T' in einen Banachraum F ist stetig.

Beweis: Betrachten die Projektionen Pr : E X ' — E, Pr: E X F — F, definiert durch
PE('Iay) =T, PF(Ivy) =Y

und die Einschrinkungen Pg |g, Pr |¢ auf G = G(T).

E<7

Pg |a

G(T)———F

Pr |

T

Wir wissen: T abgeschlossen < G(T') abgeschlossen < G(T') ist Banachraum.
Ferner ist Pg |¢ surjektiv und injektiv (wegen Eindeutigkeit von T'), und somit invertierbar. Da Py stetig ist, ist auch
Py |g€ L[G(T), E] stetig, und nach dem Satz von Banach (4.6.5) ist (Pp |¢)” " stetig, das heikt (Pg |¢)~" € L(E,G(T)).

Somit ist
T =(Prlg)o(Pslc)™
—_—— ———

stetig stetig

stetig. O

7.1.7 Erweiterung nicht abgeschlossener Operatoren

Frage: Lésst sich ein nicht-abgeschlossener Operator T : E' — F' zu einem abgeschlossenen Operator erweitern?
Versuch: Ist der Abschluss G(T') wieder der Graph eines Operators?

Betrachten einen abgeschlossenen Operator S : E D D(S) — F mit Sz = Tz fir x € D(T), das heifst S sei abge-
——
>D(T)

schlossene Erweiterung von T'. Fiir den Graph G(S) gilt per Konstruktion: Ist (z,y1) € G(S5), (x,y2) € G(S) so ist y; = ys.
Die Teilmenge G(T') C G(S) muss diese Eigenschaft erst recht haben. Insbesondere muss gelten: Ist (0,y) € G(T) so muss
y = 0 sein. Zusammengefasst also:

xn, € D(T)
Ty =30 = Tz, =30

(T'z,,) konvergent

Diese Bedingung erweist sich als hinreichend fiir die Abschliefibarkeit (siehe folgenden Satz)!
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7.1.8 Satz: Abschliefsbarkeit nicht-abgeschlossener Operatoren

Der Operator T' : E D D(T) — F zwischen den Banachrdumen F und F' lisst sich genau dann zu einem abgeschlossenen
Operator erweitern, wenn fiir jede gegen 0 konvergente Folge (z,,) C D(T'), deren Bildfolge (T,) konvergiert, gilt:
lim Tz, =0

n—oo

Unter diesen Umstinden gibt es eine eindeutig bestimmte kleinste Erweiterung T (AbschlieRung von T') fiir deren Graphen

G(T) = G(T) gilt.

Beweis:

e Die Notwendigkeit der Bedingung wurde bereits gezeigt. Sei nun die Bedingung erfiillt, dann ist 7' zu konstruieren. Sei

D(T) = {x €E:3yeF mit (z,y) € G(T)}
Dann gilt: D(T) ist linear. -
Beweis: Da T linear ist, ist auch G(T') und somit auch G(T) linear. Fiir 1,29 € D(T), y1,y2 mit (x;,y;) € G(T) ist
somit auch

(Azy + pa, Ay + py2) = A1, 91) + a2, y2) € G(T)
das heift A\zy + pxy € D(T).

n—oo

e Eine andere Formulierung von D(T) wire: z € D(T) < 3 (x,) C D(T) : 2, — x A Tz, konvergent. Definieren
somit:
Tz := lim Tz,
n—oo

n—

fiir eine Folge (z,,) C D(T) mit x, "—> 2. Diese Definition ist tatsichlich Sinnvoll, denn seien x,, !, "—> =z mit
Tz, T, konvergent. Zu zeigen wire: (Tx,) und (Tz!,) haben gleichen Grenzwert. Tatséchlich, ist wegen z,,, 2/, "—> x
auch (z,, — /) == 0 und analog ist (T'z,, — Tx!)) = Tz, — x',) konvergent. Nach Voraussetzung muss dann gelten

(Tz, —Tx)) =T(x, —2/) =30

n

das heifst

lim Tz, = lim Tl‘;l
n—oo n—oo

e Per Konstruktion ist G(T) = G(T') abgeschlossen. Leicht zu zeigen ist auferdem die Linearitiit von 7.

Somit ist T abgeschlossene Fortsetzung von 7. [

7.1.9 Definition: Dichter Operator
Ein Operator T : H D D(T') — H heift dicht in H oder dicht definiert, falls D(T') dicht in H ist.

7.2 Der adjungierte Operator

Sei nun (H, (-, -)) stets ein Hilbertraum und 7' : H D D(T) — H ein linearer, in H dichter Operator. Fiir den adjungierten
Operator T* soll auch hier gelten:

(Tz,y) = (z,T"y)

Zu y € H betrachten wir die (lineare) Abbildung x — (Tx,y) von D(T) nach C. Beachte: Diese ist nicht unbedingt stetig!
T*y wird definiert fiir die y € H, fiir die x — (Tx,y) stetig ist:

D(T*):={yeH:xw— (Tz,y) stetig auf D(T)}

Fiir jedes y € D(T*), kann das stetige, komplexe, lineare, auf dem dichten Unterraum D(T') definierte, Funktional z — (Tz, y),
stetig und eindeutig auf H fortgesetzt werden (vgl. Hahn Banach Theorem 4.3.7).
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7.2.1 Definition: T*

Der zu T : H D D(T) — H adjungierte Operator T*, ist der (lineare) Operator, der jedem y € D(T*) das (eindeutig
bestimmte) Element T*y aus H zuordnet, das die (gegebenfalls auf H fortgesetzte) Linearform = — (T'z,y) représentiert
(vgl. Satz von Frechet Riesz 5.4.2). Somit gilt per Konstruktion

(Tz,y) = (&, T"y) fir @€ D(T), y € D(T")
Bemerkung: Alternativ konnte man D(T™*) geméfs
DT ={yeH:3TyeH:VaxeDT): Tz,y) = {x,T"y)}

definieren. Beide Definitionen sind dquivalent.

7.2.2 Definition: Symmetrischer & Selbstadjungierter Operator
Sei T : H D D(T) — H dicht in H. Der Operator T heifit:

o Symmetrisch, falls
(Tz,y) = (z,Ty) Va,ye D)

o Selbstadjungiert, falls T* = T, das heifft T ist symmetrisch mit D(T') = D(T™*)

7.2.3 Definition: SC T

Fiir Operatoren S : H D D(S) - H, T : H D D(T) — H schreibt man S C T falls D(S) C D(T) und Sz =Tz ¥V x € D(5),
das heifst T ist Fortsetzung von S.
Bemerkung: Fir S C T gilt S* O T*

7.2.4 Satz iliber dichte Operatoren

Sei T': ' H D D(T) — H dicht definiert. Dann gilt:

1. T* ist abgeschlossen.

2. Ist T* dicht definiert (insbesondere wenn 7' symmetrisch), so gilt T' C T**
3. Ist T* dicht definiert und T" abschliefibar, so ist T** die Abschliefung von T’
Beweis:

1. Sei (yn) € D(T*), y, =3 y € H und T*y,, "== 2. Dann gilt
<T.I‘,y> = lim <Tx7yn> = lim <33,T*Z/n> = <$,Z>

Da die Abbildung = — (T'z,y) stetig ist, ist y € D(T*) und Ty = =

2. Sei x € D(T) und y € D(T*), also (T'xz,y) = (x,T*y). Die Abbildung y — (T*y, ) ist stetig auf D(T™*), also x € D(T**)
und
(T,y) = (@T"y) = (T x,y) YVye D)

Da D(T*) dicht in M ist, muss Te = T**x V x € D(T) gelten.

3. Zu zeigen wire: G(T) = G(T**).

o C : Wegen (1) ist G(T™**) abgeschlossen und wegen (2) gilt G(T') C G(T**) also G(T') C G(T™**).
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e O : Mit dem Skalarprodukt
((u,0), (2, 9)) := (u, ) + (v, y)
und der dadurch erzeugten Norm
2 2
[Cs )] := A/ ™+ o]
wird H x H zu einem Hilbertraum. Zu zeigen wire: G(T)* C G(T**)*. Sei also (u,v) € G(T)*, also
(x,u)y + (Tx,v) =0 Ve D(T) = veDT") N T'w=—u
Dann gilt fiir beliebiges z € D(T**):
((,T72), (u,0)) = (z,u) + (T"z,0) = (z,u+ T"v)

N—_——
(zT*v) 0

7.2.5 Folgerung iiber dichte Operatoren

Sei T': H D D(T) — H dicht.

1. T ist genau dann symmetrisch, wenn 7' C T*. In diesem Fall ist ' C T** C T* = T*** und auch 77" ist symmetrisch.
2. T ist genau dann abgeschlossen und symmetrisch, wenn 7' = T** C T™*

3. T ist genau dann selbstadjungiert, wenn T' = T** = T*

7.2.6 Definition: Wesentlich selbstadjungierter Operator
Ein symmetrischer (dicht definierter) Operator T : H O D(T) — H heifst wesentlich selbstadjungiert, wenn seine Abschlieffung

selbstadjungiert ist, das heift T C T** = T* also T* = T.
-~

T

Ziel der folgenden Uberlegungen: Kriterium fiir selbstadjungierte bzw. wesentlich selbstadjungierte Operatoren. Dabei
sei stets T': H D D(T) — H dicht definiert.

7.2.7 Lemma tiiber dichte Operatoren
Sei T : H D D(T) — H dicht definiert. Dann gilt:
1. ker(T* FilId) = image(T £ i 1d)~*

2. Insbesondere:
ker(T* ¥ :¢1d) = {0} < image(T +ilId) dicht in H

3. Ist T abgeschlossen und symmetrisch, so ist image(T" + i1d) abgeschlossen und insbesondere existiert

(T +iId)~! € £ (image(T £ i1d), H)

Beweis:

1.

y € image(T +ild)t < (T +ild)z,y) =0 VY z € D(T)
& yeD(T+ild)*)=D(T* Fild) A (z,(T* Fild)y) =0 V z € D(T)
& I Fild)y=0 & yeker(T" Fild)
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2. Spezialfall von (1)

3. e Sei T symmetrisch. Dann gilt

(Tx,z) = (x,Tz) = (Tx,z) ¥YzeDT)
das heilt (T'z,z) reell V x € D(T).

e Behauptung: (T £i1d)~! : image(T 4+ iId) — D(T) existiert und ist stetig.
Beweis: Fir z € D(T) gilt

(T +ild)a||® = (Tx + iz, Te + iz) = |Tx|* + ||z)|* + (Fi) (T, z) + (£i) (z, Tx)
N——

>0 (Fiti)(Tw,x)=0

das heiftt fiir = # 0 ist auch (T'+iId)z # 0. Sei nun  y, € image(T +41d), also y, = (I'+iId)x,. Da (y,) Cauchy
<~

—yEH
ist, ist auch (z,) Cauchy, das heilt z, "% z fiir ein bestimmtes # € H. Da T abgeschlossen, ist auch 7'+ iId
abgeschlossen, das heift x € D(T +41d) und (T +4iId)x = y also y € image(T £ i1d).

O
Bemerkung: Lemma gilt allgemeiner fiir 7'+ i Id mit A # 0 reell.

7.2.8 Satz: Kriterium fiir Selbstadjungiertheit

Fiir symmetrischen Operator T : H D D(T) — H sind folgende Aussagen dquivalent:
1. T ist selbstadjungiert.

2. T ist abgeschlossen und ker(T™* +¢1d) = {0}

3. image(T +il1d) =H

Beweis:

(1) = (2) : T =T" ist nach Satz 7.2.4 abgeschlossen. Ist nun x € ker(T™ £ ¢1d) so ist

(7.2.7)
lz| < |(T*+ild)z| =0 = z=0

(2) = (3): Sei T symmetrisch, abgeschlossen und ker(7*+i1d) = {0}. Dann ist image(7T 44 1d) dicht in H und image(T+¢1d)
abgeschlossen, also image(T +4i1d) = H.

(3) = (1): Seiimage(T +4i1d) = H (und somit nach Lemma 7.2.7 ker(T* Fi1d) = {0}). Sei y € D(T*) mit (T* —iId)y € H.
Wihlen € D(T — i1d) = D(T) mit

T symmetrisch
)z = (

(T* —ild)y = (T —ild T —ild)z

Da (T — i1d) injektiv, ist x = y also y € D(T) bzw. D(T*) C D(T). Nach Folgerung 7.2.5 ist dann D(T') = D(T™)
und somit T selbstadjungiert.

O

7.2.9 Satz: Kriterium fiir wesentliche Selbstadjungiertheit
Fiir symmetrischen Operator T : H D D(T) — H sind dquivalent:

1. T ist wesentlich selbstadjungiert.

2. ker(T* £41d) = {0}

3. image(T % i1d) ist dicht in H

Beweis:
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(1) = (2): T** ist selbstadjungiert. Nach Satz 7.2.8 ist
ker(T*** £i1d) = {0
(\T:_, ) = {0}
(2) = (1): Gilt wegen Satz 7.2.8 (2. = 1.) angewandt auf T**.
(2) < (3): Lemma 7.2.7
O

7.3 Das Spektrum
Es sei stets T': H D D(T') — H ein dicht definierter Operator.

7.3.1 Definition: Resolventenmenge & Spektrum
Sei T': H D D(T) — H ein dichter Operator. Die Resolventenmenge p(T') von T ist definiert durch
p(T) :={\ € C: (T - AId): D(T) — M bijektiv und (T — A1d)~' € L(H)}

Das Komplement o(7T') := C\ p(T) heift Spektrum von T.

Bemerkungen:
e p(T) ist stets offen bzw. o(T') stets abgeschlossen.
e o(T) ist nicht unbedingt kompakt.
e Der Fall o(T) = () ist moglich.

7.3.2 Satz iiber das Spektrum selbstadjungierter Operatoren
Sei T': H D D(T) — H ein dichter Operator. Ist T' selbstadjungiert, so ist o(T') C R.

Beweis: T sei selbstadjungiert und A = a4 i3 mit a, 3 € R, 3 # 0. Dann ist
1

S:=-7-21d
B B

auch selbstadjungiert, mit D(S) = T(S). Fir « € D(T) gilt

(7 -510) -

2
=62 )|(S — ild)z > [|a||”
———

>l

(T — Ad)z|* = 62

das heiflt (T'— AId) ist injektiv. Ferner gilt

S=8"

image(T — A1d) = image(S —41d) 729 3

das heift (T — X1d) ist surjektiv. Nach Lemma 7.2.7 ist insbesondere (T'— A\1d)~! : H — H stetig.
O
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7.4 Spektralzerlegung
7.4.1 Orthogonale Zerlegung von H

Sei ‘H ein komplexer, unendlich dimensionaler, separabler Hilbertraum und H;, Hs abgeschlossene Teilrdume von H. Man
schreibt H = H1 @ Ho, falls Hi L Hs und

VeeH:dx1 € Hy, 3 € Ho i x =21 + X2

gilt. Dabei ist H1NHo = {0} und letztere Zerlegung von = € H ist eindeutig bestimmt, denn fiir x = x1+x2 = y1+y2, x4, y; €
H; folgt
(z1—y1) =2 —22) = 21 —y1 =0=y2 — 2
—_—
€H1 EH2
Jede lineare Abbildung T' auf H ist eindeutig bestimmt durch ihre Einschrankungen auf H; und Ha:

T(Jil + .IQ) =Tz +Txs

Um T zu bestimmen, geniigt es T auf H; und Hy zu definieren.

Allgemeiner: Sei nun Hi,Hs, ... eine Folge abgeschlossener Teilrdume von H. Man schreibt H = @Hk falls H; L Hy
k=1
fiir 4 # k und

o0
VxGH:EmkEHk:x:Zxk
k=1
Dabei ist die Darstellung von x eindeutig bestimmt, denn aus

o0 oo
=Y wk=> Yk, Tk Yk € Hi
k=1 k=1

folgt
oo (oo}
2 .
(@ —y) =0 = 0= <Z(xk—yk), ; —yj> = llzj —ylI” VieN
k=1 k=1
—_—

0

Ahnlich, ist jede beschrénkte lineare Abbildung 7 auf H eindeutig durch ihre Einschrinkungen auf ), bestimmt:

oo n n oo
. T stetig ..
Ta::TE xp =T lim E T = hmTE xkzg Txp
n—oo n—oo
k=1 k=1 k=1 k=1
——
> k=1 Tz

Frage: Lésst sich T' durch Vorgabe von T |4, konstruieren?
o0

Problem: Die Konvergenz von Z Txy, ist im allgemeinen nicht gesichert!
k=1

7.4.2 Lemma: Definition von Operatoren auf Orthogonalzerlegung von H

Sei H = @HH und P, die orthogonale Projektion auf H (vgl. 5.2.7). Sind T, € L(H,,) selbstadjungiert, dann gibt es einen
n=1

eindeutig bestimmten, selbstadjungierten Operator T mit T |3, = T,,. Dabei gilt:
o]
Tz = Z T, P,z
n=1

fur

x e D(T) = {x eH: Z | T Pz < oo}
n=1

Beweis:
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Setzen

T |n,= T, ist klar.

T ist dicht definiert, denn:

T ist symmetrisch, denn fiir z,y € D(T) gilt:

(Tz,y) <ZT P,z, Z Pmy> Z Z (T, Py, Py) = i (T, P, Pry) = i Pox, T, Poy) 2% (2, Ty)
n=1 n=1

n=1m=1

fir n;ﬁm

T ist selbstadjungiert: Sei y € D(T*). Zu zeigen wére: y € D(T). Tatséchlich gilt fiir x € H:
(Ppx, T, Poy) = (T, Pz, Poy) = (T, Ppx,y) = (TPyx,y) = (Pyx, T"y) = (Phz, P,T"y)

also
(x, P(To P, — T")y) = (P, (T, P, — P,T")y)y =0 Vax e H

bzw. T,, P,y = P,T*y V¥ n € N. Demnach gilt

2 * 2 * 2
Yo ITuPayll? = D I1PT Y| = [ T*y|)* < oo

n=1
das heift y € D(T).

e Eindeutigkeit von T Sei S ein weiterer selbstadjungierter (— abgeschlossener) Operator mit S |3, = T;, und

D := {z eH: Z SP,x konvergent} C D(S)

n=1
Dann ist -
= Z SP, x =
~—
n=1
fiir x € D , das heifst T C S. Anderseits ist S = S* CT* =T, also S C T und somit S =T.
D(T)

7.4.3 Hilfssatz iiber selbstadjungierte Operatoren
Essei T : H D D(T) — H selbstadjungiert. Dann ist

T? +1d = (T +41d) (T —i1d)
—_——— ———
bijektiv bijektiv
bijektiv von D(T') nach H und der Operator
S:= (T%+1d) " € L(H)

ist selbstadjungiert, positiv mit ||S|| < 1 und es gilt T'S € L(H) mit ||T's| < 1.

Beweis:
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Es ist image(T? +i1d) = H.
Beweis: Definieren

(2, Tz):x € DT} CHXH
(-2, Tx):2 € D(T)} CHXH

(T) :

G {
G(T) = {

Dabei sind G(T'), G(T) abgeschlossene Teilriume von H x H wobei H x H ausgestattet sei mit dem Skalarprodukt
<(l‘, y)7 (’LL, U)> = <l‘, u> + <y7 ’U>
Es gilt: G(T)* ¢ G(T), denn fiir (u,v) € G(T)™* ist
(Tz,u) =(z,v) VeeDT) = veDT")=D(T) N v=T"u=Tu

also
(u,v) = (u, Tu) € G(T)

Ferner gilt: G(T) ® G(T)*+ = H x 'H, insbesondere
(O,Z) = (—wajtj) + (vay) VzeH

das heifst
VeeH:Fa,yeDT):Te=y A z=ax+Ty=x+T%

Esist S € £L(H) und [|S]| < 1.
Beweis: Zu z € H gehért Sz =: x mit z = x + T2z, so dass gilt

Il =l + T2 = (& + T2 4 T2) = o + 722" + 20 (2%, ) = |Ja?] + | 72" + 2 7
— =
(Tz,Tx) I1Sz? >0

das heifit ||Sz]| < |||

S ist selbstadjungiert, denn fiir u,v € H und z := Su, y:= Sv gilt x + T?x =u A y+ T?y = v das heikt

(Su,v) = <J;,y + T2y> ={(x,y) + Tz, Ty) = <az —|—T2x,y> = (u, Sv)

S ist positiv, denn
(Su,u) "= (2,0 + T2) = (z,0) + (Tx, Tx) = |a|* + (Tz)*
N——

>0
Es ist |TS|| < 1, denn fiir z € H mit z := Sz (— z + T?%z = z) folgt

ITSz)° <2|Tz|* < |22 + HTQJ;H2 +2(Tx,Tx) = (x4 T?x,x + T?z) = ||z + T2mH2 = ||z|1?

7.4.4 Spektralsatz

Sei T': H D D(T) — H ein selbstadjungierter Operator. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Spektralmaft £ mit

T://\dEAz/AdEA
a(T) —oo

Beweisprinzip: Verwendung der Spektralzerlegung des beschriinkten, selbstadjungierten Operators S = (T2 +1d)~!. Dabei
gilt o(S) D (0, 1]. Beweisskizze:
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(i) Zerlegung von H:

S= [ AdE),

o—__

wobei F das von S erzeugte Spektralmafs sei.

n+1’n

(ii) Definiert man die orthogonalen Projektionen P, := E( 1] mit H,, := P,(H), so gilt H = @Hn, denn

n=1

Zan:E < (2 L]x:E(O’l]x:Idx:x
n=1 )

=1\ nt1°

(i) Es gilt TR, D P,T. Setzt man T, := T |y, € L(H,) so erzeugt die Familie (T}, )nen die Spektralmafe (E™),en, das
heift

Tn:/)\dE§

wobei durch die Forderung
Fx |, = EX

nach Lemma 7.4.2 (eindeutig) das Spektralmaf F' gegeben ist.

T::/AdFA

T n,=T In,
denn fiir x € H, und A € #B(c(T)) ist Eax = Efx

(iv) Setzt man

so gilt

(v) Nach Lemma 7.4.2 ist T =T
O
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