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a) • Zu zeigen ist: T †a = T−1

a , das heißt 〈
T−1
a Ψ,Φ

〉
= 〈Ψ, TaΦ〉 ∀ Ψ,Φ ∈ L2(R)

Tatsächlich ist 〈
T−1
a Ψ,Φ

〉
= 〈T−aΨ,Φ〉 =

∫
R

(T−aΨ)∗(x)Φ(x) dx =
∫
R

Ψ∗(x+ a)Φ(x) dx

Sub: u=x+a=
∫
R

Ψ∗(u) Φ(u− a)︸ ︷︷ ︸
(TaΦ)(u)

du = 〈Ψ, TaΦ〉

• Sei nun Ψ 6= 0 Eigenvektor von T , das heißt TaΨ = λΨ. Dann folgt

〈Ψ,Ψ〉 = 〈Ψ, Id Ψ〉 =
〈
Ψ, T−1

a TaΨ
〉

=
〈(
T−1

)†
Ψ,Ψ

〉
= 〈TΨ, TΨ〉 = 〈λΨ,Ψ〉 = |λ|2 〈Ψ,Ψ〉

also |λ| = 1 bzw. λ = eiϕ für ein geeignetes, den Zustand Ψ charakterisierendes ϕ ∈ [0, 2π). Somit gilt für diesen
Eigenvektor

Ψ(x− na) = (TnΨ)(x) = λnΨ(x) = einϕΨ(x)

• Beginnen mit der Definition von Ve, nennen δx0(x) := δ(x− x0) und schreiben

([δna, Ta] Ψ) (x) = (δnaTaΨ− TaδnaΨ) (x) = δna(x)Ψ(x− a)− δna(x− a)︸ ︷︷ ︸
δ(n+1)a(x)

Ψ(x− a)

([
Ta, P

2
]

Ψ
)

(x) = −~2
(
Ta∂

2
xΨ− ∂2

xTaΨ
)

(x) = −~2 [Ψ′′ |x−a −Ψ′′ |x−a] = 0

[Ta,H] = − 1
2m

[
Ta, P

2
]︸ ︷︷ ︸

0

−~2λ

m

∑
n∈Z

[δna, Ta]︸ ︷︷ ︸
δnaTa−δ(n+1)aTa

= −~2λ

m

∑
n∈Z

δnaTa +
~2λ

m

∑
n∈Z

δ(n+1)aTa︸ ︷︷ ︸∑
n∈Z

δnaTa

= 0
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b) • Sei Ψ analytisch. Dann gilt

(
e−i

a
~PΨ

)
(x) =

∞∑
n=0

(−ia)n

~nn!
(PnΨ) (x) =

∞∑
n=0

(−ia)n

~nn!

(
~
i

)n
∂nxΨ(x) =

∞∑
n=0

(−a)n

n!
Ψ(n)(x)

=
∞∑
n=0

[(x− a)− x]n

n!
Ψ(n)(x)

∗∼= Ψ(x− a) = (TaΨ)(x)

(∗) : Entwicklung von Ψ um den Punkt x

• Die Impulseigenzustände sind gegeben durch

Φq(x) =
1√
2π~

ei
q
~x

Es sei
Ta︸︷︷︸

e−i a
~ P

Ψϕ = eiϕΨϕ , Ψϕ =
∫
R

dq CqΦq

Dann folgt

e−i
a
~PΨϕ =

∫
R

dq Cqe
−i a

~PΦq
PΦq=qΦq=

∫
R

dq Cqe
−i a

~ qΦq
!= eiϕΨϕ =

∫
R

dq Cqe
iϕΦq

→ Cq ∼ δ− ~ϕ
a

das heißt
Ψϕ(x) = C · Φ− ~ϕ

a
(x) =

C√
2π~

e−i
ϕ
a x , C ∈ C
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