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Korollar 01
Zu Observablen J, Eigenzustand v (Ji = Ap) und beliebigen Operatoren A, B mit B = [A4, J] gilt:

(¢, BY) =0
Beweis:
(¥, BY) = (1, [A, J]9) = (¥, AJY) — (¢, JAY) = (b, AXp) — (J T, Ay)
J=Jt AER
= M, AY) — (Y, AY) = A (¢, AY) — (M, AY) "= A (¥, AY) — A (¢, AY) =0
Aufgabe 01

Eigenzustinde des Wasserstoffatoms

Die normierten Eigenzustédnde des Wasserstoffatoms sind gegeben durch

Unim (3, 0) = Ry (r)Yim(9,0) , n€N, 1 =0,.,n—1, m=—1,..,1

. 2 \* m=Ii-1! o ; o 2r
t R, = =) = e bl 2 = —
mit Ry (r) \/(nao> 2n [(n+l)!]e r n-i=t (P) P nag

wobei Y}, die Kugelflachenfunktionen und Lfffﬁl die zugeordneten Laguerre-Polynome sind:

eTxk qn

n!  dxn

Ly (w) = (e77a™*)

Dabei ist
47T50h2
ag = 5
e
der Bohrsche Radius, mit der Elementarladung e und der reduzierten Masse p des Elektron-Proton Systems. Der Zustand
WU,.m ist per Konstruktion gemeinsamer Eigenzustand zu den Observablen H, L2, L, jeweils zu den Eigenwerten

h? e
E,=-— =— , RA(L+1), R
2uain? 32m2e3h?n? (I+1),
und es ist speziell
1
W10 = = e/
agy



‘Wabhrscheinlichkeit
Die Wahrscheinlichkeit das Elektron im Inneren der Kugel B,,(0) zu finden ist nach der Kopenhagener Deutung gegeben

durch
P= / |00 (7 )| de—/drr /dQ [P100(r, 0, 0)|" = —/drr /dQ e~ 2r/ao
Ba, (0)
4 4 apr®  alr  ad o 5
= | dr r2e2r/a0 — . | Z2of %0 ) . —2r/ao -1 =
80/7“7“6 a 2+2+4 e . o2
a3
< [1—5e7?]
Erwartungswerte

Betrachten den Zustand W¥,;,,. Dieser ist Eigenzustand des Hamilton-Operators, das heist HW 1., = EnVaim, so dass sich
der Energie-Erwartungswert ergibt als

(H)

nlm

= <\I’nlma H\I’nlm> = En <\I/nlm7 \Ijnlm> = En
—_———

1
Da V,,;,, auch Eigenzustand von L2 zum Eigenwert (I 4+ 1)h? ist, ergibt sich analog
(L*) =1+ 1)n?

Ferner ist U,,,,,; Eigenzustand von L, zum Eigenwert mh, so dass wegen

L L
Ly= |22 L.|, L,=|-%,L.
[ih’ }’ y {_ih7 ]

und Korollar 01 folgt:

<Lw>nlm = <\I/nlm7Lz\IInlm> =0
<Ly>nlm = <\Ijnlm7L \Ijnlm> =0

(L2) pim = (Ynim, L Vnim) = mA (Wnim, Ynim) = mh

—
1
das heift
0
<L>nml = 0
mh

Speziell fir den Grundzustand also:

(H)100 = E1 = —13.6 eV, (L)} = 0, <L2>100 =

Virialsatz

Die Laguerre-Polynome erfiillen die Orthogonalitdsbeziehung

[aorreenbions = UL 5, 1)
0

n!
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Betrachten nun den Zustand U, im Coulomb-Potential V(r) = — Tne
TEQT
dann als

V) = [VO @ do = [ar V) Ru)? [ a0 Vim0, )
0 S2

R3
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= iSM,m L —p(r) 21 | r2l+l 2 9
B (nag) 2n [(n +1)!] O/V<T) ‘ () |2y (p(r))[ o dr

nag ) 2n[(n+1)!]

3 oo
—o () B [ 1)
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. Der Erwartungswert des Potentials ergibt sich

e 1 (n—1-1)! Vi 2w ¢ 1 (n=1-=1)" [(n+D])]
-~ - A v ) —p 2+l p2i+1 do ¥ — 1. .
meg  nag 4n[(n +1)!] /e P ‘ (P dp meg nagdnn+1)!] (n—1-1)!
0
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= =2F, =2(F
aon?4meg ! (E)

Dies bestétigt den Virialsatz iiber homogene Potentiale vom Grad p:

2

VI=35p

(E)

Speziell ist das Coulomb-Potential vom Grad -1, das heifst also wie schon berechnet:

Berechnen wir andernfalls den Erwartungswert der kinetischen Energie:

p2 . 29 11+ 1R
1 =(5) = [0 0 |- o+ R )
R3

0=22 T s Qo Il+1)Q
= [ar [ a0 R0, 0.0) [—8+()} Rut(r)Yim (9, 9)
0 S2
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7 . Q0 I(+1)9 2
- /dr R (r) {—TWTJr T2:| Ry (r) - /delmwa‘P”
0

S2
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= Q/dr Ry (r) - [-2r0rRui(r) — r®07 Ry (r) + U1+ 1) Ry (7)]
0

so ergibt sich speziell fiir den Grundzustand, mit




der Erwartungswert
} o0

10 T [ 2] x40 1,1 =
<T>:—3-/dr {7‘_7"2] 630_73 K_r_%_,_r2+ +ao) a5
ag ap  aj ag 2 2ag9 2 4 0
0
Q h?
== —_FE, =—(E
a(z) 2’uag < >1OO
was auch genau dem Virialsatz und der Tatsache (T') + (V) = (E) entspricht!
Aufgabe 02
a) Die Norm eines beliebigen Zustands ® mit der Form
(2)

d = Z CorimUrnim , M C Z? : Indexmenge , Cyim € C

(n,l,m)eM

ist gegeben durch

”(b”2 = <(I)7(I)> = < Z Crim¥nim, Z Cn’l/m’an/l’m’>

(n,l,m)eM (n’ I/, m")eM
* 2
= Z nim O/ vm? <\Ijnlma \Iin’l’m’> = Z ‘Cnlm‘
(n,l,m)eM PR (n,l,m)eM

(n"U',;m")eM

Speziell in unserem Fall ist dann
2
[ () = [ANT + [8N]? + =N |* + [2N]* + |VEN]| = 36|

Fordern wir die Normierung von t(0) so ergibt sich
ip

|N\:% 4 N=2

5 , pe€R 0BdAp=0

Fiir einen die Schréodingergleichung ih0; ¥ = HW lésenden Zustand der Form (2) gilt bekanntlich

\Il(t) = Z CYnlm : e_iETnt . \I/nlm

(n,l,m)eM

das heifst es ist

4 . 3 . 1 _. , ,
Y(t) = ge_l%t Wig0 + 2eT T Wgyy — Ze PR gy + 66_1%t “Woiq + ?e_l%t ~Usny
2 ¢t g%t 1 1 1 1 ¢t
== _9' |y B I O Wy — _ 1t |y
3 P [Z 87r60ha0} 100 + €XP [’32775071@0 R L R IRl Ly Bt



b) Bezeichung: Sei P} der Orthogonalprojektor auf den Eigenraum FE)(A) der Observablen A zum Eigenwert \.
Die Wahrscheinlichkeiten jeden einzelnen der drei Werte bei einer Individuellen Messung zu finden sind gegeben durch:

2 7
P(H = By) = |[PEy]| = IN (30211 — War + 20 )P = N2 (13124 |12+ 27) = £

2 2. - 2

P(L2 = 2h2) = HPE;lZwH 2 :l ! HN (3‘1’211 —Wo10+2Ws 1 + \/6‘11311> H
2 )
=N (1ol -1+ 12+ V6 ) = 5

~m= 2 2 5
P =)= [P 2 [ (30 vBwsn) = 6P (4 VA[) =
Anderseits ist die Wahrscheinlichkeit alle drei Messwerte gleichzeitig zu messen gegeben durch

2 2
PU{:E%LQZWﬁLZ:hy:W%J%fP%WH:ﬂNF.WTJ%f@Wml—WmO+%%FQH

2 1
= [N* || PP, (3%a11 — Warg +2Wa1 )| = [N|* - [|3%an || = [N|? - 3]° =

4
¢) Fiir einen Zustand der Form (2) ist der Erwartungswert von H gegeben durch
<H>\1/ = <\IJ’ H\Ij> = < Z Cnlm\llnlm7 H Z Cn’l’m’\lln’l’m’> = Z ;lan’l’m’ <\I]nlm7 H\I]n’l’m’>
—_———
(n,l,m)eM (n',l',m")eM (n,l,m)eM
(n',JI',m"YeM En"<\Ijnlm, lI/n’l’m/>
—_————

Sy 8 181

mm/’ “nn

- Z |Cnlm|2 En

(n,m,l)eM

Speziell in unserem Fall also

2 E,=Z} 121
(H) = N[ [I4I2~El 137 By -1 Ba (2 Bz + |V E} =" ot

Analog auch

2 10
(L?) = |NJ*- [l42 B2 (37 - 202 4 |17 - 202 27 - 202 + |V '%2] =5

2 11
(L.) = N[> [4|2-0h+ 132 B+ [=1]* - Ok + 2 - (—1)h + Wé‘ ~h] = 3"



