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Notationen:

e Fiir z € C sei z : komplex konjugierte.
e Es gelte die Einsteinsche Summenkonvention.

o Fiir Vektor v € K" im n-dimensionalen K-Vektorraum mit Basis b1, .., b, sei v* die Komponente von v bzgl. b;, das
heifit v = v'b;.

e Fiir Matrix A € M, (K) iiber Kérper K sei A; = A;; der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Es bezeichne I die Identitét (bzw. Einheitsmatrix).

Fiir eine Matrix A bezeichne Fy(A) den Eigenraum von A bzgl. des Eigenwertes .

Aufgabe 13

Da H ein Hamilton-Operator ist, ist er insbesondere hermitesch und hat nur reelle Eigenwerte, das heifit F, € R. Somit
folgt:

H=Ht

= FkE, <90n| A “Pn> - <H<Pn‘ A |‘Pn> =FkE, <‘Pn| A |<Pn> - <En§0n‘ A |‘Pn> = kb, <S0n| A |<Pn> - Fn <90n| A |80n> =0

E
a

3

d L ER

S

Bemerkungen:
(i) Fiir skalare Funktion V' : R — C deuten wir den Operator 1 Y, Vi als
(V)(x) :==V(z) - d(x)

(ii) Fiir skalare Funktionen V,U : R — C ist somit VU =UV,denn VU =V -U -4 =U -V -1p = UV.

(iii) Fiir den Operator P
Py = —ihfl—w
X
gilt:
nd"

Py = P" 1Py = _inpr—1 % (...) = (—ih) T

dx
(iv) Fiir skalare Funktion ¢(x,t) schreiben wir gelegentlich ¢(x).



Unter Beachtung oberer Stichpunkte, legen wir los:
a) o Wegen

av dy

Pvae) = —in (7)) o) = in (w50 + VL) () = im0

——inv) ™ v [in (0 @] = i) U+ vru) @)
ist PV = fih% + V P, woraus folgt

1 1
[HP)]=HP-PH=|—P*+V|P-P|—P°+V
2m 2m

1 1
=_—_—pP4VP- —P*_PV=VP-PV
2m 2m

= [H,Pl) = VP —PVip=VPi— [—ihwg + szd = z‘h‘% p = [HP]= ih%

e Wegen
[(XVY] () = [X (V)] (x) = 2V (x)p(z) = V(2)zp(z) = [V (X¢)] (z)
ist XV =V X, also

1 1
[H,X]=HX - XH=|—P*+V|X-X|-—P*+V
2m 2m

1

5 [PPX = XP?|+ VX - XV = L (P2, X]

2m
VX

Weiterrechnen ergibt

[H7X]1p:—52<d2X XdZ)w:_FF(de—i-XM—Xd%b):—hQdwz—iz-<—ihi>d)=

om \da2” 7 da? 2m \ dz dx? dx? m dx d
das heifit .+
[H,X] = =P
m
o Wegen
2 3 2 3 2 L di 3 d2Y
(P’XP — XP%) ¢ = PPXPyp — XP*) = P°X —zha — X (—ih) T3

. dy o d3Y . ) d? dy ) d3
_ap2 | a3 Y 2 @7 AP L3 aTY
= —ihP {x dcc} ik de?) = —ih- (—ih) 72 \ Ty ih de?)

2 3 3 2
= ih? (2% + X‘éﬁ) - ih3X% = 2@713% = —2ihP?y

ist P2XP — XP3 = —2ihP?. Wegen

(VXP—XPV)@/J:VXPw—XPV@ZJ:—ihVXfTw—XP(V-dJ):fihVXZ—wwLithiVi/J
x x x
. dy . dy . av . dv

= thde +ih XV . —Hthdx —Zthx’(/J

VX



ist VXP—-XPV = ihXCfl—V7 woraus folgt:
i

[H,XP|=HXP - XPH = [ P+ V] XP-XpP [ P2+ v] 21 [PPXP - XP?|+VXP - XPV
m

2ih v ih o, av _ ind d? av
—o PP X e = PP X o s o ihX

ih
b) Betrachten den Operator [H, X| = —Z—P. In der Vorbetrachtung wurde gezeigt dass
m

<90n| [Hv A} |90n> = - <90n| [A»H] |§0n> =0

ist, fiir beliebigen Operator A. Insbesondere gilt dies dann auch fiir A = X, also
ih
0= (pnl [H, X] |pn) = “m {(@nl Plen) — (pnl Plen) =0

c) e Aus Teil (a) wissen wir
ih d
[H,XP] = —Lp? +inx Y
dx
Aus der Vorbetrachtung wissen wir ferner
(on|[H, X P]|pn) =0

so dass wir schreiben

ih A% . P? dv
0= foul = 2p2 o inx D 1) = it (| 2o ) + i X O )
= el o = Lo x Y 1oy
$n o Pn) = B Pn dr Pn

e Nennen: )

_ P —
Tn = nl 5 _ 1¥n/ > Un = n V n
{onl 5 len) (on| V ln)
die Erwartungswerte jeweils fiir die kinetische und die potentielle Energie.
e Speziell fiir V = Vo X* ist dann

P? 1

_ ~ k _
Tn = (pnl om lon) = 5 {onl kXVOXk ! lon) = B} (nlV]pn) = 5 - Un

Bemerke: Dieses Ergebnis entspricht genau dem Virialsatz der klassischen Mechanik:
k —

U
2

in Systemen mit einem k-homogenen Potential, wie zum Beispiel hier der Fall ist!

N |

T=

e Da Hy, = E,p, ist, gilt
1
7P290n = H‘Pn _V§0n = [En _V]SO
2m
so dass wir schreiben konnen
2

P
{(@nl o lon) = (onl En =V |0n) = En (@n [0n) — {@nl V]en) = En {on @n) — (2n| V |on)

Unter Verwendung des vorigen Ergebnisses erhalten wir somit fiir den Spezialfall V = Vo X* :

k 2
B} (onl V0gn) = En{pn lon) — (@nl V]en) = (onlV]en) = m “{@n |on) - En

und somit auch )

P k
{onl 5 len) = 775 {n lon)



e Sind die |p,,) ferner Normiert, so folgt fiir V = V5 X*:

— k — 2 — E— = =
Tnzi'En» nzi'EnaTnzf' naTn n=FE,
k+2 v k+2 2 v +U
Aufgabe 14
Kommutativitit
Durch direktes Ausrechnen zeigt sich
01 10
1 1 0 0 1
(Ai))Bis) =5 1 ¢ o 1 | = Bu)dy)
01 1 0

das heiBit die Matrizen (A;;), (B;;) kommutieren. Aus der linearen Algebra weis man: kommutieren die Matrizen von zwei
Endomorphismen bzgl. einer Basis ey, .., e, im endlich dimensionalen Raum V', so kommutieren auch die Endomorphismen,
denn fiir v = v'e; € V ist

ABv = (AB)v'e; = v'(AB)¥e;, = v'(BA)¥e, = (BA)v'e; = BAv

Eigenwerte

Bemerke: Rechnen kurzzeitig mit den Matrizen A’ := 2A, B’ := 2B. ) ist dann genau dann ein Eigenwert von A wenn 2\
ein Eigenwert von A’ ist. Analoges auch fiir B.
Die charakteristischen Polynome p 4/, pg: der beiden Matrizen A’, B sind gegeben durch

X -2 0 0 0
, 0o X-1 -1 0 x-b 0
pa(X) =det(XI — A") = det = (X —2)det -1 X-1 0
0 -1 X-1 0 0 0 xos
0 0 0 X -2
— (X2 [(X 1) —1] = X(X —2)°
X -1 -1 0
B " 1 X 0 -1
0o -1 -1 X
X 0 -1 -1 -1 0 -1 -1 0
= X det 0 X —1 | +det 0 X —1 | —det X 0 -1
-1 -1 X -1 -1 X -1 -1 X
=X —4X? = X}(X -2)(X +2)
woraus man sofort jeweils die Eigenwerte \j = 0,A; = 2 von A" und p} = 0, uy = —2, 44 = 2 von B’ ablesen kann. Somit

ergeben sich die Eigenwerte von A bzw. B als A\ =0, Ay =1bzw. u1 =0, pus = -1, pus =1.

Eigenvektoren

Mittels Gauss-Jordan Verfahrens, das heif3t 16sen des linearen Geichungssystems

2-A 0 0

A X o

L 0 1- 1 0 _ =

(A=A -7 = 0 I 1-Xx 0 L] =0
0 0 0 2-2X 4



erhilt man jeweils den Eigenraum zu A. So ergibt sich der Eigenvektor v; = (0,—1,1,0) zu A; = 0 und die linear unabhéingigen
Eigenvektoren
1

Vg =

1
O j—
0 , U3 =

===
)—lOOl

1

zu Ay = 1. Analog geht man auch fiir B vor, und erhélt zu p; = 0 die linear unabhéngigen Eigenvektoren

-1 0
. 0 I !
uyp = 0 , U2 = 1
1 0
und zu py = —1, puz =1 jeweils die Eigenvektoren
1 1
] -1 11
uz = -1 , Ug = 1
1 1

Wir sehen dass
bl = V3 = Uyg , b2 = V4 = Uy, b3 = V1 = U

schonmal linear unabhéingig sind und alles Eigenvektoren von A bzw. B sind. Unbenutzt bleiben jedoch noch ve und us. Zum
Gliick ist
Efl(B) Sug =2vy —vg € El(A)

Setzen also by := us so dass

1 -1 0 1
1 0 —1 —1
bl - 1 ) b2 - 0 ’ b3 - 1 ) b4 — —1
1 1 0 1

alles Eigenvektoren von A und B sind, und ferner linear unabhéngig sind, da

- b -
— by —
— by —
— b -

det =840

Somit bilden {b;} eine Basis von C*. Um diese ferner zu normieren, setzen wir

Mim b,

C Vb by)

und erhalten so eine normierte Basis aus Eigenvektoren von A bzw. B:

-1 0 1

1 -1 1 —1

/o _ ;o _ _ =

7b3_|070>_ \/i 1 i 4_|1a 1> 9 -1
0

1
; b/2:|170>:7

1 0

vy =11,1) ==
1 |a> 2 \/i 0
1

— =

Zu erkennen ist: die {b;} sind eindeutig durch ihre entsprechenden Eigenwerte bzgl. A und B gegeben.

Entartung der gemeinsamen Eigenvektoren

Ein System {4, .., A, } erfiillt die gestellte Bedingung genau dann nicht, wenn es mindestens 2 Vektoren 0 # v, w € V gibt,
die jeweils zu A; den (gemeinsamen) Eigenwert a; haben, und doch linear unabhéngig sind. Das heif}t

v,w€ By, (4;)Vi=1,..,m A v,w linear unabhingig



fiir irgendwelche aq, .., a,,, was genau dann der Fall ist wenn

dlm{ﬁ Ea1<Az)} Z 2
i=1

ist. Anders formuliert: Das System {Aj,.., A,,}, wobei A; jeweils die Eigenwerte )\}, ..,)\;j besitzt, erfiillt die Bedingung
genau dann, wenn fiir alle

—

S = (Sl, 7Sm) S {1,..,7‘1} X {1,..,7’2} X oo X {1, ..,Tm}
gilt:

dim () B, s, (4;) < 1
1:1 k2

Legen also los:

e Die Eigenvektoren von A sind teilweise Entartet, das heifit dim F1(A) = 3, denn die linear unabhéingigen Eigenvektoren
V9, V3, V4 gehoren alle zu dem Eigenwert Ay = 1. Somit erfiillt {A} nicht diese Bedingung.

e Analoges gilt auch fiir B, da die linear unabhéngigen Eigenvektoren ui,us beide zu dem Eigenwert pu; = 0 von B
gehoren. Somit erfiillt auch {B} nicht diese Bedingung.

e Das System {A, B} erfiillt die gestellte Bedingung.

Beweis durch Widerspruch: Seien v,w € V zwei, zu A und B gemeinsame, Eigenvektoren, beide mit dem Ei-
genwert a bzgl. A und dem Eigenwert b bzgl. B, und so dass sie kein Vielfaches von einander sind.

Dann muss wegen dim E;(B) = 1 gelten: b # 1, denn sonst wiirden v,w € F;(B) linear abhingig von einander sein.
Analog, muss wegen dim E_;(B) = 1 auch b # —1 sein. Somit muss b = 0 sein, das heifit v, w € Fy(B).

Mit der gleichen Argumentation, ergibt sich dass wegen dim Fy(A) = 1 auch a # 0 also a = 1 gelten muss. Also muss
(a,b) = (1,0) sein. Somit miisste nach obiger Voriiberlegung gelten: dim {E1(A) N Eg(B)} > 2.

Suchen also eine Darstellung fiir E1(A) N Ey(B). Setzen dafiir z € E1(A) N Ey(B), schreiben also:

Vg

=~
Z = T1V2 + ToU3 + T3V4 = Y1 U1 +Y2U2

€EE1(A) E€EEo(B)

= 7102 + T2v3 + (T3 — Y1)v4 — Youz =0
Doch die Vektoren vy, v3, v4, us sind linear unabhéngig, denn

T
— vy
— g
- uy —

det =4+#0

span{vg}

so dass 1 = 2o = ya = 23 — y1 = 0 sein muss, also z = x3v4. Somit ist zwangsméiBig dim F(A) N Ey(B) = 1 was ein
Widerspruch zur Annahme ist. [



