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Notationen:
e Fiir z € C sei z : komplex konjugierte.
e Es gelte die Einsteinsche Summenkonvention.

e Fiir Vektor v € K" im n-dimensionalen K-Vektorraum mit Basis by, .., b, sei v* die Komponente von v bzgl. b;, das
heifit v = v'b;.

e Fiir Matrix A € M, (K) iiber Kérper K sei A; = A;; der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte.

Aufgabe 01

Lemma 1: Sei c=a+ib € C, a,b € R so dass ¢ = a > 0 ist. Dann gilt:
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Beweis: Analog zu Aufgabe (02):
Definieren die (bijektive) Abbildung
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Lemma 2: Fiir ¢ € C, j € C mit Re > 0 gilt:
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Beweis: Unter Verwendung des vorigen Ergebnisses bekommt man:
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Bestimmung der Wellenform

Das Wellenpaket ist gegeben durch
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wobei ¥(k) = \/ye_ e~ T TR’k Qie Fouriertransformierte von w\(/a:L) \/Te_ﬁemﬁm ist (vgl. Aufgabe 05). Also:
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Fiir festes ¢ > 0 hiingt also |¢(z,t)|* nur von

(20300 —26202 48k ata ) +i(4kobdo+aata —aatkdvd)

(kgb2+ix)? 2 (kgb2+ix)2 (262 —diat)
f(.’E) ‘= |e 2bZ+4iat = le 103 +16a2¢2 = le 103 +16a2¢2
(2k%b672b212+8k0b2atz) 2 _(4k0b4z+4at1274atk%b4) 2 (2k%b6—2b212+8k0b2atz) (k2b6 — b242 + 4k0b2atgc)
= le 464 +16a2t2 . ez 461 +16a2t2 = le 4b14+16a2t2 = exp 0 B 12
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ab, und ist maximal fiir genau die Werte fiir die g(x) := —b? - 22 + 4kob®at - x + k3b% maximal wird (da exp() monoton

wachsend). Ableiten und annullieren von ¢'(x) ergibt
koh
g'(z) = —2b%x + dkob%at = 0 — x = 2koat = ——t
m

und somit genau ein Maximum in xy = 2kgat, mit dem Wert
f(zo) = f(2koat) = R

Bemerke: Fassen wir ko/ als den mittleren Impuls auf, so entspricht xo(t) = vt genau den klassischen Erwartungen, wobei

v die mittlere Geschwindigkeit des Teilchens ist.

1
Suchen jedoch die Werte z fiir die |1(z,t)]> = = [¢ (a0, t)|* also f(z) =
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und bekommen so durch Exponentenvergleich die quadratische Gleichung
b2z? — dkobatz — (b* + 4a*t® — 4a®kGH*t?) = 0
deren Losungen sich ergeben als

1
z = 2kgat £ ? b4 + 4a?t?

Somit ergibt sich die Breite Az der Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(z, )| % als

Ax = ‘b| Vbt 4 40212 = bt + —t

Insbesondere ist fiir ¢ = 0 die (Anfangs)breite genau
Ax = 2]b|

Aufgabe 02
Selbst-Adjungiertheit

Die Matrix M ist natiirlich hermitesch, da MZJ = M; ist. Sei nun allgemein A € M,,(C) eine hermitesche n x n Matrix und
(-,-) : C* x C™ — C ein Skalarprodukt auf C". Dann gilt fiir beliebige Vektoren v = v'e;,w = wle; (e, .., e, kanonische
Basis in C"):

(Av,w) = (Av'e;,wie;) = (v' Aej,ule;) = viwd (Ae;, ej) = viwd <Afek,ej> = ijAiiﬂek,ej) = Zgij}; (er,e;)
ki

(v, Aw) = <Ui€7;7A’LUj€j> <v e,,w]Aej> = viw? <ez,A ek> =0 wJA (e, ex)
Es gilt: Ist
(es,e5) =0d;; , € Cfiralled, je{1,..,n}
so ist nach obiger Rechnung
(Av,w) = Zﬁijf; (er,ej) = Z?ij};(Skj = Zﬁijé = ﬁij?(Sik = ﬁijf (e, ex) = (v, Aw)
ki ki i
also A selbstadjungiert bzgl. des gewihlten Skalarproduktes.
Spezialfall: Die Matrix M ist selbstadjungiert bzgl. des Standardskalarprodukts auf C™, mit (e;, e;) = J;;.

Bemerke: Die Forderung (e;,e;) = d;; ist nicht ohne Grund! Denn: Betrachten die Sesquilinearform b : C* x C* — C
definiert als

2 0 00
01 0 0
bij = b(eia Ej) = 00 1 0
00 0 1

Zu erkennen ist, dass b positiv definit (da die Signatur von b nur positive Eintrige enthilt) und hermitesch ist. Somit ist b
ein Skalarprodukt auf C*. Doch fiir v := e;, w = ey gilt:

b(Av,w) = %b((?),i, —-i,1),(0,1,0,0)) = —=

b(v, Aw) = %b((l,0,0,0), (—i,3,1,4)) = —i



Orthogonalisierung

Seinun A := 2-M. Dann gilt: A € C ist genau dann ein Eigenwert von M, wenn 2\ ein Eigenwert von A ist. Alle Eigenvektoren
von M sind auch Eigenvektoren von A und umgekehrt.
Das charakteristische Polynom py; € C[X] der Matrix A ist gegeben durch

X-3 —i —1
- X-3 -1 i
pa(X) =det(XT — A) = det . 1 x_3 i
-1 —i i X3
X-3 -1 i i —i —1
= (X —3)det -1 X-3 —i +idet [ -1 X -3 —i
—i i X -3 - i X-3
i - -1 i - -1
+idet | X -3 -1 i +det| X -3 -1 )
- i X3 -1 X-3 —i

Z XY - 12X3 £48X7% — 64X = X(X3 —12X? 448X — 64) = X(X —4)®
() Entwicklung nach der 1. Spalte

(%) Rechenregeln der linearen Algebra

woraus man die Eigenwerte (Nullstellen von A) A\{' = 0, A3 = 4 erkennen kann. Somit sind die Eigenwerte von M genau
A =0, Ay =2.

Durch scharfes hinsehen erkennt man dass die Summe der 1. und 4. Spalte von M genau (2,0,0,2) ergibt. Somit ist
vy := (1,0,0,1) ein Eigenvektor von M bzgl. Ay. Ebenso durch scharfes hinsehen erkennt man: die 2. und 3. Spalte haben die
Summe (0, 2,2,0). Somit ist auch v9 := (0,1, 1,0) ein Eigenvektor von M bzgl. A2. Nach noch schérferem hinsehen erkennt
man: vg := (0,1,0,7) ist ebenfalls ein Eigenvektor zu A9, denn die Summe der 2. und ¢-mal die 4. Spalte ist (0, 2,0, 27). Eine
anschliefende Probe bestétigt das Ergebnis!

Bemerkung: Falls Hingucken nicht funktioniert, ergibt die Losung des linearen Gleichungssystems (z.B. mittels Gauss-
Jordan Verfahrens)

3—A —1 ) 1 T
L i 3-X —i 2 | =
(A=AD)-7 = —q 1 3—) i T3 =0
1 —1 3—A T4

immer die Gesamtheit der Eigenvektoren Z zu A.
Brauchen jetzt nur noch einen Eigenvektor zu A\; = 0, und wenden diesmal das oben genannte Verfahren an, 16sen also das
lineare Gleichungssystem

3 -1 1 1 T
(3 3 1 —1 To _ 6
- 1 3 1 z3 |
1 i —1 3 T4
und erhalten den Losungsraum als span{(—1,4, —i,1)}. Somit ist by := (—1,4,—4,1) ein Eigenvektor zu A;. Die Vektoren
v1, V2, V3, by sind linear unabhéngig, denn
— v -
vy —
det v =—4#0 — rangB =14
— vy —
— by -
—_——
B



Es gilt: by L v;, i = 1,2,3 also by L span{vy,ve,v3}. Somit kénnen wir das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
—_———

=E2(M)
innerhalb des Eigenraumes Ey(M) C C* anwenden, um eine orthogonale Basis by, by, b3 innerhalb von Ey(M) zu finden. Da
E5(M) ein Unterraum von C* ist, sind auch alle sich ergebenden Vektoren wieder in F2(M), das heifit wieder Eigenvektoren
von M und ferner senkrecht zu by. Dabei betrachten wir grundsétzlich das Standardskalarprodukt, das heifit fiir Vektoren
v=10'¢;, w=wle; ist

(v, w) = viwl§;; = E viw

Insbesondere also:
i i2
v) = E vyt = E |v'|
i i

Legen also los:

1
0
bl =V = 0
1
2 0
<b1,U2> 1
b o _
2 = V2 (bl,b1> 1 1
0
o o 0 i 0 —
be — v 7<b1,1]3>. 7<b2,1]3>. 1 71 0 71 1 _1 1
3o <b1,b1> ! <b2,b2> 0 2 0 2 1 92 —1
2 2
und erhalten so die Orthogonalbasis by, bg, bs in Eo(M). Somit bildet
1 0 —1 -1
0 1 1 )
b1: 0 7b2_ 1 7b3: _1 7b4: —i
1 0 ) 1

eine Orthogonalbasis aus Eigenvektoren in C*. Um ferner eine Orthonormalbasis b, b}, b3, b} zu erhalten, setzen wir

B — .,
(bs, bi)

wobei dabei die Eigenschaft eines Vektors b; Eigenvektor zu sein erhalten bleibt. Erhalten also die Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren:

Aufgabe 09

Sei |e1), .., |en) eine Orthonormalbasis des n-dimensionalen Hilbertraums H und |¢)) = " |e;), ¥" € C ein beliebiger Vektor
in H. Dann ist wegen

(Y, ) = (W |[¢) = (W <€i|> (W le)) = ¥ (e; lej) = i’ sy = ZWW = Z |¢i|2



der Vektor [¢) genau dann normiert, wenn Z |z/;i|2 =1 ist.
i
Speziell in unserem Fall: Es ist

(W ) = zw Ttita=1. b= zm

oo\»—‘
c,om—«
wl

Somit ist |1) zwar normiert, jedoch |x) nicht. Betrachten nun den Projektor

1

=W

|0) (¢l : H — span {[¢)}

eines beliebigen Vektors |p) = ¢ |e;), ¢! € C im n-dimensionalen Hilbertraum H. Bilden die |e;) eine Orthonormalbasis in
'H, so bilden die (e;| : H — C genau die dazugehorige Dualbasis, denn

(ei lej) = (e, e;) = 0;; : Definition der dualen Basis
Somit ergibt sich die Matrix der linearen Abbildung P, bzgl. der Basis {|e;)} als

i

— (e, e.) = (e 1 e Linegritéit 1 e.)-les Sesquigneritét 1 67 e Duai)asis & 2]
(P,),; = (el Py les) = (e («0 1) (e g>) s (e e ) Sy e 1o .

Speziell in unserem Fall also eingesetzt:
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