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Aufgabe 01
e Der Hamilton Operator H des harmonischen Oszillators
P2 mw?
_ - X2
H 2m + 2

mit den Eigenwerten

hat ein rein diskretes Spektrum.

e Der Hamilton Operator eines freien Teilchens

hat ein rein kontinuierliches Spektrum: [0, 0o).
e Der Hamilton Operator des Wasserstoffatoms mit den negativen (diskreten) Eigenwerten

h2
E,=-5—55,n€N
2uagn

und den positiven (kontinuierlichen) Eigenwerten (0, 00) hat ein teilweise diskretes, teilweise kontinuierliches Spektrum.

Aufgabe 02
[Li,]?} = [Li, X9X;] = X [Li, X;] + [Li, X9] X; = X7 [ X P i, Xj] + [X' P i, X7] X

= i XX [P, X;] +eimi X7 [ XY X P + e XU [P™, X7 X + epma [ X1, X' P X
ihd 0 ihd 0
—1 mj —1 mj

= iR miOm [ XX + X'X7] = —2ihey; X'X™ = —2ih (é X ﬁ)' —0
~—— N 2
2X1XJ 0

Die beiden, den Observablen L;, R? entsprechenden Gréfien konnen also gleichzeitig gemessen werden.



Aufgabe 03

Annahme: Die Zusténde |L) , |R) sind orthonormal.
Der entsprechende Zustandsraum H = span{|L),|R)} ist offensichtlich 2-dimensional. In der Basis {|L),|R)} nimmt dann
der Hamiltonoperator H die Matrix

~ 0 1

a=ne(§5)

an. Die Eigenwertgleichung lautet somit

Y A —hw _y2 32 21
det(A1d H)—det(_m) A )—)\ h*w® =0

woraus sofort die Eigenwerte Ay = tfw abzulesen sind. Diese entsprechen den (normierten) Eigenvektoren vy mit der

Darstellung
. 1 (1) R 1 ( 1 >
Uy = —= , 0o = —
MRRVCAR Vil -1

1 1 1 1
vy =—|L)+ —=|R) , v =—|L) — —|R
Zum Zeitpunkt ¢t = 0 ist der Zustand des Teilchens gegeben durch
1 1

U =|R) = ﬁmr —ﬁv_

bzw.

und allgemein bei ¢ > 0 durch
U =ci(t)vg +e—(t)v-, cx €C

Seine Entwicklung ist gegeben durch die Schrédingergleichung

1thoy U = HYU
so dass folgt
Ayv4=0 1 gi—g 1 1
8tci(t) =0 <U:|:, \If(t)> = <U:|:7at\11(t)> = = (vg, HU) ~ = = (Hvy,U) = 7 (Apvs, \I/>
A A
AEER Tj': (vg,U) = —i % e — cx(t) =Ty (0)
2 \_Z,_/
* tw
das heifst
efiwt eiwt
U(t) = —vy — —=v_
( ) \/5 + \/5
Die Wahrscheinlichkeit das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ > 0 in der linken Hélfte des Kastens zu finden ist dann gegeben durch
5 efiwt eiwt 2 efiwt eiwt 2 )
Pr= (L) = |2 S 10+ 1R - S 1 - 1RD)| =[S - S| = sen

Aufgabe 04
Nennen: |a) =: U,,.
Beginnen mit den Eigenschaften

[a,a'] =1d — [a, (a")"] =n(ah)"! (1)

a\l’o =0 (2)



schreiben

> & n—1
Z a— =aVy+ Z '+ (ah)"a] ¥y @ & Z a '(cﬁ)”’1 Uy =al,
— n! — (n—1)!
eaat

und sehen dass ¥, Eigenvektor von a zum Eigenwert « ist. Demnach folgt

T
() = () = (o () 02 = ()

_ JE— _ _ t I W0 = _
= <\I’0, €aa\Ifﬁ> \Il[f:ﬁ‘l]ﬁ <\I/Q, Eaﬁ\l/5> = eo‘ﬁ <(€Ba7> \Ifo, \I/0> = eaﬁ <€ﬂa\110, \I/0> \I}% 0 eaﬂ <\I’0, \Ifo> = eaﬁ
——
1
Mit N := afa folgt dann
(N) = <\Ila,aTa\I/a> = a<\I/a,aT\IIQ> =a{aV,,V,) = |04|2 (U, Uy) = |a|26|a‘2
——

elal?
<N2> = <\IJa,aTaaTa\Ila> =« <\Ila,aTaaT‘I/a> =« <a\Ila,aaT\I/a> = |04|2 <\I/a,aaT‘Ila>

= la* (o, [afa+1d] W) = |af* (Ta, NT,) +]af® (Ta, Ta) = [af* el + |af?
—_——— ———
(N) 1

und schlief8lich .
(AN)? = (N?) — (N)? = |a|*l*" + [af* - |af* 2o

Aufgabe 05

Die Grofen p; m und r haben jeweils die Bedeutung des relativen Impulses, der effektiven Masse und des relativen Abstandes
des Proton-Elektron Systems. Dabei ist
memp - kN
m=————, p=mr
Me + My,
wobei m. und m,, jeweils die Masse des Elektrons und des Protons ist. Zwei dabei nicht beriicksichtigte Eigenschaften realer
Wasserstoffatome sind die Spin-Eigenschaften des Elektrons und die durch die relative Bewegung auftretenden relativistischen

Effekte!

Aufgabe 06
Beginnen mit dem Hamilton Operator
p? h? 1 0 h? 0? 1 0 1 02
=l 4V ——A V(r) = LU 2 <
= om * + Vi) = “omror 2m? |92 tanv 09 sin? 9 Op? +V(r)

und der (zeitfreien) Schrodingergleichung

HY = EV




Aufierhalb des Gebietes G := By \ B, macht die Schrédingergleichung nur Sinn wenn ¥ = 0 ist. Innerhalb G lautet dann die
Differentialgleichung

10 n* [ o? 1 9 1 92
P9y Ly - Y o 9y = Bu(F
omrore ) 2mr? | 09?2 + tan ¢ 99 * sin? ¥ 0p? ) )
c

Durch den Ansatz ¥(7) = 7f(r) Yim (9, ¢), mit den Kugelflichenfunktionen Yj,,, fir die bekanntlich gilt £Y,,, = (I + 1)Y}n,,
r
erhalten wir

h? 1o} h? |
o K2 FE |
_Tmrﬁf(r) - Wl(l +1)f(r) - 7f(7”) =0

Im Grundzustand (I = m = 0) vereinfacht sich diese zu

7y = =2 f ()

Fall: £ < 0. Dann ist die allgemeine Lésung gegeben durch

_ 7nET _ 7nE,r
f(r) = AeV e + Be e

Durch die Randbedingung f(a) = f(b) = 0 (Stetigkeit an den Réndern) folgt dann A = B = 0.

Fall: E = 0, das heiflt f”(r) = 0. Dann ist die allgemeine Losung gegeben durch
f(r)=A+ Bx
Durch die Randbedingungen folgt dann wie vorhin A = B = 0. Somit sind die Energieeigenwerte notwendigerweise alle positiv.

Fall: £ > 0. Dann folgt die allgemeine Losung

iQr —ior 2mE
f(r) = Ae™" 4 Be ™™ | Q= N

und durch die Randbedingung f(a) = f(b) = 0 ergibt sich die Bedingung
p2ia L 2i0b o T . neN

b—a
und somit die (abzidhlbaren) Energieeigenwerte
w2h2n?
E,= """ ,eN
2m(b — a)? "

Speziell ist die Grundzustands-Energie gegeben durch

272
B - wh
2m(b — a)?
Aufgabe 07
In quadratischer Naherung kénnen wir schreiben
2 2 4 2 4
_ ./ 2 2 p - 2 p p _bp p
T = vmel 4 2 —me” = me bt m2c2 1] - [1 - 2m2c2  8mict | 2m  8m3c2




so dass sich die Hamilton Funktion des Systems ergibt als

2 4 2
D P mw?
H=T+v=21_ me”
" + 2m 8m3c2Jr 2 x

Im Quanten-Formalismus ist also der Hamilton Operator gegeben durch

Mo P? omw? , P!
" 2m 2 8m3c2
—_——
H

wobei H der Hamilton Operator des nicht-relativistischen Oszillators sei. In erster Naherung ergibt sich dann der n-te
Energieeigenwert E; geméfs
E,=E,+ <‘Ilnv [HT - H] ‘Iln> (3)

AE,

wobel F, und ¥, jeweils der (nicht-entartete) nicht-relativistische Energieeigenwert und der dazugehorige (normierte) Ei-
mwh

genvektor ist. Aus P =1 - — (at — a) folgt
4 4 (gt — ) 12 4 g2 _ of 12
g D= (' —a) = [(@")’ +¢® —a'a—ad]
=@ +a* + (a'a)?+ (aa")? +(ah)?a®+ a?(a')? —(a"?aa — aa(a")? — (a")2aa’ — aa’(al)?
——— —— —— ——
N2 (N+1d)? atNa a(N+Id)a'
=N24+2N+Id :u,u,JfauﬂL-i-owtT
=(N+Id)?+(N+Id)
=N?+3N+21d

—a%a’a — a'aa® — a*aa’ — aa'a® + ata aal + aat a'a
~ ~

N N+Id N+Id N

= (a")* +a* +5N2 + 7N + 31d +a'Na — (a")?a’a — aTa(a®)? — (a")?aa’ — aa’(a")? — aa'a — aTaa® — a?aa’ — aa’a®

und somit
4
s (PN, = (@)Y, + (@), 5 (W), 4T V), #3(d),+ (alNa),
~—— —— —— — N —— N ,
(0 P N<\I}n—7\(l)’n+4> Nw"—’\g"“‘) (Wnn?w,) <qj"£ij"> ! (¥, v/na N, 1)
= = —n? :ﬁ(n71)<‘1,n7a1‘\pn_l>

=n(n—1)(¥,,,¥,)
=n(n—1)

—((a")?a’a + a'a(a’)? + (a’)?aa’ + aaT(aT)2>n —{a®d'a + a'aa® + a®aa’ + aa'a?)

n

ATy, Ty 3)=0 ~{ T, Ty 3)=0
= 6n* + 6n + 3
Eingesetzt in Gleichung (3) ergibt
1 w?h?
AE, = ——— (¥, P',) = - - (612
S5 (Uns )= 353 (6n” +6n+3)



