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Aufgabe 01

Die Matrixdarstellung von A ist definitionsgemifl gegeben durch
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Aus der linearen Algebra ist bekannt, eine Matrix (bzw. ein Operator mit der entsprechenden Matrix) ist genau dann
unitir wenn seine Spalten eine Orthonormalbasis in CV bilden. dies ist der Fall, den die Spalten von A(;;) bilden genau die

Standardbasis ey, €2, ..,en_1.
Variante: Der zu A adjungierte Operator A' ist gegeben durch
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so dass folgt
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Bekanntlich ist fiir Endomorphismen jedes rechts-Inverses auch links-Inverses, so dass Af

Eigenwerte

Fiir N = 3 ist die Matrix von A gegeben durch
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= A~ ist, das heifit A ist unitér.



so dass sich das charakteristische Polynom p4 von A ergibt als

X -1 0
pa(X)=det(XId—A)=det[ 0 X -1 |=X>-1
-1 0 X

Die Eigenwerte A von A sind genau die Nullstellen von p 4, das heifit

SE
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Aufgabe 02

Betrachten zuerst eine Potentialbarriere der Art

und die dem Problem entsprechende Schrédingergleichung

RO (2, 1) = —%agw(x, £) +0(2)0(z — g)?

Machen den Ansatz

la,1) = p(x)e !
gehen damit in die DGL ein und erhalten das Eigenwertproblem

I Bpla) + V()ile) = Bola)
2m
Im negativen Halbraum x € (—o0,0) vereinfacht sich dieses zu
m?

— 5, 0xp(x) = Ep(2)

dessen allgemeine Losung gegeben ist durch
o1(x) = A1e™® 4 Bie™™® A B eC, Q= 27;;2E

= Pu(x,t) = A (=7t) 4 pe~i(Qrt )
Analog ergibt sich auch in (g, 00) die allgemeine Losung als

@3(1‘) = AgeiQm + Bg(i_iﬂm R Ag, Bs € C

— 1/)3(3370 = A3ei(9m_%t) + B3e_i(Qz+%)
Innerhalb des Intervalls (0,¢) ergibt sich das Problem

h? Ve
— o2 (a) + Lpla) = Bo(o)

dessen allgemeine Losung sich ergibt als

2 Ve
wo(x) = Age™ + Boe™7® | Ay, By €C, v = hL: (50 —E) eR



v
wobei schon € geniigend klein gesetzt wurde dass 2 _E>o0ist.

€
Im Halbraum (e, c0) kann sich das Teilchen nur nach rechts bewegen, das heifit Bz = 0. Fordern wir die Stetigkeit der 0. und
1. Ableitung von ¢(z) in ganz R so ergibt sich

01(0) £ 92(0) — Ay + B = Az + By

! .
05p1(0) = 0,02(0) — iQ(A; — By) = y(A2 — Bs)
02(e) = p3(c) — Age™ + Boe 7 = Az’

Dopa(e) = Dopsl(e) — 7 [A267® — Boe 7] = iQ Az
Durch algebraische Manipulation ergibt sich

_ (A1 — B1) + (41 + By)

Ay = o
B, — V(A1 + B1) — (A1 — By)
g =
2y
iy —Q 9y
> iy +Q € B
P 1 e | G R
P2 =) (e — 1) + 290 (e 27 + 1)
—iQe |
oAy 4Q0ve Ay

T2 =) (e — ) + 290 (e + o)

Die Reflektionswahrscheinlichkeit ist gegeben durch das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeitsdichten der reflektierten und
aufprallenden Welle, geméf3

B, 2

: (9% + 72)2 (€757 —e7) (92 + 72)2 sinh?(e7)
N =

(2 492)7 (675 — ) + 169202 (02 +12)” sinh?(e7) + 47202

|

Analog ergibt sich dann die Transmissionswahrscheinlichkeit geméf

2 49272

(Q2 +~2)* sinh?(e7) + 49202

_ |48
- |15

T

so erhalten wir den Transmissi-

2 1%
wobei zu erkenn ist dass T'+ R = 1. Ersetzen wir v = m (0 — E> und 2 =

m
h2 \ ¢ h?

onskoeflizienten
15 (% - )

Y ginh? (5 2 (% —E)) B (% - B)

T =

Lassen wir nun € — 0 gehen, so geht der Potentialwall in die Form V5d(z) iiber, und wir erhalten mit Hilfe der L’Hopitalschen
Regel:

4EVy
2mV03

e+ 4BV,

T e—0

Dieser Zusammenhang wird unten qualitativ (E = V) illustriert:



Zu erkennen ist das asymptotische Verhalten fiir £ — oo, wo T' — 1 geht.

Aufgabe 03

Beginnen mit dem Ehrenfestschen Theorem fiir Operatoren A und die Schrédingergleichung erfiillende Zustédnde :

i

0 (4) = 1

([H, A]) + (9:4)

ih
und der aus Aufgabe 05 bekannten Identitét [H, X] = — 2P und schreiben
m

m@t(AX)2 = mo <(X - <X>)2>

m

h

[H,1d]=0 1M ih

h

Aufgabe 04

Beginnen mit der Schrédingergleichung fiir ein Teilchen im Potential V' (7)

Wegen

und

ergibt sich
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m m m
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242

: <[H, X|X + X[H, X] — 2(X) [H, X] + (X)?[H, Id]>

>—<PX+XP>(2<X>P>—<PX+XP>2<X>(P> O

-



Aufgabe 05

Beginnen mit

P2X xp? 1 1 1
s frng — frng + — — = —— s = — 0 s —_ s -
H X|=HX -XH VX V X, P? X,P|P PlX,P|= mP
2m 2m ?;; 2m 2M e~ 2m e —
ih ih

und schreiben

(| P Iy = O 4o [, X oy = (o) HEX X ) = 7 (| X Jm) = " (| X | Fin)
H=HT im m (1 pp— E,/ €R tM
=" S (Bwn| X |n) = S (0| X | Byn) = S (B = Ea) (| X |n) 57 52 (B — B) (0| X [n)

Schlieflich verwenden wir die Vollstandigkeit der |n)
>y (| =

und erhalten

h2 h2 2
— (n| P?|n) = —5 (| P1dPn) = — n\PZm (n'| P |n) = Z (n| P|n'y (n'| P |n)
h2 im 2 / / 2# /
=3 5 ) (Bn = Ew) (0] X 0) (B — En) (0| X |n) = (Ew — En)* (/| XTn) (0] X |n)
X=X (B - B2 WX () (0| X n) = 3 (B — E2)* |0/ X In)[* O
Aufgabe 06
Seien
Al B!
A=| 42 | eC® B=| B? | ecC?
A3 B3
beliebige Vektoren und
01
0= g9
o3

Dann ist

o S N iR L L L |
A-Bld+i (A x B) o= AB'1d+i (A Ble;jéy) -0 = A'B' Id+=A'BI 2ie, 504
2 N

0i05—0;0;4

=A'B'Id +*A’LB]O',;O'J' — —A'BJ . 004 = A'B'Id +AZBJO'1'O'j — AZBJ(SU Id = AZBJO'iO'j
2 2 N~ N—_——
26ij Id —0i0; AtBi



Aufgabe 07

Beginnen mit dem Ansatz ‘
b(t) = e TR Ny (t)

gehen damit in die Schrodingergleichung
ihOwp = Hy

ein

ihdpp(t) = il - <—iH) e~ =t /Ry (o) = Hap(t)
w(t)

und sehen dass der Ansatz tatsichlich korrekt war.

Evolution des Systems

Bei einem an einem Zeitpunkt 7 vorgegebenem Zustand (1) entwickelt sich das System geméifl der Vorschrift

ihdyp(t) = Hi(t)

Nach dem Picard-Lindel6f Theorem ist diese Entwicklung eindeutig, das heifit es existiert unter obiger Voraussetzung genau
eine Losung. Wir haben gesehen dass
(t—7)

h

solch eine Losung, und somit auch die einzige ist. Wird nun am Zeitpunkt ¢; der Wert a,, fiir die Observable A gemessen, so
ist dieser Notwendigerweise ein Eigenwert von A. Genau an dem Zeitpunkt kollabiert die Wellenfunktion ¢ und geht in den

Zustand
\/<¢(t1)| Pn |¢n(t1)>

iiber, wobei P, genau der (eindeutig bestimmte) Orthogonalprojektor auf den Eigenraum E, (A) von A zum Eigenwert a,
ist.
Bemerke: Bilden die Eigenvektoren 1

X2
n?

P(t) :exp{—i H} (r), t>71

i € I eine Orthonormalbasis des Eigenraums E,, (A) so ist P, gegeben durch

Py= " |wk) (vl

i€l

Ohne weitere Einfliisse, entwickelt sich nun das System erneut geméif ihdy1) = He) weiter. Nach obiger Uberlegung ist dann
der Zustand fiir to > t; gegeben durch

(t2 —t1)

(t2) = exp {—Z - Frdlt)

} V()] Po [9n (1))

:eXp{_i(h ;tl)H} PneXp{—i@H}w(to)
\/<eXp {_i@H} w(to)’ P, |exp {—i@’/—[} wn(t0)>




