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Aufgabe 01
Lemma 1

Betrachten einen beliebigen linearen Operator der Art
L= ) )+ m()
k 1

wobei die %, reelle, lineare Differentialoperatoren (das heifit fiir reelle w ist auch Zxu reell und Ableitungen sind als reelle
Ableitungen zu deuten) und die ay,n skalare Funktionen seien. Ist f(7) = u(7) + iv(7), u(7),v(7) € R eine Losung von
Lf=0,so0ist f:=wu—iv eine Lésung von L f = 0, mit

Lo w2+ Y m)
k l

Beweis:

LI=> G Df+> W-F=)Y tx (Zu—iZw) +Zm f= Zak (it + iDyv) +me
k l k

=Y B +D> mf =D wDf+Y mf=0 O
K z k .

Kontinuitétsgleichung

Beginnen mit der Schrédingergleichung fiir ein Teilchen der Masse m im Potential V'

2
ihoU(t) = HU(t) , H = —Qh—mA + V()

und schreiben fiir Sie erfiillende Zustédnde V:

— 2 _ * . E * v h2 v h2 * *
O [U(F 1) = 0, (W70) = U* 9 +U GV = — | =T AT+ V(| — — |~ A+ V()W
p(7,t) EHU — EH
h * * 2=
[DAT* — T*AT] | J(Ft) = —— [T*VT — TV

QZm 2im

—divj

Dabei ist p = |¥(7,¢)|? laut Kopenhagener Deutung die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte und j(7,¢) die Wahrscheinlich-
keitsstromdichte fiir das Teilchen am Ort 7 zum Zeitpunkt ¢. Die Kontinuitétsgleichung

a° p(7,t) + div j(7t) = 0



driickt dann die Wahrscheinlichkeitserhaltung fiir ein Teilchen aus, das nicht ohne weiteres Verschwinden bzw. Erscheinen
kann.

Aufgabe 02

Betrachten die Schrédingergleichung
1hoy U (t) = H(t)¥(¢)

mit dem Hamilton Operator H = H(t). Durch den Separationsansatz

U(t)= W, T{),T:R—R
~—~
Zeit-
unabhéngig

erhélt man in Ortsdarstellung
ihWo(F)T'(t) = T (t)H(t)To(7)

Ist jetzt H zeitunabhéngig, so schreiben wir
T'(t) 1

T(t)  ihWo(i) H¥o(7)

Da linke und rechte Seite von unabhéngigen Variablen abhéngen, miissen beide konstant sein, das heiftt

T'(t) B 1 B E .
T = g VoM =g €€ — H¥o(7) = BWo(7)

Die Eigenwertgleichung
HYy = EY,

ist genau die Zeitfreie Schrodingergleichung. Ersichtlich ist: Die daraus resultierenden Energieeigenfunktionen ¥ sind eben-
falls zeitunabhéngig.

Aufgabe 03

Ein fiir das Wasserstoffatom (allgemein: Kugelsymmetrisches Potential V(1)) vollstédndiger Satz kommutierender Observablen
sind der Hamilton-Operator H und die Drehimpulsoperatoren L?, L.. Die stationéren Zustéinde W,,;,,, gekennzeichnet durch
die ganzen Zahlen n,l,m mit n ¢ N, [ =0,..,n — 1 und m = —I,..,[ besitzen die Ortsdarstellung

\Ijnlm (Ta 197 90) = Rnl (r)y*lm (197 90)

mit den Kugelflichenfunktionen Y}, und den entsprechenden, von n und ! abhéngigen Radialen Funktionen R,;. Dabei gelten
die Eigenwertgleichungen

E
qunlm = ;;Wnlm 5 LZ\Ijnlm = l(l + l)hZ\I/nlm ) Lz\Ijnlm = mh\pnlm

mit der Grundzustandsenergie
h2
 2ua?

E =
der reduzierten Masse p des Proton-Elektron Systems und dem Bohrschen Radius ag. Zu erkennen ist die Entartung der
Energie: Der Eigenraum E,,(H) des Hamilton-Operators H zum Energieeigenwert E,, wird durch genau

n—1

> o@+1)=n

=0

orthonormale Vektoren aufgespannt:
E,(H) =span{¥,1,, : 1 =0,..,n—1, m=—I,..,1}

und ist somit n2-dimensional.



Aufgabe 04
Harmonische Oszillator

Wir schreiben

['H, aT] = hw [aTa, aT] + @ [Id, aﬂ = hwal [a,aT] +hw [aT, aT] a = hwa'
? 0 Id 0

Fiir beliebigen Eigenvektor ¥ von H zum Eigenwert A\ betrachten wir die Vektoren a¥, afU:

HaW = {[H,a] + aH} ¥ = —hwa¥ + a HEY = (A = hw) - a¥
AV

Ha'® = {[H,a'] +a"H} ¥ = hwa! ¥ + o HE = (A + hw) - aT¥
AV

Somit spielen a und a' jeweils die Rolle eines Vernichtungsoperators und eines Erzeugungsoperators, der den Eigenvektor ¥
jeweils in den Eigenraum FE)_p, (H) runtersetzt bzw. in den Eigenraum FE) p,(H) hinaufsetzt.

Drehimpuls

Beginnen mit der Definition von L4, schreiben

Li=rL; T
Lh = (L, +iL,) = Lf —iLi "= 0, —iL, =L — LI = (LL) =L,

und sehen dass Ly nicht hermitesch sind! Dabei gilt:

[L;,L?] = [L;,L7L;] = L’ [L;, L;] + [L;, Lj] L7 = ih [ej L7 LF + ;6 LF L]
—— =
ihs,ijkLk ’ihsijkLk

=ih [EijijLk + 67;kijLk] = ihei i [Lij — Lij] =0, 1=uz9,%2

[Ly,L?] = [Ly +iLy,L?] = [L,,L?] +i [L,,L?] =0
0 0

[L_,12] 28

—ihLy ihLg Ly

Analog zu vorhin betrachten wir fiir einen Eigenzustand V,,, von L, zum Eigenwert mh die Zustédnde Ly W:
L.L. Y, ={LyL,—[Ly,L.]}V,, =mhLy¥,, — FhRLL ¥, = (m £+ 1)¥,,

und sehen dass L auch hier als Erzeugungs- bzw. Vernichtungs- Operatoren auf den Eigenvektoren von L, wirken.

Aufgabe 05

Annahme: R>a >0



Aus

)= [0 ) @) de = [w @) o= [0 oo ae =
® R R ungc;adc
(X?) = /w*(m)QTQ (z) do = %~/x26 @y = 5

h 9 :
(P) = /1/)*(33) (Py) (@) dw= % /w*(w)%w(az) dz = mn/ e = dn =
R R R unge;a e

2 a 2 2@
(P = [0rt@) (PP0) @) de = =2 [0 @) ot) do = -2 [0 [ [makata?) oot = 2
R

R R

folgt
(AXP = (X?) —(X)* =, (AP} = (P*) — (P)* = """

und somit die Beziehung

AX-AP:;

was auch dem durch die Heisenbergsche Unschérferelation vorgeschriebenen Mindestwert entspricht!

Aufgabe 06
o0-Potential

Beginnen mit der zeitfreien Schrédingergleichung

_%ag\p(x) — Upd(2)¥(z) = EW(x)

In den Gebieten G; :=R_, G4 := R vereinfacht sich diese zu

2mE
—5

U (x) = U(x)

so dass sich die allgemeine Losung in G; bzw. G4 ergibt als

G1:¥q(x) = A1 + Bre™ 7®

2mE
e

wobei wir nur den Fall £ < 0 betrachten (gebundener Zustand). Fordern die Beschrénktheit der Losungen (— Quadratinte-
grierbarkeit), das heifst setzen B; = Ay = 0. Durch die Stetigkeitsforderung in R erhalten wir die Bedingung

G2 : \I/Q(QL') = A2€’Y$ + 326771 , Y =

A £ B, (1)

Ferner ist bekannt (vgl. Ubungsserien):

e—0 o h2



so dass wir die Bedingung

1 2mU;
A+ By = =50y 2)
erhalten. Das heifst es muss gelten
2mUO
2A1 - WAl
Um nicht-triviale Losungen zu erhalten, muss also
mUO Ll
2
sein, das heiflt der einzige Energieeigenwert ist
_ mUg
2h?2

Der entsprechende Eigenzustand ist ferner gegeben durch

Yy .
W(z) = Ae x <0
Aie ™ x>0

Fordern wir die Normierung von ¥ so erhalten wir durch

I = (1R de= 2l [ e =0
-
R 0

—_———

1
2y

die Bedingung |A;| = /7. Wir setzen 0.B.d.A 0 < A; € R und erhalten so den normierten Eigenzustand

LT .
W(z) = Ve rx <0
Vy-err x>0

Im folgenden ist qualitativ (v = 1) die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte |¥(z)|* dargestellt:

~

Doppelter /-Potentialtopf

Aufgrund der Symmetrie des Potentials ist der Hamilton-Operator gerade. Demnach miissen die Eigenzusténde gerade oder
ungerade Funktionen sein, die nicht desto trotz, analog wie vorhin fiir |x| — oo exponentiell abfallen. Die Eigenwerte und die
Eigenfunktionen werden abzahlbar viele sein. Der Eigenzustand n-ter Ordnung (geordnet nach wachsendem Energieeigenwert)
wir nach dem Knotensatz (n — 1) mal durch den Nullpunkt gehen.

Zu erwarten sind zwei linear unabhéngige Losungen, eine gerade und eine ungerade, die qualitativ wie folgt aussehen wiirden:



=

Aufgabe 07

Beginnen mit der zeitfreien Schréodingergleichung

HY (z) = —%65\11(35) +U(2)¥(z) = E¥(x)

in den Gebieten G; :=R_, Gy :=R,:

omE A } omE
Gy U (z) = f%\lf(x) Wy (z) = AT 4 Blem iy = %

om(E — U, - s om(E — U,
Gy \IJH(.’E) — _(TO)\I/(CL-) N \112(3«;) _ AQelkzL + Bye k2 , ko = (TO)

Betrachten ein von —oo kommendes Teilchen, das heifit erwarten nach der Barriere (x > 0) keine Reflexion und setzen somit
By = 0. Fordern die Stetigkeit und die Stetigkeit der Ableitung in R und erhalten so die Bedingungen

U1(0) = Uy(0) — Ay + By = Ay

U (0) = Wh(0) — iki(Ay — By) = ikoAs
Algebraische Manipulation fithrt zu den Beziehungen

(k1 — k2) 2k
B = — A A = .
1 1 > 2 kl + k2

A
(k1 + k2) '

so dass sich die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten ergeben als

p 1B |k —kef® 2B Uy~ 2/E(E—T)
AL ki +keP 2B - U+ 2/E(E — Up)

_ by |Ao*  dkiks 4\/E(E — Up)
ki )P (Bi+k2)? 2B —Uy+2\/E(E - Uy)

Fiir E € (0,Up) tritt der quantenmechanische Tunneleffekt auf, bei dem die Aufenthaltswahrscheinlichkeit nach der Barriere
(z > 0) nicht vollkommen verschwindet, obwohl rein klassisch das Gebiet wegen E < Uy nicht zugénglich ist!




