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Aufgabe 17
Erinnerung

Gegeben sei der Hamiltonian Hy mit den (orthonormierten) Eigenvektoren {|E;)},.; und zugehorigen Eigen-
werten {F;},;, dazu herausgegriffen der nicht-entartete Eigenwert £, mit Eigenvektor |E,). Fiir die gestdrte
Hamiltonian-Familie

H=H\) =Hy+ \W

parametrisiert durch A € R, seien gesucht die Eigenwerte E(A) bzw. Energieniveaus |E())) die mit A — 0 gegen
E, bzw. |E,) streben. Entwickelt man

E(\) =E,+ Y A&,
n=1

[BO) = Ea) + ) A" [En)

mit den zu bestimmenden Koeffizienten &, € R, |£,), so erhilt man unter Voraussetzung (E, |[E(\)) =1

5n = <Ea‘ w |€n—1>

60 =3 gl (B [~ £0) 1) — 21602 — -~ a [61)
idta O %

Speziell ergibt sich E(\) zur 2. Ordnung in A als

E(\) = Eq + MEL|W |Eo) 4+ A2 (B W &) + O(X®) (0.1)
wobei
£ =3 o (B |2 02
i£a a )

Energieniveaus des eindimensionalen, harmonischen Oszillators

Die Energieniveaus des Hamiltonian
2

Hy=2_ 443, A>0
2m
sind gegeben durch
2A
Ey=hw-(n+3%) , neNy, w:= o (0.3)



mit zugehorigen Eigenvektoren

\Eﬂ,>(gc):(%)i L Hn( W.m>-exp[—”w-x2] , z€R (0.4)

wh/ +\/2nnp) h 2h
wobei
2 d" 2
Hn(x):(—l)"td e® , neNy zeR (0.5)
CETL
die hermiteschen Polynome sind.
Bemerkungen zu den Hermite-Polynomen
Die Hermite-Polynome erfiillen die Orthogonalitétsrelation
/Hn(x) CHo(x)-e ™ de=2"nl /T 0, , mx€Ng (0.6)
R

so dass insbesondere die |F,,) orthonormal sind. Durch die Rekursionsformel

1
u-Hp(u) =n-H,_1(u) + §Hn+1(u) , n €Ny (0.7)

lasst sich ferner zeigen:

u' - Hy,(u) =n(n—1)(n—2)(n —3) -Hy_4(u) +n(n —1)(2n — 1) -H, _2(u)

[ S ——
=:0n =:Bn
1
+ 1 2n(n+1)+1]-Hy(u) + - (2n +3) -Hpyo(u) + T Hpya(u) (0.8)
[ — \_\g_/ ~—~
=n =:10n =€n

Energieniveaus des eindimensionalen, anharmonischen Oszillators

Betrachten den gestérten Hamiltonian
H=H(B)=H,+B-i*

parametrisiert durch den Entwicklungsparameter B > 0 und berechnen hinsichtlich (0.2) die Matrixelemente

)R - B S ) J7 L. MY ) cexp [- T2
(En| 2% |E,.) = Th Voo /x Hn< - o:) H%< - x) exp[ - z} dx
R

ho\? 1 . 2
=— ) - ————— [ v - H,(u) - H,,(u)-e™™ du
(mw) V2n2%n) 5! R/ () ()

(0.8) 2
&(0.6 h [2% - 3!
(: ) <an> . ﬂ : [an : 577,74,% + /Bn : 577,72,% + Tn * 577,,;4 + 571 : 5n+2,% +én- §n+4,%} (09)

Gesucht sei nun der Eigenwert F,.(B) bzw. Eigenzustand |E,.(B)) der fiir B — 0 gegen E,, bzw. |E,.) strebt.
Gemaéf (0.2) ergibt sich |F,.(B)) zur 1. Ordnung in B als

|E(B)) = |Ex) + BExc1) + O(B?)



wobei!

E .
i) = X o Bl )
ntx P2 n

~ hw \mw » 21!
n#sx
1 N ! Brea2 2!
=7 |\ — : E% E%
hw <mw) [ —4 |/ 24(5c 4+ 4)! [Erera) + =2 \/ 22(5c+2)! |Eres2)
052 22 3¢ Esd 24 5!
== —|E,._ —— | —|E,_
> \ Gy B2t T\ ooy P

+ @w/%(%— D |E,.—2) + %1 / (%ilgl)l E%_4>]

IEs sei gesetzt: |Ey) := 0 fiir k < 0.

1 ([ h\° E,) [273x!
() Z % . [an6n,%+4 + ﬁn6n,%+2 + 7n6n,% + 6n5n,%72 + En(sn,%74]



Entsprechend (0.1) erhilt man die Energie E,,(B) zur 2. Ordnung in B:
E.(B)=FE, + B (E,|#*|E.) +B (E,| Bi*|E..1) + O(B?)
—_——

(25)% v

B2/ h\* 1 [(e+4) X 2 +3) [(c+2)! X
+( )[16 Ut D b3 )~ 2D 2 3t )

(25 —1) — 4 1 ! V! 3
1 (3 — 1) (Es| & |E%72>+16 (e —4)! (Ex|2” |Esea) | +O(B?)
2
:E%+3B.< h ) [2%2+2%—|—1]
4 mw
+22 RN L e ) (2 +3)2 (524 2)!
hw \ mw 260 3! 23 2!
(2% —1)?% 1 ! 5
+ = D+ g | T OB
2
:E%+3B.( n ) [256% + 23 + 1]
4 mw
B2 ( h\* (e +1)(c+2) )
+hw(mw> ~[—26(33% + 1035 + 84)
(22 — 1)? 1 ! 5
gl 1)+26(%_4)! +0(B?)

3B ( h )\’ 1 B2/ h\*
=FE,+—- 2+ 2+ 1] — - — [ — ) - [345 + 515 21
+ (w) [25¢* 4 25¢ + 1] S (mw> [345¢% + 51ac® + 595 + 21]

Speziell ergibt sich der gestérte Grundzustand Ey(B) geméfs

EO(B):E()+5“9.( h>2_21.32< h>4

4 \mw) 8 hw

Bemerkungen zur Giiltigkeit der Niherung

Da alle Energieeigenwerte E,, von Hy isoliert sind, bliebe zu kliren ob der Abstand benachbarter Energieniveaus
auch groff genug ist, sprich ob

|E%(B) - E%| < |E% - E%:tl‘



bzw.

2
—_— <7:w> [2%24—2%4- 1] < hw

Aquivalent dazu ist

m2w3

B < h-max?{1, s}

bzw.

Jm - A#

B< i - max?{1, »}

Alternative Berechnung der Matrixelemente

Die Matrixelemente (0.9) kénnen auch alternativ mit Hilfe der Darstellung

h
A . A~ /\T
P=y5— (a+al)

durch die Vernichtungs- & Erzeugungsoperatoren a,a! und den bekannten Beziehungen
a|En) = Vn|En_1) , a'|B,) =Vn+1|Ep) o [a,6'] =1

hergeleitet werden. Tatséchlich, folgt aus

no\? ,
it = <2mw) [a* + (ah)* + 6(a")? + 6a% + 6(a’)?a? + 12a'a + 4ata® + 4(a’)®a + 3]

das Matrixelement

A h 2 %' %|
<En| J,'4 |E%> = <m> . [ (% — 4)' 571,%—4 + 2(2% — 1) m ‘ 6n,%—2 + 3 [27’7,2 + 2n + 1] . 6717%
2)! 4)!
+ 2(2% + 3) % : 6n,%+2 + (%;; ) . 5n,%+4] , N,x &€ NO



