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Aufgabe 12
Mit

B := ∇×A , E := −∇Φ− Ȧ

als tatsächliche physikalische Felder, ist ersichtlich dass für beliebiges Skalarfeld U(t,x), U ∈ C2 auch

A′ := A +∇U , Φ′ := Φ− U̇

die gleichen B, E -Felder definieren, denn

∇×A′ = ∇×A +∇× (∇U)︸ ︷︷ ︸
0

= B

−∇Φ′ − Ȧ′ = −∇Φ− Ȧ +���∇∂tU −���∂t∇U

Gesucht ist nun ein geeignetes U mit ∇ ·A′ = 0 = Φ′. Wegen

∂t

[
∇ ·A(t,x) +

t∫
0

∆Φ(τ,x) dτ

]
= −∇ · ∂t

[
−A(t,x)−

t∫
0

∇Φ(τ,x) dτ

]
︸ ︷︷ ︸

E(t,x)

= −∇ ·E(t,x) Vakuum= 0

ist ∇ ·A(t,x) +
t∫
0

∆Φ(τ,x) dτ Zeitunabhängig. Dabei ist die Poissongleichung

∆h(x) = −

[
∇ ·A(t,x) +

t∫
0

∆Φ(τ,x) dτ

]
(0.1)

(bei hinreichend glatten Feldern) stets lösbar und der Ansatz

U(t,x) :=

t∫
0

Φ(τ,x) dτ + h(x) (0.2)

erfüllt genau die obigen Forderungen, denn

∇ ·A′ = ∇ ·A + ∆U
(0.2)
= ∇ ·A +

∫
∆Φ dt+ ∆h

(0.1)
= 0

Φ′ = Φ− ∂tU
(0.2)
= 0
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Aufgabe 13
Beginnen mit der Definition

|n1, .., nµ, ..〉 := . . .
(â†µ)nµ√
nµ!

. . .
(â†1)n1

√
n1!
|0〉

und

Ê(t,x) := −∂tÂ(t,x) =
∑
µ

(
~ωµ

2V ε0

) 1
2

eµ · i ·
[
eikµx−iωµtâµ − e−ikµx+iωµtâ†µ

]

B̂(t,x) := ∇× Â(t,x) =
∑
µ

(
~

2V ε0ωµ

) 1
2

(kµ × eµ) · i ·
[
eikµx−iωµtâµ − e−ikµx+iωµtâ†µ

]
wobei

µ = (µ1, µ2, µ3︸ ︷︷ ︸
m

, µ4) ∈ Z3 × {±1} , kµ = km =
2π
L

m

eµ ⊥ kµ , e(m,1) ⊥ e(m,2) , ωµ = ωm = c ‖km‖ , e(−m,p)
o.B.d.A.= e(m,p), p = ±1
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und schreiben

p̂S =
1

c2µ0

∫
V

dx Ê× B̂

= − ~
2V

∫
V

dx
∑

µ,ν∈Z3×{±1}

eµ × (kν × eν) ·
[
eikµx−iωµtâµ − e−ikµx+iωµtâ†µ

]
◦
[
eikνx−iωνtâν − e−ikνx+iωνtâ†ν

]

= − ~
2V

∑
µ,ν∈Z3×{±1}

eµ × (kν × eν) ·
∫
V

dx

[
ei(kµ+kν)x−i(ωµ+ων)tâµâν + e−i(kµ+kν)x+i(ωµ+ων)tâ†µâ

†
ν − ei(kν−kµ)x−i(ων−ωµ)tâ†µâν − ei(kµ−kν)x−i(ωµ−ων)tâµâ

†
ν

]

= −~
2

∑
m,n∈Z3

p,q∈{±1}

e(m,p) × (kn × e(n,q))·

·
[
δm,−ne

−i(ωm+ωn)tâ(m,p)â(n,q) + δm,−ne
i(ωm+ωn)â†(m,p)â

†
(n,q)

− δm,ne
−i(ωn−ωm)â†(m,p)â(n,q) − δm,ne

−i(ωm−ωn)tâ(m,p)â
†
(n,q)

]

= −~
2

∑
m∈Z3

∑
p,q∈{±1}

e(m,p) ×
[
e−i2ωmt(k−m × e(−m,q)︸ ︷︷ ︸

e(m,q)

) · â(m,p)â(−m,q) + ei2ωmt(k−m × e(−m,q))︸ ︷︷ ︸
e(m,q)

·â†(m,p)â
†
(−m,q)

− (km × e(m,q)) · â†(m,p)â(m,q) − (km × e(m,q)) · â(m,p)â
†
(m,q)

]
(♣)
= −~

2

∑
m∈Z3

p∈{±1}

km

[
−e−i2ωmtâ(m,p)â(−m,p) − ei2ωmtâ†(m,p)â

†
(−m,p) − â

†
(m,p)â(m,p) − â(m,p)â

†
(m,p)

]

wobei verwendet wurde

(♣) : e(m,p) × (k±m × e(m,q)) = δp,q · k±m
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Wegen ∑
m∈Z3

km

[
e−i2ωmtâ(m,p)â(−m,p) + ei2ωmtâ†(m,p)â

†
(−m,p)

]

=
1
2

∑
m∈Z3

[
kµe

−i2ωmtâ(m,p)â(−m,p) + kµe
i2ωmtâ†(m,p)â

†
(−m,p)

]

+
1
2

∑
m∈Z3

[
km︸︷︷︸
−k−m

e−i2ωmt︸ ︷︷ ︸
e−i2ω−m

â(m,p)â(−m,p)︸ ︷︷ ︸
â(−m,p)â(m,p)

+ km︸︷︷︸
−k(−m,p)

ei2ωmt︸ ︷︷ ︸
ei2ω−m

â†(m,p)â
†
(−m,p)︸ ︷︷ ︸

â†(−m,p)â
†
(m,p)

]

−m=:n=
1
2

∑
m∈Z3

[
kme

−i2ωmtâ(m,p)â(−m,p) + kme
i2ωmtâ†(m,p)â

†
(−m,p)

]

+
1
2

∑
n∈Z3

[
−kne

−i2ωntâ(n,p)â(−n,p) − kne
i2ωntâ†(n,p)â

†
(−n,p)

]

= 0

ist sogar

p̂S =
~
2

∑
µ∈Z3×{±1}

kµ ·
[
â†µâµ + âµâ

†
µ

]
(0.3)

Somit ergibt sich

p̂S |n1, n2, . . . 〉 =
~
2

∑
µ

kµ

[
nµ + (nµ + 1)

]
|n1, n2, ..〉

wobei ∑
µ∈Z3×{±1}

kµ =
1
2

∑
µ

[
kµ + kµ︸︷︷︸

−k−µ

] −µ→ν→µ
=

1
2

∑
µ

[
kµ − kµ

]
= 0

also

p̂S |n1, n2, . . . 〉 =
∑

µ∈Z3×{±1}

~nµkµ |n1, n2, ..〉 (0.4)
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