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Aufgabe 10
Hilfsaussage 01

Es gilt

âj(â
†
j)
nj = nj · (â†j)

nj−1 + (±1)nj (â†j)
nj âj (0.1)

Dabei sei das obere für Bosonen (nj ∈ N0), das untere für Fermionen (nj ∈ {0, 1}) gedacht.

Beweis: Aus âj â
†
j = 1± â†j âj folgt direkt im bosonischen Fall

âj(â
†
j)
nj = (â†j)

nj−1 + â†j âj(â
†
j)
nj−1 = (..) = nj · (â†j)

nj−1 + (â†j)
nj âj

und im fermionischen Fall

âj(â
†
j)
nj =

{
âj : nj = 0
1− â†j âj : nj = 1

}
= nj · (â†j)

nj−1 + (−1)nj (â†j)
nj âj

Hilfsaussage 02

Es gilt

âj |nN , . . . , n0〉 = (±1)N−j
√
nj · |nN , . . . , (nj − 1), . . . , n0〉 (0.2)

und

â†j |nN , . . . , n0〉 = (±1)N−j
√
nj + 1 · |nN , . . . , (nj + 1), . . . , n0〉 (0.3)

wobei oberes bzw. unteres Vorzeichen für Bosonen bzw. Fermionen gelte. Dabei gelte die Konvention

|n0, . . . , nj ≤ −1, . . . , nN 〉 =:0

|n0, . . . , nj ≥ 2, . . . , nN 〉 =:0 (für Fermionen)

Beweis: Folgt direkt aus (0.1) und der Definition

|n〉 := |n0, n1, . . . , nN 〉 :=
(â†N )nN

√
nN !

. . .
(â†1)

n1

√
n1!

(â†0)
n0

√
n0!
|0〉 ,

{
n ∈ NN0 : Bosonen
n ∈ {0, 1}N : Fermionen
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Beweis der Behauptung

Beginnend mit der Definition

ψ̂(ξ) :=
∞∑
i=0

ϕi(ξ) · âi

schreiben wir

〈n| ψ̂†(ξ)ψ̂(ξ) |n〉 =
∞∑

i,j=0

ϕ∗i (ξ)ϕj(ξ) 〈n0 . . . nN | â†i âj |n0 . . . nN 〉

(0.2)
(0.3)
=

∞∑
i,j=0

(±1)N−i(±1)N−jϕ∗i (ξ)ϕj(ξ) ·
√
njni 〈n0, . . . , (ni − 1), . . . , nN |n0, . . . , (nj − 1), . . . , nN 〉︸ ︷︷ ︸

niδij

=
∞∑
i=0

(±1)2N−2i︸ ︷︷ ︸
1

niϕ
∗
i (ξ)ϕi(ξ) =

∞∑
i=0

ni |ϕi(ξ)|2

Aufgabe 11
Beginnend mit der Identität

B̂ =
∫
dξ ψ̂†(ξ) b̂︸︷︷︸

in ξ−
Darstellung

ψ̂(ξ) , ξ := (y,m)

für Operatoren der Form

B̂ =
∑
n

b̂n :=
∑
n

1× · · · ⊗ b̂
↑
n

⊗ . . . , b̂ : 1-Teilchen Operator

schreiben wir

ĵ(x) =
s∑

ms=−s

−i~
2m

∫
dy ψ̂†(y,ms)

[
∇y

(
δ(x− y)ψ̂(y,ms)

)
+ δ(x− y)∇yψ̂(y,ms)

]

=
s∑

ms=−s

−i~
2m

∫
dy
[
−
(
∇yψ̂

†(y,ms)
)
δ(x− y)ψ̂(y,ms) + ψ̂†(y,ms)δ(x− y)∇yψ̂(y,ms)

]

=
s∑

ms=−s

−i~
2m

[
−
(
∇xψ̂

†(x,ms)
)
ψ̂(x,ms) + ψ̂†(x,ms)∇xψ̂(x,ms)

]

=
i~
2m

s∑
ms=−s

[(
∇xψ̂

†(x,ms)
)
ψ̂(x,ms)− ψ̂†(x,ms)∇xψ̂(x,ms)

]
wobei Definitionsgemäß

∇xψ̂(x,ms) :=
∑
j

[
∇xϕj(x,ms)

]
· âj

Bemerkung: Man beachte die Ähnlichkeit des Ausdrucks zur klassischen Wahrscheinlichkeitsstromdichte

j =
i~
2m

[(∇ψ∗)ψ − ψ∗(∇ψ)]
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