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Aufgabe 07
Beginnend mit den die Operatoren ai, a

†
i charakterisierenden Eigenschaften

{ai, aj} = 0 =
{
a†i , a

†
j

}
,
{
ai, a

†
j

}
= δij (0.1)

und
ai |0〉 = 0 , |n0n1 . . . nN 〉 = (a†N )nN . . . (a†0)n0 |0〉

bzw. speziell

a†i |n0 . . . nN 〉 = (1− ni) · (−1)ni+1+..+nN |n0, .., ni−1, 1, ni+1, .., nN 〉

ai |n0 . . . nN 〉 = ni · (−1)ni+1+..+nN |n0, .., ni−1, 0, ni+1, .., nN 〉

lesen wir die Darstellung der a0, a
†
0, a1, a

†
1 in der Basis |00〉 , |10〉 , |01〉 , |11〉 ab:

a0
∼=


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 0 0

 a†0
∼=


0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0



a1
∼=


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 a†1
∼=


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0


Wie erwartet, entspricht die Darstellung der a†i genau der Darstellung der adjungierten ai (transponiert, kom-
plex konjugiert). Die Vertauschungsrelationen (0.1) verifizieren sich ebenfalls durch direkte Multiplikation der
Matrizen, z.B.

a0a
†
1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 0 0

 = −a†1a0 a†0a1 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 = −a1a
†
0

a0a
†
0 + a†0a0 =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

+


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 = 1

1



Aufgabe 08
Schreiben [·, ·]+ bzw. [·, ·]− für den Antikommutator bzw. Kommutator im Falle von Fermionen bzw. Bosonen.
Beginnend mit den Definitionen

Ψ̂(ξ) :=
∑
i∈I

ϕi(ξ) · ai Ψ̂†(ξ) :=
∑
i∈I

ϕ∗i (ξ) · a
†
i

wobei (ϕi)i∈I ein VONS in H1 sei, schreiben wir[
Ψ̂(ξ), Ψ̂(η)

]
±

=
∑
i,j∈I

ϕi(ξ)ϕj(η) [ai, aj ]±︸ ︷︷ ︸
0

= 0

[
Ψ̂†(ξ), Ψ̂†(η)

]
±

=
∑
i,j∈I

ϕ∗i (ξ)ϕ
∗
j (η)

[
a†i , a

†
j

]
±︸ ︷︷ ︸

0

= 0

[
Ψ̂(ξ), Ψ̂†(η)

]
±

=
∑
i,j∈I

ϕi(ξ)ϕ∗j (η)
[
ai, a

†
j

]
±︸ ︷︷ ︸

δij 1̂

=
∑
i∈I

ϕi(ξ)ϕ∗i (η) · 1̂

Dabei gilt für beliebige f ∈ H1:∫ ∑
i∈I

ϕi(ξ)ϕ∗i (η)f(η) dη =
∑
i∈I

ϕi(ξ)
∫
ϕ∗i (η)f(η) dη︸ ︷︷ ︸
〈ϕi,f〉

=
[∑
i∈I
〈ϕi, f〉 · ϕi︸ ︷︷ ︸

f
da (ϕi)i∈I

VONS

]
(ξ) = f(ξ)

das heißt ∑
i∈I

ϕi(ξ)ϕ∗i (η) = δ(η − ξ)

bzw. [
Ψ̂(ξ), Ψ̂†(η)

]
±

= δ(η − ξ) · 1̂

Aufgabe 09
In Ortsdarstellung wirkt der Operator N̂V gemäß

(N̂V ψ)(x1,x2) =
∫
V

(ρ̂(x)ψ)(x1,x2) d3x =
∫
V

[δ(x− x1) + δ(x− x2)] · ψ(x1,x2) d3x

=



2ψ(x1,x2) : {x1,x2} ⊆ V

ψ(x1,x2) : {x1,x2} ∩ V 6= ∅ ∧ {x1,x2} * V

0 : {x1,x2} ∩ V = ∅

Offensichtlich kann N̂V nur die Eigenwerte λ ∈ {0, 1, 2} besitzen1. Ein Zustand ψ ist genau dann Eigenzustand
zu:

λ = 2: falls ψ(x1,x2) = 0 für {x1,x2} * V .

1Der Ansatz N̂V ψ = λψ führt bei λ /∈ {0, 1, 2} stets auf ψ = 0.

2



λ = 1: falls ψ(x1,x2) = 0 für {x1,x2} ⊆ V bzw. {x1,x2} ∩ V = ∅.

λ = 0: falls ψ(x1,x2) = 0 für {x1,x2} ∩ V 6= ∅.

Jeder beliebiger Zustand ψ kann dargestellt werden gemäß

ψ = ψ2 + ψ1 + ψ0

wobei

ψ2(x1,x2) :=

{
ψ(x1,x2) : {x1,x2} ⊆ V
0 : sonst

ψ1(x1,x2) :=

{
ψ(x1,x2) : {x1,x2} ∩ V 6= ∅ ∧ {x1,x2} * V

0 : sonst

ψ0(x1,x2) :=

{
ψ(x1,x2) : {x1,x2} ∩ V = ∅
0 : sonst

jeweils Eigenvektoren zu den Eigenwerten 2, 1 und 0 sind. Ist ψ normiert, so ergibt sich die Messwahrschein-
lichkeit Pλ für den Eigenwert λ gemäß

Pλ =
∥∥P̂λψ∥∥2 = ‖ψλ‖2

wobei P̂λ die Orthogonalprojektion auf den λ-Eigenraum von N̂V ist. Konkret:

P2 = ‖ψ2‖2 =
∫
V 2

|ψ(x1,x2)|2 d3x1 d
3x2

P1 = ‖ψ1‖2 =
∫

V×V c

|ψ(x1,x2)|2 d3x1 d
3x2 +

∫
V c×V

|ψ(x1,x2)|2 d3x1 d
3x2

P0 = ‖ψ0‖2 =
∫

V c×V c

|ψ(x1,x2)|2 d3x1 d
3x2
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