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Aufgabe 03
Beginnend mit der stationdren Schrédingergleichung
iﬂaﬁ + _—5285 + V(x1,22) \Il(xl,xg,Sgl),ng)) = E\I/(ml,arg,Sil),Sf))
2m "t 2m %2
H

machen wir den Separationsansatz |¥) = |®) ® |x), sprich
\If(:rl,xg, Sgl), ng) = &(xq, z2) ~X(S£1), Sg))
so dass sich Gl. (0.1) reduziert auf
H|®) = E|®)
Wir fiithren nun die Normalkoordinaten & := x1 — x2, & = x1 + =2 ein, so dass
Viene) = (5+8)&+ 5 &
T \kj
und ferner
07, = 0F + 0F, +20¢ ¢,
02, =0F + 02, — 207 ¢,

Zu losen wire also
K2 K2
— - 0f = 05t k] + kaG3| @ = BO

Machen den Separationsansatz ®(&1, &) = ®1(&1)P2(€2) und erhalten
h? d?®, h? d*®,
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nur von &; abhingig nur von £2 abhingig

Da beide Seiten von unabhéngigen Variablen abhéngen, miissen sie konstant sein, sprich
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Bekanntlich besitzt die DGL

+ ga:Qz/) =&y

(eindimensionaler harmonischer Oszillator) die (normierten) Hermite-Funktionen

1
1
& vkm 1 vkm z2 Vkm
n = . HTL N e 9 N
U () ( " ) STy 3 x| -exp 5 " h ne
als Figenlosungen, mit den Hermite-Polynomen
2 d" 2
Hn = (1) "
() = (e’ T—e
und den Figenwerten
k 1
ke=Fg, =h— (n + ) (0.4)
m 2
Daher muss gelten
E k E k
Z"‘)\: 1gn1 A\ Z—)\: 2gn2 s nl,nQENO
sprich
1
A= Anan — 5 (klgnl o k25n2) , FE = Enl,n2 — 2(1@15”1 + kzgng)
Somit ergeben sich die Energieeigenwerte von Gl. (0.1) mit Gl. (0.4) als
|A+2B 1 A 1
Enhyu = 2h om (’ﬂl =+ 2> + % (TLQ + 2) , M1,N2 € No (05)

Entsprechend ergeben sich die (unnormierten) Eigenzustinde als

(,I;nl,nz (51, 62) = Fa ¢n (51) 2 d)nz (52)
Wegen

~ 2 ~ 2 dx 1 2 1
/‘(I)nhn,‘,(l'l,l'g)‘ dX:/’(I)nl,n2(€1,§2)‘ det <d£)‘ d§ = §/|klwn1(€1)| d§1/|k21/}n2(§2)| d§2 = 5
R2 R2 %1,_/ R R
2 1 1

ergeben sich die normierten Eigenlosungen der Schrodinger-Gleichung (0.2) geméf

vVkim vVkam (w1—20)% V/Fim  (2q420)2 V/Eam
Py iny (€1, 22) 3= Niy iy - Hn, hl (1 —22) | - Hp, - (x1 +22) | - €™ = R a
i
\/i (mﬂ-;;;zkz) A A
Nyping = —Fm———r ki:=—+4+DB, ky:=— , ny,ne €Ny (0.6)

2”12"2n1!n2! ’ 2 2

wobei ®@,,, ,,, fiir gerade n; symmetrisch, fiir ungerade n; antisymmetrisch® sind bei Teilchenvertauschung. Die
Spin-Wellenfunktion |x) der beiden Teilchen wird aufgespannt durch die S.- bzw. S?- Eigenvektoren

ls,m), s €{0,1}, m=—s,..,s

des Gesamtspinoperators. Bekanntlich ist hierbei |0,0) antisymmetrisch bei Vertauschung der beiden Teilchen,
|1, m) dagegen symmetrisch. Daher muss |®) im ersten Fall symmetrisch, im zweiten Fall antisymmetrisch bei
Teilchenvertauschung sein, so dass sich die Eigenlésungen von (0.1)

[n1,m2,s =0,m=0) = |Pp, n,) ®|s=0,m=0) , ny €Ny gerade, ny € Ny

Ini,n2, s =1,m) =[Py, n,) ®|s=1,m) , m=-1,0,1, ny; € Ny ungerade, ny € Ng

1Beachte: Hp(—x) = (=1)"Hy ().



Spezialfall: Im Grenzfall ungekoppelter Teilchen (2 unabhéngige harmonische Oszillatoren, B = 0) mit jeweils
Federkonstante k = 2A, ergeben sich die Energiecigenwerte des Systems

, n1,n2 € Ng

[k 1 [k 1
Enl,nz :h[ <nl+>+ (’Ilg—‘r)
m 2 m 2

was genau der Summe zweier Energieeigenwerte 1-dimensionaler harmonischen Oszillatoren entspricht!

Aufgabe 04

(a)

Im Falle zweier identischer Spin-0 Teilchen miisse die Wellenfunktion |¥) symmetrisch bei Teilchenver-
tauschung sein, so dass sich die Losungen

[n1,n2,s =0,m=0)= Dy, n,)® [s=0,m=0) , ni €Nygerade, ny € Ny
~—_—
gerade bei
Teilchenvertauschung

ergeben wiirden.

Fall: Gleiche Masse Bei unterscheidbaren Spin—% Teilchen mit gleicher Masse m erweitert sich der Lo-
sungsraum gemaf

Ini,n2,s =0,m=0)= Py, 4,) ®[|s=0,m=0) , nq, ny €Ny

[ny,n2,s =1,m) = |Pp, n,) @|s=1,m) , m=—-1,0,1, ny, ng € Ny

Fall: Unterschiedliche Massen Im allgemeinen Fall beliebiger Massen my, mo, miissen neue Normalko-
ordinaten ¢1, g2 gesucht werden. Machen den Ansatz

q=Cx , Ce(C**? (0.7)
so dass
Vi(x) = xTVx = qT(Cfl)TVCflq =:V(q) (0.8)
wobei
~ 2A -B
V_<—B 2B> (0.9)

die der quadratischen Form V : R? — R entsprechende Matrix ist. Aus Beziehung (0.7) liest man auferdem
ab

04 1 Ox 04 _ 1/ Ou
(a; ):C 1 ( on, ) = 0 0% = (0, 0y) ( o ): (02 0.) (CHTC 1((%2 )
(0.10)
Da V symmetrisch ist, ist sie diagonalisierbar, sprich es existiert (C~15) € GL(C2) so dass
(C718)'V(CTs) = W

diagonalgestalt hat, wobei

\/ M1 0
S = € GL(C?)

0 A/ Mo

sei. Da V positiv semidefinit ist (4, B > 0), miissen die Eigenwerte von V bzw. die Eintrdge von Vb

nicht-negativ sein, also
2
>, _ w1 O
Vb = ( 0 w%)



fir irgendwelche wy,wz € R. Insbesondere kann (C~18) orthogonal konstruiert werden (spalten sind or-
thonormierte Eigenvektoren von V'), so dass

(cts)yt= (9T (0.11)
sprich
2 2
V(g) 'Y qT(C 188 YTV 0185 g = qf (SHT (C18)TVC 188 1q= T2+ 22 (0.12)
S A — miy ma
S-1 %S
und ferner

5 2 (0.10) —I\T —1 aﬂh — 8§1 87’%2
0 +0,, = (02, uy) (CTHTC ,< O, )_ my +m2
(sT)~ls!
nach (0.11)

Dementsprechend ergibt sich der (nun in g1, g2 separierbare) Hamiltonian

—h2

2 2
=5 Y12y Y2 (0.13)
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wobei w?, w2 die Eigenwerte von V in (0.9) sind.



