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(6) Hartree–Fock-Näherung für gekoppelte Oszillatoren 11 P.

Betrachten Sie zwei identische Spin 1/2-Teilchen in einem eindimensionalen harmonischen Os-
zillatorpotential, die durch ein weiteres harmonisches Potential miteinander wechselwirken:
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mit λ ≥ 0, wobei wir der Einfachheit halber ~ = m = ω = 1 setzen.

a) Das Problem kann exakt gelöst werden. Schreiben Sie dazu H in den Koordinaten R =
(x1 + x2)/

√
2 und r = (x1 − x2)/

√
2, was die zwei Oszillatoren entkoppelt. Geben Sie die

Grundzustandsenergie E0 und zugehörige Wellenfunktion ψ0(x1, x2) (inklusive Spinanteil)
an. (2)

b) Jetzt soll das Problem mit der Hartree–Fock-Methode behandelt werden. Setzen Sie für die
Wellenfunktion ψSD(x1, x2) = ϕ(x1)ϕ(x2)χspin mit normiertem ϕ(x) an (wie muß dann
χspin lauten?) und zeigen durch Variation des Erwartungswerts EHF[ϕ] = 〈ψSD|H |ψSD〉,
daß sich die Hartree–Fock-Gleichungen auf
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ϕ(x) = εϕ(x)

reduzieren. (2)

c) Diese Gleichung lösen Sie durch sukzessive Approximation: Starten Sie in erster Näherung
mit der normierten Grundzustandseigenfunktion ϕ(1)(x) für λ = 0. Berechnen Sie damit
obiges Integral und lösen die entstehende lineare Gleichung
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für die zweite Näherung ϕ(2)(x). Setzen Sie diese Iteration fort, bis das Verfahren konver-
giert. Wie lauten das resultierende ϕ(x) und ε? (3)

d) Bestimmen Sie mit der so gefundenen Wellenfunktion
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die Hartree–Fock-Energie EHF, und skizzieren Sie zum Vergleich mit dem exakten Er-
gebnis die Größe (EHF − E0)/E0 als Funktion der Kopplungskonstante λ. Wie lauten die
numerischen Werte dieses Verhältnisses speziell für λ = 1 und λ→ ∞? (2,5)

e) Berechnen Sie den Überlapp |〈ψSD|ψ0〉|2 von exakter und Hartree–Fock-Wellenfunktion.
Dabei können Sie von dem Integral
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mit positiv-definiter symmetrischer Matrix A Gebrauch machen. Wie lautet der Limes
λ→ ∞? (1,5)


