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Definition: Algebra

Eine Algebra (K, V,+,-, A) iiber einen Korper K ist eine K-Vektorraum (V, +,-) mit zusitzlicher Verkniipfung?

AN VXV SV
die erfiillt:
e Links & Rechtsdistributivitit: x A (y +2) =z Ay+zAzund (y+2) Az =yAz+zAzfirz,y,z€V

e Vertraglichkeit mit Skalarmultiplikation:

Az) A (py) = (M) (xAy) , \NpeK, z,yeV

Ist A assoziativ (also (V,A) eine Halbgruppe), so heifit die Algebra assoziativ. Besitzt A ein neutrales Element 1 € V| so
heift die Algebra unitér.?
Bemerkungen:

e Das neutrale Element 1 ist eindeutig bestimmt.

e Ist die Algebra unitér, assoziativ, z,y,z € V mit e Ay =1 = z Az, so ist y = 2. In dem Falle nennt man das eindeutige

y =: 27! zu x invers.

o Esgilt (z71) ' =27t und (zy)~! =y~ lz~ L.

o Es gilt stets 0Ax =2 A0 =0 fiir x € V und falls |V| > 2 auch 1 # 0. Insbesondere kann dann 0 € V kein Inverses
besitzen.

Annahme: Im folgenden ist die Algebra assoziativ, unitdr mit |V| > 2, K€ {R,C} und 2 Az =0V 2z € V.

Aufgabe 24
(a) Setzen
0 0
10
U= 0ol "2 =1 o
1 0 0 -1
Dann erfiillen 91, 95 tatséchlich die gewiinschten Beziehungen.
(b) Wegen
(191/\192)” nz? (’191 /\192) /\(191/\192) =% /\191/\’[92/\192/\(’[91 /\192)/\"'/\(191 /\192) =0
——
Xn 0
gilt
1
GXp191/\192 :Zfﬁl/\ﬁg =1+91 ANDq
n=0 n!

1Obwohl das Symbol A fiir spezielle Algebren reserviert ist, sei es hier im allgemeineren Sinne verwendet.
2Eine assoziative, unitire Algebra ist also ein Monoid (V, A).



Dabei ist insbesondere

exp(V1 A92) A(1 — 91 Ads) =1 — (91 Ag)? —pAtiy + doicty = 1
1+91AD 0

analog

= (1 — 91 A 192) /\exp(ﬁl /\192)

das heifst
eXp(ﬁl A 192) =1 +191 A 192 = (1 — 191 A\ 192)71
Definitionsgeméf ist dann
ln[1+191/\192] :191 /\192 = (14’191/\192)71
—_———

(17191/\’[92)71
Annahme: K hat Charakteristik > 3. Machen den Ansatz
c=A-14+ XM+ Xt +uth Ay , AN €K

das heifst ‘
A%+ 220191 + 2M\o02 + Aty A U2 = 1+ 91 A (%)

Durch Verkeilung von (&) mit 9 A 95 erhélt man

229, Ay =0y A Dy

das heikt A = /1. Durch Verkeilung von (&) mit ¥y bzw. ¥5 erhdlt man jeweils Ay = 0 und A; = 0, und ferner p = A/2.
Somit

l’e{)\'1+;\191/\192 : )\2:1}

Wegen

191'“(1) AR /\ﬁia(k) = Sgn(o) '192'1 AR /\7.9” , 0 € Sym(k) s il,..,ik S {1,..711}

konnen wir uns zur Betrachtung der linearen Unabhéngigkeit 0.B.d.A. auf Produkte ¥;; A --- A, mit i3 < --- < ig
beschrianken. Insbesondere spannen diese die gesamte Algebra auf. Anderseits ist die Menge aller solcher Produkte linear

unabhéngig, denn fiir
> A A9 =0
IC{1,..,n} icl
0.B.d.A.
in steigender
Reihenfolge
der i’s

liefert die Verkeilung mit irgendeinem 7¢ C {1,..,n} dass A\; = 0 sein muss. Demnach existieren genau

unabhéngige Elemente der Algebra.



