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Allgemeine Erinnerungen
Allgemeine Rechenregeln

εijkεijk = 6 , εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm , εijkεijn = 2δkm (1)

Aufgabe 21
Vorbetrachtungen

Kontravariante Kommutatoren:

[Mµν ,Mρσ] = gµλgναgρτgσκ [Mλα,Mτ,κ ]

= −i
[
δµτ g

ναgρτgσκMακ − gµλδντ gρτgσκMλκ − δµκgναgρτgσκMατ + gµλgναgρτδσαMλτ

]
= −i [gρµMνσ − gρνMµσ − gσµMνρ + gνσMµρ]

Speziell für i, j = 1, 2, 3 ist

M ij = giµ︸︷︷︸
−δiµ

gjν︸︷︷︸
−δjν

Mµν = Mij (2)

Alternierung von g:

εimnεjrs grm︸︷︷︸
−δrm

r,m=1,2,3

= −εimnεjms
(1)
= δisδnj − δijδns (3)
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Aufgabenausarbeitung

(a) Beginnend mit den Definitionen schreiben wir

[Ji, Jj ] =
1
4
εimnεjrs [Mmn,Mrs] = − i

4
εimnεjrs [grmMns − grnMms − gsmMnr + gnsMmr]

= − i
4
εimnεjrs [grmMns + grmMns + grmMns + grmMns]︸ ︷︷ ︸

4grmMns

(3)
= i[δij δnsMns︸ ︷︷ ︸

0

−δisδnjMns]

= iM ij =
i

2
[
M ij −M ji

]
=
i

2
[δirδjs − δisδjr]︸ ︷︷ ︸

εijkεkrs

Mrs = iεijkJk

[Ji,Kj ] =
1
2
εimn [Mmn,Mj0] =

1
2
εimng

mµgnν [Mµν ,Mj0]

= − i
2
εimng

mµgnν [gµjMν0 − gνjMµ0 − gµ0Mνj + gν0Mµj ]

= − i
2
εimn

[
δmj g

nνMν0 − gmµδnjMµ0 − δm0︸︷︷︸
0

m=1,2,3

gnνMνj + gmµ δn0︸︷︷︸
0

m=1,2,3

Mµj

]

= − i
2

[εijngnνMν0 − εimjgmµMµ0] = −iεijn gnνMν0︸ ︷︷ ︸
gnsMs0
n=1,2,3

= −iεijn gns︸︷︷︸
−δns
n=1,2,3

Ms0 = iεijsMs0︸︷︷︸
Ks0

und schließlich

[Ki,Kj ] = [Mi0,Mj0] = −i
[
gi,jM00︸︷︷︸

0

− g0j︸︷︷︸
0

Mi0 − gi0︸︷︷︸
0

M0j + g00︸︷︷︸
1

Mij

]
= −iMij

(2)
= −iM ij

analog
zu oben= −iεijkJk

(b) Unter Verwendung von (a) schreiben wir

[Ai, Aj ] =
1
4

{
[Ji, Jj ]︸ ︷︷ ︸
iεijkJk

+i [Ji,Kj ]︸ ︷︷ ︸
iεijkKk

+i [Ki, Jj ]︸ ︷︷ ︸
iεijkKk

− [Ki,Kj ]︸ ︷︷ ︸
−iεijkJk

}
=
i

2
εijk [Jk + iKk] = iεijkAk

[Bi, Bj ] =
1
4

{
[Ji, Jj ]︸ ︷︷ ︸
iεijkJk

−i [Ji,Kj ]︸ ︷︷ ︸
iεijkKk

−i [Ki, Jj ]︸ ︷︷ ︸
iεijkKk

− [Ki,Kj ]︸ ︷︷ ︸
−iεijkJk

}
=
i

2
εijk [Jk − iKk] = iεijkBk

[Ai, Bj ] =
1
4

{
[Ji, Jj ]︸ ︷︷ ︸
iεijkJk

−i [Ji,Kj ]︸ ︷︷ ︸
iεijkKk

+i [Ki, Jj ]︸ ︷︷ ︸
iεijkKk

+ [Ki,Kj ]︸ ︷︷ ︸
−iεijkJk

}
= 0

Aufgabe 22
Für beliebige a ∈ SL(2,C) ergibt sich

aT εa =
(
a11 a21

a12 a22

)(
0 1
−1 0

)(
a11 a12

a21 a22

)
=
(

0 1
−1 0

)
= ε

Somit folgt für beliebige ξ, ζ ∈ C2:
(aξ) · (aζ) def= (aξ)T ε(aζ) = ξT (aT εa)︸ ︷︷ ︸

ε

ζ = ξ · ζ
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Aufgabe 23
(a) (1) Bekanntlich sind die Pauli-Matrizen spurlos. Wegen σiσj = −iεijkσk für i 6= j ∈ {1, 2, 3} ist

trace (σµσν) =

 0 : µ 6= ν
2 : µ = ν = 0
−2 : µ = ν 6= 0

 = 4δµ0δν0 − 2δµν

so dass wir schreiben können

1
2

trace(σµσν) =
gµρ

2
trace(σρσν) = 2gµρδρ0δν0 − gµρδρν = 2 gµ0δν0︸ ︷︷ ︸

δµ0δν0

−gµν = δµν

(2) Mit

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
lässt sich leicht nachprüfen dass

3∑
r=1

(σr)αβ(σr)γδ =


1 : {(α, β), (γ, δ)} ∈ {{(1, 1)} , {(2, 2)}}
−1 : {(α, β), (γ, δ)} = {(1, 1), (2, 2)}

2 : {(α, β), (γ, δ)} = {(1, 2), (2, 1)}
0 : sonst

 = 2δαδδβγ − δαβδγδ (4)

Somit ist

(σµ)αβ(σµ)γδ = gµρ(σρ)αβ(σµ)γδ =
∑
ρ

gρρ(σρ)α,β(σρ)γδ = g00︸︷︷︸
1

(σ0)αβ︸ ︷︷ ︸
δαβ

(σ0)γδ︸ ︷︷ ︸
δγδ

−
3∑
r=1

(σr)αβ (σr)γδ︸ ︷︷ ︸
(σr)γδ

= δαβδ
γδ +

3∑
r=1

(σr)αβ(σr)γδ
(4)
= 2δδαδ

γ
β

(3) Die Fälle µ = 0 6= ν bzw. ν = 0 6= µ sind trivial, ebenso der Fall µ = ν = 0.
Seien also o.B.d.A. m := µ 6= 0, n := ν 6= 0. Dann ist

σm σn︸︷︷︸
−σn

+σn σm︸︷︷︸
−σm

= − (σmσn + σnσm)︸ ︷︷ ︸
[σm,σn]+=2δmn=−2gmn

= σm︸︷︷︸
−σm

σn + σn︸︷︷︸
−σn

σm

(b) Erinnerung:

Λ = exp
[
−ε

ρσ

2
Mρσ

]
, a = exp

[
− i

4
εµνσµν

]
mit

(Mρσ)µν := i
[
δµρ gσν − δµσgρν

]
, εµν = −ενµ

σµν =
i

2
[σµσν − σνσµ] , σµ := (1,σ) , σµ := (1,−σ)

Bemerkung: Wegen

σ†µν = − i
2
[
σ†νσ

†
µ − σ†µσ†ν

]
=
i

2
[σµσν − σνσµ] =: σµν

gilt

a† = exp
[
i

4
εµνσ†µν

]
= exp

[
i

4
εµνσµν

]
Behauptung:

d

dt
σµ exp

[
−tε

ρσ

2
Mρσ

]µ
ν︸ ︷︷ ︸

Λµν(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
exp

[
−t i

4
ερσσρσ

]
︸ ︷︷ ︸

a(t)

σν exp
[
t
i

4
ερσσρσ

]
︸ ︷︷ ︸

a†(t)

∣∣∣∣
t=0

Beweis:
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Einerseits ist

d

dt
σµΛµν(t)

∣∣∣∣
t=0

= − i
2
σµε

ρσ(Mρσ)µν =
1
2
σµε

ρσ
[
δµρ gσν − δµσgρν

]

=
1
2
σµ

[
εµσgσν − ερµ︸︷︷︸

−εµρ
gρν

]
= σµε

µσgσν =: (♠)

Anderseits:

d

dt
a(t)σνa†(t)

∣∣∣∣
t=0

= − i
4
ερσσρσσν +

i

4
σνε

ρσσρσ =
1
8
ερσ [σρσσσν − σσσρσν − σνσρσσ + σνσσσρ]

=
1
8
ερσ [σρσσσν + σρσσσν + σνσσσρ + σνσσσρ] =

1
4
ερσ [σρσσσν + σνσσσρ]

(a)
=

1
4
ερσ [σρ (2gσν − σνσσ) + (2gνσ − σσσν)σρ] = σρε

ρσgσν −
1
4
ερσ [σρσνσσ + σσσνσρ]

= σρε
ρσgσν −

1
4
ερσ [����σρσνσσ −����σρσνσσ] = (♠)

(Unvollständig)

(c) Bemerkung 1: Für beliebige M ∈ C2×2 ist

εMT εT =
(
M22 −M12

−M21 M11

)
=

{
det(M) ·M−1 : M invertierbar
0 : sonst

Bemerkung 2: Aus (b) folgt

a−1σµ(a†)−1Λµν = σν

⇒ a−1σρ(a†)−1 = a−1σµ(a†)−1gρµ = a−1σµ(a†)−1

gρµ︷ ︸︸ ︷
ΛµνΛρσgνσ = σνΛρσgνσ = σσΛρσ

Bemerkung 3: Es ist
Vµ = ξα(σµ)αβηβ = εαβξβ(σµ)αβεβγηγ = ξT εTσµεη

Bemerkung 4: ξ und β transformieren sich gemäß

(ξα) 7→ (aαβ)(ξβ) , (ηα) 7→ (a∗α
β)(ηβ)

Beweis der Behauptung:

Vµ = ξT εTσµεη 7→ξaT εTσµεa∗η = ξ

1︷︸︸︷
εT ε aT εTσµεa

∗

1︷︸︸︷
εT ε η

Bem. 1= ξεT det(a)a−1σµ det(a∗T︸︷︷︸
a†

)(a∗T︸︷︷︸
a†

)−1

det(a)=1
= ξT εTa−1σµ(a†)−1εη

Bem. 2= ξT εTσσΛµσεη
Bem. 3= ΛµσVσ
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